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6.6 Ryōgo Kubo (1920-1995) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.7 Kubo-Formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.8 Kubo-Formel für die elektrische Leitfähigkeit . . . . . . . . . . . . . . 122
6.9 David James Thouless (1934 – 2019) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.10 Quantisierung der Hall-Leitfähigkeit nach TKNN . . . . . . . . . . . 129
6.11 Landau Niveaus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.12 Translationen im Magnetfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
6.13 Hall-Plateaus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
6.14 Andre Geim (1958) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
6.15 Konstantin Novoselov (1974) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.16 Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

7 Fraktionaler Quanten-Hall-Effekt 167
7.1 Frank Wilczek (1951) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
7.2 Emil Artin (1898 - 1962) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
7.3 Anyonen und Zopfgruppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
7.4 Robert Laughlin (1950) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
7.5 Laughlin Wellenfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
7.5.1 Landau-Quantisierung des 1-Teilchen harmonischen Oszillators in ei-

nem statischen Magnetfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
7.5.2 Verallgemeinerung vom 1-Teilchen harmonischen Oszillator auf einen

2-Teilchen harmonischen Oszillator in einem statischen Magnetfeld . 192
7.5.3 Vorschlag von Laughlin für die Grundzustands-Wellenfunktion eines

n-Teilchen harmonischen Oszillators in einem statischen Magnetfeld . 196
7.6 Topologische Entartung des Grundzustands . . . . . . . . . . . . . . 207
7.7 Verallgemeinerte Anyonen-Modelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
7.7.1 Formalismus verallgemeinerter Anyonen-Modelle . . . . . . . . . . . . 209
7.7.2 Beispiel: Fibonacci-Anyonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
7.7.3 Quantencomputer mit Fibonacci-Anyonen . . . . . . . . . . . . . . . 228

II Mathematische Anhänge 233

8 Euklid und Archimedes 237
8.1 Euklid von Alexandria (Εὐκλείδης, ca. 365-290 v. Chr.) . . . . . . . . 237
8.2 Euklid: Winkel in der Ebene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
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Teil I

Einige Anwendungen der Geometrie
und Topologie in der Festkörperphysik





1 Einführung

„In the 20th century, physicists learned that quantum phenomena in na-
ture can be classified by quantum numbers. There arises the question how
to describe quantum numbers in terms of mathematics. It turns out that
there are two important possibilities to obtain quantum numbers, namely:
(S) symmetrie (the representation theory of compact Lie groups), and
(T) topology (topological invariants as topological charges or topological

quantum numbers).”

Eberhard Zeidler (1940 - 2016), Zeidler (2006), S. 241.

Dieses Online-Buch behandelt im Teil-I Anwendungen von Geometrie und Topologie
auf Phänomene der Festkörpertheorie und im Teil-II die zugehörige Mathematik aus
Geometrie und Topologie. Teil-I behandelt:

1. Anwendung der Morse Theorie auf die Struktur der Van Hove Singularitäten von
Zustandsdichten,

2. Geometrische Phasen in der Quantentheorie,

3. integraler Quanten-Hall Effekt, incl. Graphen,

4. fraktionaler Quanten-Hall Effekt, incl. Quantencomputing mit Fibonacci-Anyonen.

Zur Erleicherung der Leser und Leserinnen haben wir im Teil-II des Buches nochmals
alle benötigte Mathematik aus dem folgenden Online-Buch des Autors (Schiekel (2019))
übernommen:
„Krümmungen und Indextheoreme - auf den Spuren von Gauß-Bonnet, Cartan, Atiyah-
Singer und Witten.
Eine Einführung in Geometrie und Topologie für Physiker”.

Durch die vielen Verweise vom Physik-Teil zum Mathematik-Teil wird die Arbeit mit
dem Manuskript deutlich erleichtert. Aber wie immer ist für Physiker die Beschäfti-
gung mit der zugrundeliegenden Mathematik optional und zum Verständnis des Physik-
Teils nicht zwingend erforderlich. Der Mathematik-Teil des Buches wendet sich also an
Studenten, Studentinnen, Physiker und Physikerinnen, die sich für eine Einführung in
Geometrie und Topologie im Zusammenhang mit moderner Physik interessieren. Dabei
wurde in der Darstellung keine moderne mathematische, höchstmögliche Abstraktion,
etwa im Sinne von Grothendieck, angestrebt, sondern ein leicht verständlicher Zugang
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zur historischen Entwicklung einiger grundlegender Fragen der Geometrie und Differen-
tialtopologie. Vorausgesetzt wurden daher nur einfache Kenntnisse der Analysis, linea-
ren Algebra, differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und der Differentialformen von Élie
Cartan. Bei Physikern beliebte Einführungen zu diesen Themen sind: Flanders (1989),
Schutz (1980) und insbesondere die schönen Darstellungen von Nakahara (2003) und
Frankel (2004).

Wer die Geometrie begreift, vermag in dieser Welt alles zu verstehen.
Galileo Galilei (1564 - 1642), zitiert nach Mat (2023).

The beginner ... should not be discouraged if ... he finds that he does not
have the prerequisites for reading the prerequisites. P. Halmos
Zitiert nach: Functional Analysis, Reed u. Simon (1980), S. 1.

Seinem fünften Band über Differentialgeometrie hat Spivak den Titel gegeben:

All the Way with Gauss-Bonnet

- und dies könnte auch als Motto für die hier vorgelegte Arbeit dienen. Ein großer Dank
allen in dieser Arbeit zitierten Autoren!

Special Thanks: Ein ganz spezieller Dank geht an die LATEX- und LYX-Community
für die wunderbaren Open-Source Programme und die immer hilfreiche und freundliche
Unterstützung!

Kommentare und Fehlerhinweise sind willkommen unter: mb.schiekel@arcor.de .
Möge diese Arbeit hilfreich sein. Viel Freude bei der Lektüre!

mailto:mb.schiekel@arcor.de


2 Konventionen

Wir verwenden die Konventionen von Misner u. a. (1973), an die sich weitgehend auch
Nakahara (2003), Frankel (2004), Wald (1984) und Freedman u. Van Proeyen (2012)
halten.
Die Lichtgeschwindigkeit c und Planck-Konstante ~ sind, sofern nicht explizit angege-
ben, jeweils auf 1 gesetzt.

Wenn M eine Menge bezeichne, dann seien
◦
M das Innere von M , ∂M der Rand von

M und M̄ die Abschließung von M .
Wenn A eine Matrix ist, dann seien AT die transponierte und A† die adjungierte Matrix.
Es wird im Allgemeinen die Einsteinsche Summenkonvention verwendet:

AµBµ ..=
m∑
µ=1

AµBµ .

In Zweifelsfällen wird jedoch die Summation ausführlich hingeschrieben.
Die euklidische Metrik ist gµν ..= δµν ..= diag(+1,+1, . . . ,+1).
Die ’Plus’-Minkowski-Metrik ist gµν ..= ηµν ..= diag(−1,+1, . . . ,+1).
Das Levi-Civita-Symbol εi1,...,im ist das Vorzeichen der Permutation π, welche die Zahlen
(1, 2, . . . ,m) in die Zahlen (i1, i2, . . . , im) abbildet:

π ..=
(

1, 2, . . . ,m
i1, i2, . . . , im

)
, εi1,...,im ..= εi1,...,im ..= sgn π .

Für die Verjüngung von Levi-Civitta-Symbolen verwenden wir die Formel:

εi1,...,imj1,...,jnε
i1,...,imk1,...,kn = m!n!δk1,...,kn

j1,...,jn
= m!n!δ[k1

j1
δk2
j2
· · · δkn]

jn
.

Der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ε̃µ1...µm unterscheidet sich vom Levi-
Civita-Symbol nur in seiner kontravarianten Form:

ε̃µ1...µm ..= εµ1...µm ,

ε̃µ1...µm ..= gµ1ν1 · . . . · gµmνm ε̃µ1...µm = gµ1ν1 · . . . · gµmνmεν1...νm .

Die Symmetrisierung und Antisymmetrisierung von Indizes wird definiert als:

A{µν} ..=
1
2!(Aµν + Aνµ}) , A[µν] ..=

1
2!(Aµν − Aνµ}) .
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Die Strukturkonstanten einer Lie-Algebra sind definiert als: [ea, eb] = c c
ab ec.

Die kovariante Ableitung der Basisvektoren definiert die sog. Zusammenhangskoeffizi-
enten:

∇aeb ..= ∇eaeb ..= ωcab ec .

Die kovarinate Ableitung bzgl. der Vektoren X = Xaea und Y = Y beb ist:

∇XY = ∇XaeaY
beb = Xa(ea[Y b] eb + Y b∇eaeb)

= Xa(ea[Y b] eb + Y bωcab ec) = Xa(ea[Y c] + ωcabY
b) ec .

Der Torsionstensor ist:

T (X, Y ) ..= ∇XY −∇YX − [X, Y ] , bzw.

T abc ..= 〈θa | T (eb, ec)〉 = ωabc − ωacb − c a
bc .

Der Riemannsche Krümmungstensor ist:

R(X, Y )Z ..= (∇X∇Y −∇Y∇X)Z −∇[X,Y ]Z , bzw.

Ra
bcd ..= 〈θa | R(ec, ed)eb〉 = ecω

a
db − edωacb + ωedbω

a
ce − ωecbωade − c e

cd ω
a
eb .

Der Ricci-Tensor ist: Ricλν ..= Rκ
λκν .

Der Ricci-Skalar ist R ..= Ricνν = gνλRicλν .

Als Basen der Gruppe SL(2,C) verwenden wir die beiden Sätze von 2× 2 Matrizen:

σµ ..= (−1, σi) und σ̄µ = (−1,−σi) bzw.

σµ ..= (1, σi) und σ̄µ = (1,−σi) .

mit den Pauli-Matrizen

σ1 ..=
(

0 1
1 0

)
, σ2 ..=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ..=

(
1 0
0 −1

)
.

Daraus folgt

[σi, σj] = 2iεijkσk , {σi, σj} = 2δij1 ,

σµσ̄ν + σν σ̄µ = −2ηµν1 .
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Die Diracschen Gamma-Matrizen verwenden wir in der folgenden Weyl-Darstellung:

γµ ..=
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
⇔ γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
.

Daraus folgt in der ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1).

{γµ, γν} ..= γµγν + γνγµ = −2ηµν1 .

γ∗ ..= γ5 ..= γ5 ..= (−i)3γ0γ1γ2γ3 =
(

1 0
0 −1

)
.

Damit gilt für den Diracschen Bispinor ψT ..= (ψL, ψR)T die folgende Dirac-Gleichung:

(/p+mc1)ψ = (γµpµ +mc1)ψ = ~0 , bzw.

(i~/∂ −mc)ψ(p, x) = (i~γµ∂µ −mc1)ψ(p, x) = ~0 .

Für den Spintensor folgt wiederum in der ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1):

Σµν ..= −1
4[γµ, γν ] ,

[Σµν ,Σρσ] = ηνρΣµσ − ηµρΣνσ − ηνσΣµρ + ηµσΣνρ .

Für die Dirac-Gleichung mit euklidischer Metrik diag(+1,+1, . . . ,+1), d.h. bzgl. der
Gruppe O(4), verwenden wir die folgenden euklidischen Gamma-Matrizen:

γ0 ..=
(

0 i1

−i1 0

)
, γi ..=

(
0 σi

σi 0

)
,

{γa, γb} = 2δab1 .

γ∗ ..= γ5 ..= γ5 ..= (i)2γ0γ1γ2γ3 =
(

1 0
0 −1

)
.

Die Dirac-Gleichung für den Diracschen Bispinor ψT ..= (ψL, ψR)T bleibt unverändert,
allerdings mit den euklidischen Gamma-Matrizen.
Die Verallgemeinerung auf eine m = 2n dimensionale euklidische Mannigfaltigkeit ge-
schieht über die entsprechende Clifford-Algebra. Seien γµ = γµ, µ = 1, . . . ,m die Er-
zeugenden einer Clifford-Algebra und ĉν , ĉ†ν mit ν = 1, . . . , n = m

2 die entsprechenden
Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren eines n-Fermionen-Systems mit

ĉν ..=
1
2(γ2ν−1 − iγ2ν) , ĉ†ν ..=

1
2(γ2ν−1 + iγ2ν) , ν = 1, . . . , n = m

2 ,
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dann gilt mit dem Fermion-Teilchenzahl-Operator F̂ :

F̂ ..=
n∑
ν=1

ĉ†ν ĉν ,

Γ ..= γ∗ ..= γ2n+1 ..= (i)nγ1 · . . . · γ2n = eiπF̂ = (−1)F̂ = (−1)
∑n
ν=1 ĉ

†
ν ĉν .

In einer m = 2n dimensionalen Minkowski-Mannigfaltigkeit mit ’Plus’-Minkowski-
Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1) wird daraus:

Γ ..= γ∗ ..= γ2n+1 ..= (i)n+1γ1 · . . . · γ2n = eiπF̂ = (−1)F̂ = (−1)
∑n
ν=1 ĉ

†
ν ĉν .
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3.1 Darstellungen endlicher Gruppen

Wir wollen hier einige bekannte Tatsachen über Darstellungen endlicher Gruppen zu-
sammentragen, die wir für den Beweis des Bloch-Theorems in der Festkörperphysik
benützen werden. Hierbei folgen wir hauptsächlich Roy (2010) und Petraschen u. Tri-
fonow (1969). Aber zuvor einige Definitionen:

Definition 3.1.1 Eine Darstellung (ρ, V ) einer Gruppe G auf einem endlich-dimen-
sionalen komplexen Vektorraum V ist ein Homomorpismus ρ : G → GL(V ). Die Dar-
stellung heißt treu, wenn sie eine Bijektion ist.
Eine Abbildung φ zwischen zwei Darstellungen (ρ1, V1) und (ρ2, V2) der gleichen Gruppe
G erfüllt per Definition die Eigenschaft

φ(ρ1(g)~v1) = ρ2(g)(φ(~v1)) für ∀g ∈ G, ~v1 ∈ V1 . (3.1.1)

Eine solche Abbildung heißt auch eine äquivariante Abbildung oder eine G-lineare Ab-
bildung.
Wenn φ ein Isomorphismus ist können wir die obige Gleichung umschreiben zu:

ρ2 = φ ◦ ρ1 ◦ φ−1 . (3.1.2)

Eine Teildarstellung von (ρ, V ) ist ein G-invarianter Unterraum W ⊆ V , d.h. ρ(g)~w ∈
W für alle ~w ∈ W und g ∈ G.
Eine Darstellung heißt irreduzibel, wenn sie keine echten invarianten Unterräume ent-
hält. Eine Darstellung heißt vollständig reduzibel, wenn sie sich als direkte Summe irre-
duzibler Darstellungen schreiben läßt. Dies entspricht einer Blockdiagonalisierung von
ρ(g) für alle g ∈ G.

Warum ist die Darstellungstheorie für Physiker überhaupt interessant? Schauen wir uns
hierzu einmal die stationäre Schrödinger-Gleichung an.

Hψ(~r) = [− ~2

2m∆~r + V (~r)]ψ(~r) = Eψ(~r) . (3.1.3)

Jetzt führen wir eine orthogonale Transformation der Koordinaten mit us ∈ G einer
endlichen Gruppe G durch:

~r′ ..= Tus~r ..= us~r . (3.1.4)



22 3 Einfache Geometrie in der Festkörperphysik

Der Laplace-Operator ∆~r bleibt bei einer orthogonalen Transformation unverändert
und vom Potential verlangen wir, daß es unter Tus auch invariant bleiben möge, also
TusV (~r) != V (~r). Also ist auch Tusψ(~r) eine Eigenfunktion der Schrödingergleichung
zum Eigenwert E.

HTusψ(~r) = ETusψ(~r) = ETusHψ(~r) ⇔ HTus = TusH . (3.1.5)

Jetzt möge der Eigenraum des Schrödinger-Operators zum Eigenwert E von k Eigen-
funktionen ψj(~r) aufgespannt werden, dann ist Tusψi(~r) eine Linearkombination dieser
ψj(~r):

Tusψi(~r) =
k∑
j=1

Dij(us)ψj(~r) . (3.1.6)

Weil die Transformation us orthogonal ist bleibt die Orthonormierungseigenschaft der
ψj(~r) erhalten:

〈Tusψi(~r) | Tusψj(~r)〉 = 〈ψi(us~r) | ψj(us~r)〉 = 〈ψi(~r) | ψj(~r)〉 = δij .

Also sind die k-dimensionalen Matrizen D(us) unitär.
Jetzt soll gezeigt werden, daß diese Dij(us) tatsächlich eine Darstellung der endlichen
Gruppe G liefern.

TusTutψi(~r) = Tusψi(ut~r) = ψi(utus~r) =
k∑
j=1

Dij(utus)ψj(~r) .

TusTutψi(~r) = Tus

k∑
j=1

Dij(ut)ψj(~r) =
k∑
j=1

Dij(ut)
k∑
l=1

Djl(us)ψl(~r)

=
k∑
l=1

(D(ut)D(us))ilψl(~r) ⇒

Dij(utus) = D(ut)D(us) . (3.1.7)

Also kann man jedem Eigenwert und zugehörigen k-dimensionalen Eigenraum der
Schrödingergleichung mit der Symmetrie einer endlichen Gruppe G eine k-dimensionale
Darstellung D dieser Symmetriegruppe zuordnen.
Als nächstes soll gezeigt werden, daß für endliche Gruppen G zu jeder Darstellung eine
isomorphe unitäre Darstellung existiert.

Satz 3.1.2 Für endliche Gruppen G existiert zu jeder Darstellung (ρ, V ) eine isomor-
phe unitäre Darstellung.
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Beweis: Seien ~v(i) = ρ(gi)~v und ~w(i) = ρ(gi)~w mit ~v, ~w ∈ V mit einem k-dimensionalen
Vektorraum V . Wir nehmen an, daß die Darstellung ρ(g) mit g ∈ G nicht unitär ist und
wollen eine Basistransformation so vornehmen, daß ρ(g) in dieser neuen Basis unitär
wird. Zentral bei diesem Beweis ist, daß wir über die Gruppe summieren können. Sei
N die Ordnung von G.

N∑
i=1

〈~v(i) | ~w(i)〉 =
N∑
i=1

〈ρ(gi)~v | ρ(gi)~w〉 = 〈(
N∑
i=1

ρ†(gi)ρ(gi))~v | ~w〉 .

Die lineare Abbildung

(
N∑
i=1

ρ†(gi)ρ(gi))

ist selbstadjungiert und kann mit Hilfe einer unitären Transformation U diagonalisiert
werden:

d ..= U−1(
N∑
i=1

ρ†(gi)ρ(gi))U

= (
N∑
i=1

U−1ρ†(gi)UU−1(ρ(gi)U = .. (
N∑
i=1

ρ̃†(gi)ρ̃(gi) ,

dmm = (
N∑
i=1

k∑
n=1

ρ̃†mn(gi)ρ̃nm(gi)) = (
N∑
i=1

k∑
n=1

|ρ̃nm(gi)|2) > 0 .

Also kann man die Wurzel der selbstadjungierten Matrix d bilden, d.h. d = d1/2d1/2.
Damit ergibt sich

N∑
i=1

〈~v(i) | ~w(i)〉 = 〈(
N∑
i=1

ρ†(gi)ρ(gi))~v | ~w〉 = 〈(Ud1/2d1/2U−1)~v | ~w〉

= 〈(d1/2U−1)~v | d1/2U−1 ~w〉 = .. 〈L~v | L~w〉 .

Jetzt soll gezeigt werden, daß Lρ(gi)L−1 eine unitäre Transformation ist.

〈Lρ(gj)~v | Lρ(gj)~w〉 =
N∑
i=1

〈ρ(gj)~v(i) | ρ(gj)~w(i)〉

=
N∑
i=1

〈ρ(gj)ρ(gi)~v | ρ(gj)ρ(gi)~w〉 =
N∑
i=1

〈ρ(gjgi)~v | ρ(gjgi)~w〉

=
N∑
i=1

〈ρ(gi)~v | ρ(gi)~w〉 =
N∑
i=1

〈~v(i) | ~w(i)〉 = 〈L~v | L~w〉 ⇒
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〈Lρ(gj)L−1L~v | Lρ(gj)L−1L~w〉 = 〈L~v | L~w〉 bzw. mit ~v′ ..= L~v, ~w′ ..= L~w

〈Lρ(gj)L−1~v′ | Lρ(gj)L−1 ~w′〉 = 〈~v′ | ~w′〉 . 2

Mit Hilfe der unitären Darstellungen kann man jetzt jede beliebige endlichdimensionale
Darstellung (ρ, V ) einer endlichen Gruppe vollständig auf ihre irreduziblen Teildarstel-
lungen zurückführen. Man nennt dies die vollständige Reduzierbarkeit der Darstellung.

Satz 3.1.4 (Reduktionssatz) Wenn (ρ,W ) eine Teildarstellung von (ρ, V ) ist, dann
gibt es einen komplementären G-invarianten Unterraum W ′, so daß
(ρ, V ) = (ρ,W ⊕W ′).

Beweis: Sei (ρ,W ) eine Teildarstellung von (ρ, V ). Dann ist W ⊆ V und es existiert
ein Komplement W ′ zu W in V , d.h. V = W ⊕W ′. Jetzt ist zu zeigen, daß (ρ,W ′)
invariant unter G ist. Seien w ∈ W und w′ ∈ W ′, dann folgt:

〈w | w′〉 = 0 und da ρ unitär ist ⇒ 〈ρ(w) | ρ(w′)〉 = 0 . 2

Wegen der G-Invarianz von W ist auch ρ(w) ∈ W und damit ist ρ(w′) ∈ W ′. Damit ist
W ′ auch G-invariant.
Wenn W ′ irreduzibel ist, d.h. keine G-invarianten Unterräume enthält, sind wir fertig,
ansonsten wiederholen wir das Verfahren bis wir V in eine direkte Summe irreduzibler
Unterräume zerlegt haben.

Satz 3.1.6 (Lemma von Schur für endliche Gruppen)

a. Sei G eine endliche Gruppe. Seien ρ1 : G→ V1 und ρ2 : G→ V2 zwei Darstellungen
von G in die komplexen Vektorräume V1 und V2. Sei φ : V1 → V2 ein Homomorphismus,
der von der Nullabbildung verschieden ist, dann ist φ tatsächlich ein Isomorphismus.
b. Sei ρ : G → V eine Darstellung von G in den komplexen Vektorraum V und sei
φ : V → V ein Homomorphismus, der von der Nullabbildung verschieden ist, dann ist
φ = λ · 1⊗(V ) mit λ ∈ C.
Dies kann man wegen der Äquivarianz von φ auch anders ausdrücken: eine Matrix φ, die
nicht die Nullmatrix ist, und die mit allen Matrizen ρ(g) einer irreduziblen komplexen
Darstellung (ρ, V ) kommutiert ist ein komplexes Vielfaches der Einheitsmatrix.

Beweis:

a. Da φ nicht die Nullabbildung ist gibt es zu jedem ~v1 ∈ V1 ein ~v2 = φ(~v1) ∈ V2.
Aufgrund der Äquivarianzbedingung von φ gilt:

ρ2(g)(~v2) = ρ2(g)(φ(~v1)) = φ(ρ1(g)(~v1)) ∈ φ(V1) .

Damit ist φ(V1) ein G-invarinater Unterraum von V2. Da aber V2 irreduzibel ist folgt
φ(V1) = V2. Also ist die Abbildung φ surjektiv.
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Jetzt soll gezeigt werden, daß ker(φ) = 0 ist, d.h. daß φ auch injektiv ist. Sei also
~v1 ∈ ker(φ), dann folgt:

φ(ρ1(g)(~v1)) = ρ2(g)(φ(~v1)) = ρ2(g)(0) = 0 für ∀g ∈ G . 2

Damit ist ker(φ) ein G-invarianter Unterraum von V1. Wegen der Irreduzibilität von
ρ1 kann also ker(φ) nur ∅ oder V1 sein, und die Möglickeit ker(φ) = V1 scheidet aus,
weil φ nicht die Nullabbildung ist. Also folgt ker(φ) = ∅. Damit ist φ : V1 → V2 ein
Isomorphismus.
b. Jetzt werden in der Aussage von a. die Vektorräume V1 und V2 gleichgesetzt, d.h.
φ : V → V ist ein Isomorphismus. Sei λ ∈ C ein Eigenwert von φ. Dann ist die
Abbildung φ − λ1⊗(V ) ein Homomorphismus von V nach V . Die Determinante von
φ − λ1⊗(V ) ist Null und damit kann diese Abbildung kein Isomorphismus sein. Also
muß wegen a. die Abbildung φ− λ1⊗(V ) die Nullabbildung sein, d.h. φ) = λ1⊗(V ).

Mit dem Lemma von Schur kann man nun beweisen, daß alle irreduziblen komplexen
Darstellungen von abelschen Gruppen 1-dimensional sind.

Satz 3.1.8 Jede irreduzible komplexe Darstellung einer abelschen Gruppe ist 1-dimen-
sional.
Für zyklische Gruppen G = CN mit N Elementen gilt, daß alle Elemente von CN
von einem Element a ∈ G erzeugt werden. Dabei gilt aN = a0 = e für a ∈ G und
dem neutralen Element e ∈ G. CN mit der Verknüpfung · ist isomorph zu Z/NZ =
{0, 1, . . . , N − 1} mit der Verknüpfung +.
Jede zyklischen Gruppe ist abelsch, also ist auch jede irreduzible komplexe Darstellung
einer zyklischen Gruppe G = CN mit N Elementen 1-dimensional. Die C von CN sind
gerade die N-ten Wurzeln von 1:

ρ(n) ..= ei2πn/N mit n = 0, . . . N − 1 , (3.1.8)

ρ(n)−1 = ρ(n)∗ . (3.1.9)

Beweis: Sei (ρ, V ) eine irreduzible komplexe Darstellung einer abelschen Gruppe G.
Jetzt gilt:

ρ(g)ρ(h)~v = ρ(gh)~v = ρ(hg)~v = ρ(h)ρ(g)~v für ∀~v ∈ V, ∀g ∈ G .

Also ist ρ(h) eine von der Nullmatrix verschiedene Matrix, die mit allen Matrizen ρ(g)
der irreduziblen Darstellung ρ kommutiert und damit folgt

ρ(h)~v = λ~v .

Damit ist jedes ~v ∈ V ein G-invarianter Unterraum. Die Irredizibilität verlangt aber,
daß G-invariante Unterräume nur ∅ oder V sein können. Weil ρ(h) von der Nullmatrix
verschieden ist muß der G-invariante Unterraum in diesem Fall also V sein. Und die
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Dimension von V kann nicht größer als 1 sein, denn sonst könnte man ja einen G-
invarianten Unterraum größerer Dimension konstruieren.
Jetzt sei G = CN eine zyklische Gruppe mit N Elementen, d.h. aN = a0 = e für
a ∈ G und dem neutralen Element e ∈ G, also CN = {a0, a1, . . . , aN−1}. Weiter seien
g = am, h = an ∈ G, dann folgt:

ρ(g)ρ(h) = ρ(g · h) = ρ(am · an) = ρ(an · am) = ρ(h · g) = ρ(h)ρ(g) .

Damit ist G = CN eine abelsche Gruppe und es gilt die obige Aussage.
Aus aN = a0 = e folgt ρ(aN) = ρ(a)N = ρ(e) = 1 und damit

ρ(a) = ρ(e)1/N = ei2π/N , bzw. ρ(am) = ρ(a)m =ei2πm/N . 2

3.2 Bloch-Theorem

Wir betrachten einen d-dimensionalen Festkörper mit d ∈ {1, 2, 3} und ignorieren Ober-
flächeneffekte, indem wir periodische Randbedingungen (Born-von-Kármán-Modell) ein-
führen, so daß unsere Topologie immer ein d-dim. Torus ist. Wir behandeln hier den Fall
d = 3, die anderen Fälle sind entsprechend. Die Basisvektoren des periodischen Gitters
seien {~a1,~a2,~a3}, die makroskopische Länge sei ~L mit ~Li ..= Ni~ai und die Translations-
Gruppe werde gebildet von G ..= {T~a} mit der Addition als Verknüpfung

T~a ..= Tn1~a1+n2~a2+n3~a3 ..= Tn1~a1 ◦ Tn2~a2 ◦ Tn3~a3 , (3.2.1)

mit ~a ..= n1~a1 + n2~a2 + n3~a3 und ni ∈ {0, . . . , Ni − 1}.

Das von diesen T~a aufgespannte Kristallgitter heißt in der Festkörperphysik Bravais-
Gitter.
Zunächst einmal stellt ein Kristallgitter ja ein komplexes Vielteilchensystem dar, aber
für zahlreiche Anwendungen stellt die Quasiteilchennäherung eine praktikable Nähe-
rung dar. Die Idee dieser Quasiteilchennäherung geht auf L.D. Landau zurück. Hierbei
werden die Vielteilchen-Wechselwirkungseffekte in einer effektiven Masse m∗ der Qua-
siteilchen und einem modifizierten Einteilchen-Potential berücksichtigt. Damit handelt
es sich bei diesen Quasiteilchen also eigentlich um kollektive Anregungen. Gelegent-
lich werden über diese Näherung hinausgehende Vielteilcheneffekte störungstheoretisch
behandelt. Die folgenden Quasiteilchen tauchen in der Festkörpertheorie häufig auf:

• Bosonen: Phononen (Gitterschwingungen), Exzitonen (Quasiteilchen aus 1 Quasi-
elektron und 1 Defektelektron), Magnonen (2 gekoppelte Elektronenspins), Plas-
monen (Ladungsträger-Dichteschwankungen), Polaritonen (gekoppelte Photon-
Boson-Quasiteilchen),

• Fermionen: Quasielektronen, Defektelektronen (Löcher), Polaronen (Polarisation
des Gitters),
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• sonstige: Cooper-Paare (BCS-Theorie der Supraleitung), Anyonen (2-dim. Ober-
flächenanregungen), Skyrmionen (topologisch stabile Wirbel), und viele weitere
:-)

In der Quantentheorie wird eine sich ausbreitende ebene Welle in komplexer Formulie-
rung beschrieben als

A(~r, t) = A0e
i(~k~r−ωt) mit |~k| = 2π

λ
, ω = 2π

T
, (3.2.2)

wobei für den Impuls des Quasiteilchens ~p gilt ~p = ~~k. Das Bloch-Theorem der Fest-
körperphysik besagt nun, daß die Lösungen der stationären Einteilchen-Schrödinger-
gleichung in einem gitterperiodischen Potential die Form einer ebenen Welle haben, die
von einer gitterperiodischen Funktion moduliert wird. Diese Energie-Eigenfunktionen
heißen Bloch-Funktionen.

Satz 3.2.1 Sei ψ(~r) eine Lösung der Schrödinger-Gleichung

[− ~2

2m∆~r + V (~r)]ψ(~r) = Eψ(~r) (3.2.3)

mit einem gitterperiodischem Potential

V (~r + ~a) ..= V (~r + n1~a1 + n2~a2 + n3~a3) != V (~r) , (3.2.4)

dann folgt

ψ(~r) = ei
~k~ru(~r) mit u(~r + ~a) = u(~r) (3.2.5)

und mit einem Wellenvektor ~k aus dem reziproken Gitter, auch Brillouin-Gitter ge-
nannt, dem Fourierraum des Kristallgitters.
Die periodische Randbedingungen T~0 = T~L führen dazu, daß jeder erlaubte ~k-Wert das
folgende Volumen im reziproken Gitter einnimmt:

(2π)d
V (d) , mit V (1) = L1, V

(2) = L1L2, V
(3) = L1L2L3 . (3.2.6)

und damit können dann Summen über das reziproke Gitter in Integrale umgewandelt
und ausgeführt werden: ∑

~k

→ V (d)

(2π)d

∫
ddk . (3.2.7)

Beweis: Die Translationen T~a1 , T~a2 , T~a3 kommutieren miteinander und ebenso auch die
Translationen e = T0, T~ai , T2~ai , . . . , T(Ni−1)~ai für jedes feste i ∈ {1, 2, 3}. Also ist die
Gruppe abelsch und wegen der Randbedingungen T~0 = T~L auch zyklisch vom Typ
G = CN1CN2CN3 . Die irreduziblen komplexen Darstellungen von CN1 sind die N1-ten
Wurzeln von 1:

ρ(T~a1) = ei2πm1/N1 bzw. ρ(Tn1a1) = ei2πn1m1/N1
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und damit

ρ(T~a) = ei2π(n1m1/N1+n2m2/N2+n3m3/N3) .

Dieser Ausdruck kommt im Zusammenhang mit der Beschreibung von Wellenvorgängen
in der Festkörperphysik häufig vor. Wellenvorgänge beschreibt man in der Physik ja
zumeist mit Hilfe der Fouriertransformation und so führen wir jetzt den Wellenvektor
~k ein. Das reziproke Gitter, auch Brillouin-Gitter genannt, ist der Fourierraum des
Kristallgitters und wird aufgespannt durch die drei Basisvektoren {~b1,~b2,~b3}, die in der
Festkörperphysik folgendermaßen definiert werden:

~b1 ..= 2π ~a2 × ~a3

〈~a1 | ~a2 × ~a3〉
= 2π ~a2 × ~a3

V (~a1,~a2,~a3) ,

~b2 ..= 2π ~a3 × ~a1

〈~a1 | ~a2 × ~a3〉
= 2π ~a3 × ~a1

V (~a1,~a2,~a3) , (3.2.8)

~b3 ..= 2π ~a1 × ~a2

〈~a1 | ~a2 × ~a3〉
= 2π ~a1 × ~a2

V (~a1,~a2,~a3) .

Damit ergibt sich

〈~ai | ~bj〉 = 2πδij . (3.2.9)

~k ..= m1

N1
~b1 + m2

N2
~b2 + m3

N3
~b3 , (3.2.10)

ρ(T~a) = ei2π(n1m1/N1+n2m2/N2+n3m3/N3) = ei〈
~k|~a〉 . (3.2.11)

Für die Wellenfunktion ψ(~r) folgt:

ρ(T~a)ψ(~r) = ei〈
~k|~a〉ψ(~r) = ψ(~r + ~a) . (3.2.12)

Jetzt sei

u(~r) ..= e−i〈
~k|~r〉ψ(~r) ⇒

u(~r + ~a) = e−i〈
~k|~r+~a〉ψ(~r + ~a) = e−i〈

~k|~r〉e−i〈
~k|~a〉ei〈

~k|~a〉ψ(~r) = u(~r) ,

also ist

ψ(~r) = ei〈
~k|~r〉u(~r) mit u(~r + ~a) = u(~r) .
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Zum Schluß soll noch das Volumen eines erlaubten ~k-Wertes im reziproken Raum
berechnet werden. Wegen der periodischen Randbedingungen T~0 = T~L muß gelten
ψ(~r) = ψ(~r + ~L)

ρ(T~L)ψ(~r) = ei〈
~k|~L〉ψ(~r) = ψ(~r) ,

daraus folgt, daß in L1 eine ganze Anzahl von Wellenlängen λ1 enthalten sein muß, d.h.
k1 = 2π

L1
m1, und das Gleiche für k2 = 2π

L2
m2 und k3 = 2π

L3
m3. Damit ist das Volumen

eines ~k-Zustands im reziproken Raum

(2π)d
V (d) mit V (1) = L1, V

(2) = L1L2, V
(3) = L1L2L3 . 2

Korollar 3.2.3 Zwei Darstellungen der Translationsgruppe mit den Wellenvektoren ~k
und ~k′ heißen äquivalent, wenn sie sich nur um einen Vektor des reziproken Gitters
unterscheiden, d.h.

~k ' ~k′ ⇔ ~k = ~k′ +~b = ~k′ + (p1~b1 + p2~b2 + p3~b3) mit p1, p2, p3 ∈ Z ,

denn

ei〈
~k|~a〉 = ei〈

~k′+~b|~a〉 = ei〈
~k′|~a〉ei〈

~b|~a〉 = ei〈
~k′|~a〉 .

Jenen Bereich des reziproken Gitters um den Punkt ~0 herum, der keine äquivalenten
~k-Vektoren enthält nennt man reduzierte Brillouin-Zone, oder kurz BZ. Integrationen
über die irrediziblen Darstellungen der Translationsgruppe, also Integrationen über d3k,
können also auf die reduzierte Brillouin-Zone beschränkt werden.

3.3 Bravais-Gitter

An dieser Stelle bietet es sich an einen ganz kleinen Ausflug in die Welt der mögli-
chen Kristallstrukturen zu machen. Wir fragen danach, welche Punktsymmetrien sind
eigentlich mit der 3-dimensionalen Gitter-Translationssymmetrie verträglich?
In einem 3-dimensionalen Koordinatensystem mit den Achsen x, y, z beschreiben wir
eine Drehung um die z-Achse durch die folgende Matrix:

D(ϕ) ..=

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 ,

und eine Drehspiegelung an der z-Achse durch:

D(ϕ) ..=

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 −1

 .
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Eine solche Drehung um einen kontinuierlichen Drehwinkel ist ein Element einer Lie-
gruppe, und keiner endlichen Gruppe. Aber sind tatsächlich beliebige Drehwinkel mit
dem periodischen Kristallgitter kompatibel?
Wir verwenden wiederum die Basisvektoren {~a1,~a2,~a3}. Bezüglich dieser Basis haben
alle Gitterpunkte ganzzahlige Koordinaten. Es sind somit nur solche Drehungen mit
dem Bravaisgitter vereinbar, welche die Gitterpunkte in sich selbst überführen. Ein
gebräuchliches Hilfsmittel in der Darstellungstheorie von Gruppen sind die sog. Cha-
raktere χ(g).

Definition 3.3.1 Seien G eine Gruppe mit den Elementen g ∈ G und D(g) eine k-
dimensionale Darstellungs-Matrix von g ∈ G. Dann heißen die Spuren von D(g) die
Charaktere der Darstellung:

χ(g) ..= tr(D) =
∑
i

Dii(g) .

Die Charaktere der obigen Drehmatrizen sind also

χ(ϕ) = 2 cosϕ± 1 .

Es folgt: (2 cosϕ± 1) ∈ Z ⇒ 2 cosϕ ∈ Z ⇒ cosϕ ∈ {0,±1
2 ,±1}.

ϕ 0 π
3

π
2

2π
3 π 4π

3
3π
2

5π
3 2π

cosϕ 1 1
2 0 −1

2 −1 −1
2 0 1

2 1
.

Also sind außer der Inversion die folgenden Punktgruppen mit dem Kristallgitter ver-
träglich:

C2 : ϕ ∈ {0, π} ,

C3 : ϕ ∈ {0, 2π
3 ,

4π
3 } ,

C4 : ϕ ∈ {0, π2 , π,
3π
2 } ,

C6 : ϕ ∈ {0, π3 ,
2π
3 , π,

4π
3 ,

5π
3 } .

Der deutsche Mathematiker Schoenflies (1853-1928) hat eine bis heute verwendete No-
menklatur der 14 Gittersysteme (Bravais-Gitter) geschaffen. Hierbei hat er die folgenden
Symbole verwendet:

• Cn für die Gruppe der n-zähligen Drehungen um die Winkel 2π
n
k,

mit k ∈ {0, . . . , n− 1},
• i für der Inversion,
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• σh für die eine Spiegelung senkrecht zu einer Drehachse (d.h. horizontal zur Dreh-
achse),

• σv für Spiegelungen an den n Ebenen, welche die Drehachse von Cn enthalten und
untereinander einen Winkel 2π

n
k, mit k ∈ {0, . . . , n− 1}, aufweisen (d.h. vertikal

zur Drehachse),
• Cnh = Cn × σh,
• Cnv = Cn × σv,
• Dnh = Cn × σh × σv,
• Oh = O × i mit der Oktaedergruppe O, welche enthält:
E = der Einheit,
3 Elemente C2 = 3 Drehungen um π durch die Flächenmittelpunkte gegenüber-
liegender Flächen,
3 Elemente C4 = zusätzlich zu C2 noch 3*2 Drehungen um ±π

2 durch die Flä-
chenmittelpunkte gegenüberliegender Flächen,
6 Elemente C2 = 6 Drehungen um π um Achsen durch die Mittelpunkte gegen-
überliegender Seiten,
8 Elemente C3 = 8 Drehungen um 2π

3 um Achsen durch gegenüberliegende Ecken.
Damit sind die Anzahl der Element von O = 24 und von Oh= 48.

Lemma 3.3.2 Wenn eine Gruppe G die Drehgruppe Cn mit n > 2 enthält, dann enthält
G auch Cnv = Cn × σv, denn es gilt:

C1
n = σvC

−1
n σv .

Beweis: Der Punkt 0 sei ein Symmetriepunkt von Cn und E sei eine Spiegelebene von
Cnv durch die Linie 0 − π . Weiter sei σv die Spiegelung an E und k ∈ 0 . . . (n − 1).
Jetzt wollen wir den Punkt kπ

n
an E spiegeln.

0 = 2π

π/32π/3

π

C
3v

E

Abbildung 3.1: C3v als Beispiel für Cnv mit n > 2 .

σv(
kπ

n
) = (2π − kπ

n
) ,
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C1
n(kπ
n

) = (k + 1)π
n

,

σvC
−1
n σv(

kπ

n
) = σvC

−1
n (2π − kπ

n
) = σvC

−1
n (2n− k

n
π)

= σv(
2n− k − 1

n
π) = σv(2π −

k + 1
n

π)

= k + 1
n

π = C1
n(kπ
n

) .

Man sieht auch sofort, warum n > 2 sein muß, denn im Falle von n = 2 liegen beide
Symmetriepunkte von C2 auf der Spielebene E und es damit ist sowohl σv(k2π) = k

2π,
als auch C1

2 = C−1
2 . 2

In der Schönflies-Nomenklatur gibt es diese 7 Gittersysteme:
Die folgenden Bilder stammen aus Wikipedia-Crystal_System (2020):

triklin monoklin C2h = rhombisch D2h = tetragonal D4h =
C1 × σh C2 × σh C2 × σh × σv C4 × σh × σv
DrBob Daniel Mayer Daniel Mayer Daniel Mayer

CC BY-SA 3.0 CC BY-SA 3.0 CC BY-SA 3.0 CC BY-SA 3.0

rhomboedrisch D3h = hexagonal D6h = kubisch Oh =
C3 × σh × σv C6 × σh × σv O × i
Daniel Mayer Bor75 Daniel Mayer
CC BY-SA 3.0 CC BY-SA 3.0 CC BY-SA 3.0

Nimmt man hier noch die folgenden zentrierte Varianten hinzu
• monoklin: eine Basis-zentrierte Variante,

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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• rhombisch: eine Basis-zentrierte, eine Raum-zentrierte (bcc), eine Flächen-zentrierte
(fcc) Variante,

• tetragonal: eine Raum-zentrierte (bcc) Variante,
• kubisch: eine Raum-zentrierte (bcc), eine Flächen-zentrierte (fcc) Variante,

so hat man alle 14 möglichen Bravais-Gitter klassifiziert (A. Bravais, 1848).





4 Anwendung der Morse Theorie auf die Van
Hove Sigularitäten in der Festkörperphysik

4.1 Zustandsdichten in der Festkörperphysik

Die Zustandsdichte D(E) in der Festkörperphysik gibt an, wie viele Zustände des Sy-
stems sich im Intervall [E,E + dE] pro Volumen befinden. Die Zustandsdichte ist in
der Festkörperphysik deshalb so bedeutsam, weil für viele dynamische Prozesse in der
ersten Ordnung der Störungstheorie ein Integral über ein Übergangsmatrixelement mal
der Zustandsdichte auftritt. Und wenn man nun in 0-ter Näherung das Übergangsma-
trixelement als konstant ansieht, dann ist der entsprechende Prozeß proportional zur
Zustandsdichte.
Manchmal wird die Zustandsdichte auch als Funktion des Wellenvektors pro Volumen
betrachtet, d.h. D(~k). Wenn eine analytische und umkehrbare Dispersionsrelation E =
E(~k) vorliegt kann man von D(~k) zu D(E) übergehen.
Zunächst die eher physikalische Definition der Zustandsdichte, siehe z.B. Kittel (1969),
S. 219.

Definition 4.1.1 (1) Wegen 3.2.6 ist für freie Quasi-Teilchen in einem d-dimensionalen
Volumen V (d) das Volumen eines Zustands im reziproken Raum (2π)d

V (d) und damit ist D(~k)
konstant:

D(~k) = 1
V (d)

V (d)

(2π)d · s = 1
(2π)d · s .

Hierbei bezeichnet s die möglichen Spinzustände gleicher Energie, also z.B. 2 bei Elek-
tronen.
Für die Anzahl der Zustände im Intervall [E,E + dE] folgt dann

D(E)dE =
E+dE∫
E

D(~k)d3k = s

(2π)d

E+dE∫
E

d3k .

Nun kann man für E = E(~k) schreiben: dE = (∇~kE)dk⊥ und d3k = dS(E) · dk⊥, wenn
S(E) die Äqui-Energieschale zur Energie E im ~k-Raum bezeichne. Damit ergibt sich

D(E) = s

(2π)d

E+dE∫
E

1
(∇~kE)dS(E) .
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In der Quantentheorie gilt E = ~ω und ~vg ..= ∇~kω ist die Gruppengeschwindigkeit
einer Welle mit der Frequenz ω. Man sieht also unmitelbar, daß bei (∇~kE) = (∇~k~ω) =
~~vg = 0 eine Singularität auftritt.

Und jetzt die eher mathematische Definition der Zustandsdichte als Integral über eine
Distribution.

Definition 4.1.2 (2) Sei ein d-dim. makroskopischer Festkörper gegeben mit den Ba-
sisvektoren des periodischen Gitters {~a1, . . . ,~ad}, mit den makroskopischen Längen ~L

mit ~Li ..= Ni~ai und mit den periodischen Randbedingungen ψ(~0) = ψ(~L), dann wird die
Zustandsdichte D(E) folgendermaßen definiert:

D(E) = 1
V (d) · s ·

N1·...·Nd∑
i=1

δ(E − E(~ki)) .

Hierbei bezeichnet s die möglichen Spinzustände gleicher Energie, also z.B. 2 bei Elek-
tronen.

Da der Festkörper makroskopische Abmessungen hat, d.h. da die Abmessungen L1, . . . , Ld
und damit die Anzahl der Gitterplätze N1 · . . . · Nd sehr groß sind, kann man von
der Summation zu einer Integration übergehen. Hierzu erweitert man die Summe um
(∆k)d = (2π)d

V (d) und erhält

D(E) = 1
V (d) ·

V (d)

(2π)d

∫
V (d)

ddk δ(E − E(~ki)) =
∫
V (d)

ddk

(2π)d δ(E − E(~ki)) .

Wenn E(~k) in analytischer Form vorliegt stützt sich die Auswertung dieses Integrals
auf die folgende bekannte Formel der Integration über eine Delta-Distribution (siehe
z.B. Wikipedia-Delta-Distribution (2020)). Seien f(x), g(x) ∈ C∞(R) und habe g(x)
nur endlich viele und nur einfache Nullstellen g(xi) = 0, i ∈ 1, . . . , n, dann gilt:∫

f(x)δ(g(x))dx =
n∑
i=1

f(xi)
1

|g′(xi)|
.

Wenn E(~k) in numerischer Form vorliegt, wie etwa bei Bandstrukturrechnungen, dann
wird D(E) numerisch ermittelt.

Die Zustandsdichte D(E) für ein freies Elektronengas in parabolischer Näherung be-
rechnet sich aus der Dispersionsrelation

E(~k) = E0 + ~2~k2

2m mit der effektiven Elektronenmassem .
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Da wir im nächsten Abschnitt zur Beschreibung der Van Hove Singularitäten für die
Dimensionen d = 1, 2, 3 in der Umgebung von E0 auch von einer parabolischen Nähe-
rung ausgehen, können wir die dortigen Resultate von D(E) für ein Minimum von E(~k)
bei E0 übernehmen. Wir werden dort das Folgende beweisen:

1− dim., E > E0 : D(E) = D0(E) + A1(E − E0)−1/2 ,

2− dim., E > E0 : D(E) = D0(E) +B1 , mit B1 = const. ,

3− dim., E > E0 : D(E) = D0(E) + A2
√
E − E0 .
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4.2 Léon Van Hove (1924 – 1990)

Abbildung 4.1: L. Van Hove
CERN (1976), CC BY-SA 4.0.
[https://de.wikipedia.org/wiki/

Léon_Van_Hove]

Léon Van Hove wurde im Jahr 1924 in Brüssel
geboren. Er studierte Mathematik und Phy-
sik an der Université Libre de Bruxelles und
promovierte 1946 dort in Mathematik bei dem
theoretischen Physiker Théophile de Donder.
Von 1949-1954 forschte er am ’Princeton In-
stitute for Advanced Study’ in Princeton, New
Jersey. Danach arbeitete er Brookhaven Natio-
nal Laboratory in Upton, Long Island und als
Direktor des Instituts für Theoretische Physik
an der Universität von Utrecht in den Nieder-
landen. Im Jahr 1959 folgte er einer Einladung
zur Leitung der Theorie-Abteilung des CERN
in Genf und 1975 wurde er schließlich zum
General-Direktor des CERN berufen. Wäh-
rend seiner Zeit als Direktor des CERN mach-
te er den Vorschlag für das LEP-Projekt. Van
Hove war Mitglied zahlreicher wissenschaftli-
cher Akademien und erhielt 1974 für seine viel-

fältigen Verdienste die Max-Planck-Medaille.

Zu seinen Doktoranden gehörte u.a. Martinus Veltman.

Seine wissenschaftlichen Beiträge reichten von der Festkörper-Physik über die Nuklear-
Physik und Elementarteilchen-Physik bis hin zur Kosmologie.

[Quellen: en.wikipedia: Léon_Van_Hove
und de.wikipedia: Léon_Van_Hove]

4.3 Struktur der Van Hove Singularitäten in der
Festkörperphysik

Der belgische Physiker Léon Van Hove hat Singularitäten in der Zustandsdichte von
Phononen erstmals im Jahr 1953 beschrieben.

Nach einer allgemeinen Diskussion von Betti-Zahlen und Morse-Ungleichungen bei ei-
nem n-dimensionalen Torus wenden wir die Ergebnisse auf Übergänge von Elektronen
in einem 2-Bänder-Modell eines Festkörperkristalls an, genauer gesagt auf direkte opti-
sche Übergänge von einem Valenzband Ev in ein Leitungsband Ec, also Ev(~k)→ Ec(~k)
mit E ..= ~ω = Ec(~k)− Ev(~k).

Dabei folgen wir, mit gewissen Modifikationen, der klassischen Darstellung von Bassani
u. Pattavicini (1975), Kap. 5, insb. S. 155-160.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://en.wikipedia.org/wiki/L%C3%A9on_Van_Hove%20
https://de.wikipedia.org/wiki/L%C3%A9on_Van_Hove
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Zuerst benötigen wir also die Betti-Zahlen für einen Torus T n = (S1)n ..= S1× . . .×S1.
Diese kann man mit Hilfe der Künneth-Formel gewinnen.

Satz 4.3.1 (Künneth-Formel) Wir betrachten nur den einfachsten Fall der Künneth-
Formel, in welcher der Koeffizienten-Ring der Homologie ein Feld ist, z.B. Z. In diesem
Fall ist der Koeffizientenring eine freie abelsche Gruppe, verhält sich also bzgl. einer Ba-
sis wie ein Vektorraum, und deswegen ist die Torsionsuntergruppe {0}. In diesem Fall
gilt:

Hr(X × Y ) =
⊕
r=p+q

Hp(X)⊗Hq(Y ) ,

und es gilt mit dem Poincaré-Polynom PX(t):

PX(t) ..= b0(X) + b1(X)t+ b2(X)t2 + . . .

PX×Y (t) = PX(t) · PY (t) ⇔ br(X × Y ) =
⊕
r=p+q

bp(X) · bq(Y ) ,

womit folgt für T n = (S1)n ..= S1 × . . .× S1:

br(T n) = br((S1)n) =
(
n

r

)
.

Beweis: Ein allgemeiner Beweis der Künneth-Formel findet sich z.B. in Stöcker u.
Zieschang (1994), S. 313 ff. Die Betti-Koeffizienten des Torus finden sich z.B. in Naik
(2011), sollen hier aber direkt per vollständiger Induktion bewiesen werden.
Zunächst soll die vollständige Induktion von br(T n) =

(
n
r

)
bezüglich n gezeigt werden.

Der Induktionsanfang mit T 1 = S1 ist einfach b0(S1) = b1(S1) =
(1

1

)
= 1. Jetzt sei die

Aussage für n richtig, dann folgt für n+ 1:

br(T n+1) = b0(S1)br(T n) + b1(S1)br−1(T n)

=
(
n

r

)
+
(

n

r − 1

)

= n!
r!(n− r)! + n!

(r − 1)!(n− r + 1)!

= n!(n− r + 1)
r!(n− r + 1)! + n!r

(r)!(n− r + 1)!

= (n+ 1)!
r!(n− r + 1)! =

(
n+ 1
r

)
.

Die vollständige Induktion von br(T n) =
(
n
r

)
bezüglich r ist etwas aufwendiger und

verlangt neben der üblichen Binomialaddition (Pascals Dreieck) noch eine seltener ge-
brauchte binomische Formel, der sog. Hockeystock Identität (Wikipedia-Hockey-stick
(2020)).
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Die Formel der Binomialaddition (Pascals Dreieck) lautet (für unseren Fall):(
n+ 1
r + 1

)
+
(
n+ 1
r

)
= (n+ 1)!

(r + 1)!(n− r)! + (n+ 1)!
r!(n+ 1− r)!

= (n+ 1)!(n+ 1− r + r + 1)
(r + 1)!(n+ 2− (r + 1))! =

(
n+ 2
r + 1

)
.

Die Hockeystock Identität besagt:
n∑
i=k

(
i

r

)
=
(
n+ 1
r + 1

)
.

Und auch diese Identität wird wieder induktiv bewiesen. Für den Induktionsanfang gilt:
r∑
i=r

(
i

r

)
=
(
r

r

)
= 1 =

(
r + 1
r + 1

)
.

Für den Induktionsschritt von n nach n+ 1 folgt mit der üblichen Binomialaddition:

n+1∑
i=r

(
i

r

)
=

n∑
i=r

(
i

r

)
+
(
n+ 1
r

)
=
(
n+ 1
r + 1

)
+
(
n+ 1
r

)
=
(
n+ 2
r + 1

)
.

Nach dieser Vorbetrachtung kann die vollständige Induktion von br(T n) =
(
n
r

)
bezüglich

r bewiesen werden.

br+1(T n) = b0(S1)br+1(T n−1) + b1(S1)br(T n−1)

= br+1(T n−2) + br(T n−2) + br(T n−1)

= br+1(T 1) +
n−1∑
i=1

br(T i) = 0 +
n−1∑
i=1

(
i

k

)

=
n−1∑
i=k

(
i

k

)
=
(

n

r + 1

)
. 2

b0 b1 b2 b3 b4 b5 · · ·
T 1 1 1 0 · · · · · · · · ·
T 2 1 2 1 0 · · · · · ·
T 3 1 3 3 1 0 · · ·
T 4 1 4 6 4 1 0
...
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Unser Modell eines 2-dim. Festkörpers-Kristalls mit periodischen Randbedingungen ist
der 2-Torus T 2, den wir am Anfang des Kapitels zur Morse-Theorie untersucht hatten.
Die zwei Sattelpunkte haben beide die Signatur (+ -).
Die schwache Morse-Ungleichung 22.4.10 sagt uns nun für die Anzahl Cλ(f) der nich-
tentarteten kritischen Punkte mit dem Index λ einer Morse-Funktion f :

Cλ(f) ≥ bλ(M) .

Daraus folgt nun für 1-, 2- und 3-dimensionale Festkörper-Kristalle mit periodischen
Randbedingungen:
1-dim.: unser Modell eines 1-dim. Festkörper-Kristalls mit periodischen Randbedingun-
gen ist der 1-Torus T 1.

C0 ≥ 1, C1 ≥ 1 ,

d.h. ein einzelnes analytisches Energieband eines 1-dim. Festkörper-Kristalls mit nur
nichtentarteten kritischen Punkten hat also mindestens:

• einen Punkt mit λ = 0, d.h. ein Minimum mit der Signatur (+),
• einen Punkt mit λ = 1, d.h. ein Maximum mit der Signatur (-),

2-dim.: unser Modell eines 2-dim. Festkörper-Kristalls mit periodischen Randbedingun-
gen ist der 2-Torus T 2.

C0 ≥ 1, C1 ≥ 2, C2 ≥ 1 ,

d.h. ein einzelnes analytisches Energieband eines 2-dim. Festkörper-Kristalls mit nur
nichtentarteten kritischen Punkten hat also mindestens:

• einen Punkt mit λ = 0, d.h. ein Minimum mit der Signatur (+ + ),
• zwei Punkte mit λ = 1, d.h. Sattelpunkte mit der Signatur (+ -),
• einen Punkt mit λ = 2, d.h. ein Maximum mit der Signatur (- -).

3-dim.: unser Modell eines 3-dim. Festkörper-Kristalls mit periodischen Randbedingun-
gen ist der 3-Torus T 3. Dieses Beispiel ist völlig analog zum 2-Torus T 2, nur daß T 3

nicht mehr in R3 eingebettet werden kann.

Cλ(f) ≥ bλ(M) , also

C0 ≥ 1, C1 ≥ 3, C2 ≥ 3, C3 ≥ 1 ,

d.h. ein einzelnes analytisches Energieband eines 3-dim. Festkörper-Kristalls mit nur
nichtentarteten kritischen Punkten hat also mindestens:

• einen Punkt mit λ = 0, d.h. ein Minimum mit der Signatur (+ + +),
• drei Punkte mit λ = 1, d.h. Sattelpunkte mit der Signatur (+ + -),
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• drei Punkte mit λ = 2, d.h. Sattelpunkte mit der Signatur (+ - -),
• einen Punkt mit λ = 3, d.h. ein Maximum mit der Signatur (- - -).

Jetzt betrachten wir Übergänge von Elektronen in einem 2-Bänder-Modell eines Fest-
körperkristalls, genauer gesagt direkte optische Übergänge von einem Valenzband Ev
in ein Leitungsband Ec, also Ev(~k)→ Ec(~k) mit E ..= ~ω = Ec(~k)− Ev(~k).
Wesentlich ist jetzt die Dimension n des Festkörpers. Bekannte Beispiele sind hier die
1-dimensionalen Kohlenstoff-Nanotubes, die 2-dim. Graphit-Schichten und Quanten-
Hall-Effekt MOSFET-Elemente, und das 3-dim. Elektronengas in 3-dim. Festkörpern.
In allen Fällen setzen wir periodische Randbedingungen (Born-von-Kármán-Modell)
voraus, so daß unsere Topologie immer ein n-dim. Torus ist.
Sei E0 ein kritischer Punkt des Übergangs Ec(~k)−Ev(~k), dann kann man um E0 herum
entwickeln - hier der 3-dim. Fall:

Ec(~k)− Ev(~k) = E0 + (εx
~2k2

x

2mx

+ εy
~2k2

y

2my

+ εz
~2k2

z

2mz

) .

Hierbei sind die mx,my,mz effektive Elektronmassen und die Faktoren εx, εy, εz ∈
{−1,+1} zeigen an, ob Minima vorliegen (+1,+1,+1), Maxima (−1,−1,−1) oder Sat-
telpunkte bei gemischten Vorzeichen. Damit ergeben sich die folgenden Resultate.
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Satz 4.3.3

krit. Punkt 1-dim. - Zustandsdichte D(E) schemat.
Bild

Min.
(+)

E < E0 : D(E) = D0(E) ,
E = E0 : D(E) =∞ ,
E > E0 : D(E) = D0(E) + A1(E − E0)−1/2 .

D(E)

E
0

E

Max.
(-)

E < E0 : D(E) = D0(E) + A1(E0 − E)−1/2 ,
E = E0 : D(E) =∞ ,
E > E0 : D(E) = D0(E) .

D(E)

E
0

E

krit. Punkt 2-dim. - Zustandsdichte D(E) schemat.
Bild

Min.
(+,+)

E < E0 : D(E) = D0(E) ,
E ≥ E0 : D(E) = D0(E) +B1 ,

D(E)

E
0

E

Sattelpunkt
(+,-)

E < E0 : D(E) = D0(E) +C1−C2 ln(E0−E) ,
E = E0 : D(E) =∞ ,
E > E0 : D(E) = D0(E) +C3−C2 ln(E −E0) .

D(E)

E
0

E

Max.
(-,-)

E ≤ E0 : D(E) = D0(E) +B1 .
E > E0 : D(E) = D0(E) .

D(E)

E
0

E



44 4 Anwendung der Morse Theorie auf die Van Hove Sigularitäten in der
Festkörperphysik

krit. Punkt 3-dim. - Zustandsdichte D(E) schemat.
Bild

Min.
(+,+,+)

E < E0 : D(E) = D0(E) ,
E ≥ E0 : D(E) = D0(E) + A2

√
E − E0 .

D(E)

E
0

E

Sattelpunkt
(+,+,-)

E ≤ E0 : D(E) = D0(E)− A2
√
E0 − E ,

E > E0 : D(E) = D0(E) .

D(E)

E
0

E

Sattelpunkt
(+,-,-)

E < E0 : D(E) = D0(E) ,
E ≥ E0 : D(E) = D0(E)− A2

√
E − E0 .

D(E)

E
0

E

Max.
(-,-,-)

E ≤ E0 : D(E) = D0(E) + A2
√
E0 − E ,

E > E0 : D(E) = D0(E) .

D(E)

E
0

E

Beweis: Der Beweis stützt sich auf die folgende bekannte Formel der Integration
über eine Delta-Distribution (siehe z.B. Wikipedia-Delta-Distribution (2020)). Seien
f(x), g(x) ∈ C∞(R) und habe g(x) nur endlich viele und nur einfache Nullstellen
g(xi) = 0, i ∈ 1, . . . , n, dann gilt:∫

f(x)δ(g(x))dx =
n∑
i=1

f(xi)
1

|g′(xi)|
.

1-dim.: —————————————————————————————

D(E) = D0(E) + 2
∫
BZ

dkz
2π δ(E0 + εz

~2k2
z

2mz

− E)

= D0(E) + 2
(2π)

√
2mz

~

Qz∫
0

dqzδ(E0 + εzq
2
z − E)

= D0(E) + 2
(2π)

√
2mz

~
1

2|q0|
mit q0 ..=

√
εz(E − E0) ⇒
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Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.

a. εz = +1. Dies ist ein Minimum.

a.1. E = E0:

D(E) = D0(E) +∞ =∞ .

a.2. E < E0:

Qz∫
0

dqzδ(E0 + q2
z − E) = 0 ⇒ D(E) = D0(E) .

a.3. E > E0:

D(E) = D0(E) + 1
(2π)

√
2mz

~
1√

E − E0
.

b. εz = −1. Dies ist ein Maximum.

b.1. E = E0:

D(E) = D0(E) +∞ =∞ .

b.2. E < E0:

D(E) = D0(E) + 1
(2π)

√
2mz

~
1√

E0 − E
.

b.3. E > E0:

Qz∫
0

dqzδ(E0 − q2
z − E) = 0 ⇒ D(E) = D0(E) .

2-dim.: —————————————————————————————

D(E) = D0(E) + 2
∫
BZ

d2k

(2π)2 δ(E0 + εx
~2k2

x

2mx

+ εy
~2k2

y

2my

− E)

= D0(E) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

∫
BZ

dqxdqyδ(E0 + εxq
2
x + εyq

2
y − E) .

Wir nehmen wieder eine Fallunterscheidung vor.
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a. εx = +1, εy = +1: Dies ist ein Minimum. Wir gehen zur Integration zu sphärische
Koordinaten qϕ, qr über.

D(E) = D0(E) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

∫
BZ

dqxdqyδ(E0 + q2
x + q2

y − E)

= D0(E) + 4π
√4mxmy

(2π)2~2

Qr∫
0

dq qδ(E0 + q2 − E) .

a.1. E = E0:
Qr∫
0

dq qδ(q2) = lim
q→0

q
1

2|q| = 1
2 ⇒ D(E) = D0(E) +

√4mxmy

(2π)~2 .

a.2. E < E0:
Qr∫
0

dq qδ(E0 + q2 − E) = 0 ⇒ D(E) = D0(E) .

a.3. E > E0:
Qr∫
0

dq qδ(E0 + q2 − E) = q0
1

2|q0|
= 1

2 mit q0 ..=
√
E − E0 ⇒

D(E) = D0(E) +
√4mxmy

(2π)~2 .

b. εx = −1, εy = −1: Dies ist ein Maximum. Wir gehen zur Integration wieder zu
sphärische Koordinaten qϕ, qr über.

D(E) = D0(E) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

∫
BZ

dqxdqyδ(E0 − q2
x − q2

y − E)

= D0(E) + 4π
√4mxmy

(2π)2~2

Qr∫
0

dq qδ(E0 − q2 − E) .

Wegen δ(x) = δ(−x) ergibt sich

D(E) = D0(E) + 4π
√4mxmy

(2π)2~2

Qr∫
0

dq qδ(E + q2 − E0) ,
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und damit folgt das spiegelbildliche Ergebnis wie oben im Fall εx = +1, εy = +1 .
b.1. E = E0:

D(E) = D0(E) + 2π
√4mxmy

(2π)2~2 .

b.2. E < E0:

D(E) = D0(E) + 2π
√4mxmy

(2π)2~2 .

b.3. E > E0:

D(E) = D0(E) .

c. εx = +1, εy = −1: Dies ist ein Sattelpunkt.
Sei nun E ≤ E0:

D(E) = D0(E) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

∫
BZ

dqxdqyδ(E0 + q2
x − q2

y − E)

= D0(E) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

Qx∫
0

dqx
1

2|qy0|
mit qy0 ..=

√
E0 − E + q2

x .

c.1. Damit folgt für E = E0:

D(E) = D0(E0) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

Qx∫
0

dqx
1

2|qx|

= D0(E0) + 2
√4mxmy

(2π)2~2 ·
1
2(ln(Qx)− ln(0)) =∞ .

c.2. Und für E < E0 ergibt sich:

D(E) = D0(E0) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

Qx∫
0

dqx
1

2
√
q2
x + E0 − E

.

Mit Bronstein u. Semendjajew (1971), S. 309, Nr. 192 und der makroskopischen Ab-
messung Q2

x � (E0 − E) ergibt sich:

D(E) = D0(E0) + 2
√4mxmy

(2π)2~2 ln(qx +
√
q2
x + E0 − E)|Qx0
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' D0(E0) + 2
√4mxmy

(2π)2~2 [ln(2Qx)− ln(
√
E0 − E)]

= D0,1(E0)− 2
√4mxmy

(2π)2~2 ln(
√
E0 − E)

= D0,1(E0)−
√4mxmy

(2π)2~2 ln(E0 − E) .

c.3. Für E > E0 integrieren wir über dqy statt über dqx und es ergibt sich analog:

D(E) = D0(E0) + 2
√4mxmy

(2π)2~2

Qy∫
0

dqy
1

2
√
q2
y + E − E0

= D0,2(E)−
√4mxmy

(2π)2~2 ln(E − E0) .

3-dim.: —————————————————————————————

D(E) = D0(E) + 2
∫
BZ

d3k

(2π)3 δ(E0 + εx
~2k2

x

2mx

+ εy
~2k2

y

2my

+ εz
~2k2

z

2mz

− E)

= D0(E) + 2
√8mxmymz

(2π)3~3

∫
BZ

dqxdqydqzδ(E0 + εxq
2
x + εyq

2
y + εzq

2
z − E) .

Wir nehmen wieder eine Fallunterscheidung vor.
a. εx = +1, εy = +1 , εz = +1: Dies ist ein Minimum. Wir gehen zur Integration zu
zylindrischen Koordinaten qϕ, qr, qz über.

D(E) = D0(E) + 2
√8mxmymz

(2π)3~3 2π
Qr∫
0

Qz∫
0

qrdqrdqzδ(E0 + q2
r + q2

z − E)

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
0

qrdqr
1

2|qz0|
mit qz0 ..=

√
−q2

r + E − E0 .

a.1. E < E0:
Qr∫
0

qrdqrδ(E0 + q2
r + q2

z − E) = 0 ⇒ D(E) = D0(E) .

a.2. E > E0:

D(E) = D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

√
E−E0∫
0

(2qr)dqr
1

4
√
−q2

r + E − E0
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= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

(E−E0)∫
0

dp
1

4
√
−p+ E − E0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · (−
√
−p+ E − E0)|(E−E0)

0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 ·
√
E − E0) .

b. εx = +1, εy = +1 , εz = −1: Dies ist ein Sattelpunkt. Wir gehen zur Integration
wieder zu zylindrischen Koordinaten qϕ, qr, qz über.

D(E) = D0(E) + 2
√8mxmymz

(2π)3~3 2π
Qr∫
0

Qz∫
0

qrdqrdqzδ(E0 + q2
r − q2

z − E)

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
0

qrdqr
1

2|qz0|
mit qz0 ..=

√
+q2

r + E0 − E .

b.1. E ≤ E0:

D(E) = D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
0

(2qr)dqr
1

4
√

+q2
r + E0 − E

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Q2
r∫

0

dp
1

4
√

+p+ E0 − E

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · (
√

+p+ E0 − E)|Q
2
r

0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · [
√
Q2
r + E0 − E −

√
E0 − E)]

= D0,3(E)− π
√8mxmymz

(2π)3~3 ·
√
E0 − E) .

Aufgrund der makroskopischen AbmessungQ2
r � (E0−E) haben wir den entsprechende

Term zu D0(E) addiert.
b.2. E > E0:

D(E) = D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
√
E−E0

(2qr)dqr
1

4
√

+q2
r + E0 − E
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= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Q2
r∫

(E−E0)

dp
1

4
√

+p+ E0 − E

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · (
√

+p+ E0 − E)|Q
2
r

E−E0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · [
√
Q2
r + E0 − E − 0]

= D0,4(E) .

Aufgrund der makroskopischen Abmessung Q2
r � (E0−E) haben wir den entsprechen-

den Term zu D0(E) addiert.
c. εx = +1, εy = −1 , εz = −1: Dies ist ein anderer Sattelpunkt. Wir gehen zur
Integration wieder zu zylindrischen Koordinaten qϕ, qr, qx über, aber diesmal erstrecke
sich der Zylinder in qx-Richtung.

D(E) = D0(E) + 2
√8mxmymz

(2π)3~3 2π
Qr∫
0

Qx∫
0

qrdqrdqxδ(E0 + q2
x − q2

r − E)

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
0

qrdqr
1

2|qx0 |
mit qx0 ..=

√
+q2

r + E − E0 .

c.1. E < E0:

D(E) = D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
√
E0−E

(2qr)dqr
1

4
√

+q2
r + E − E0

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Q2
r∫

(E0−E)

dp
1

4
√

+p+ E − E0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · (
√

+p+ E − E0)|Q
2
r

(E0−E))

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 ·
√
Qr + E − E0

= D0,5(E) .

Aufgrund der makroskopischen Abmessung Q2
r � (E0−E) haben wir den entsprechen-

den Term zu D0(E) addiert.
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c.2. E > E0:

D(E) = D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
0

(2qr)dqr
1

4
√

+q2
r + E − E0

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Q2
r∫

0

dp
1

4
√

+p+ E − E0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · (
√

+p+ E − E0)|Q
2
r

0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · [
√
Q2
r + E − E0 −

√
E − E0)]

= D0,6(E)− π
√8mxmymz

(2π)3~3 ·
√
E − E0) ,

d. εx = −1, εy = −1 , εz = −1: Dies ist ein Maximum. Wir gehen zur Integration wieder
zu zylindrischen Koordinaten qϕ, qr, qz über.

D(E) = D0(E) + 2
√8mxmymz

(2π)3~3 2π
Qr∫
0

Qz∫
0

qrdqrdqzδ(E0 − q2
r − q2

z − E)

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

Qr∫
0

qrdqr
1

2|qz0|
mit qz0 ..=

√
−q2

r + E0 − E .

d.1. E ≤ E0:

D(E) = D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

√
E0−E∫
0

(2qr)dqr
1

4
√
−q2

r + E0 − E

= D0(E) + 4π
√8mxmymz

(2π)3~3

(E0−E)∫
0

dp
1

4
√
−p+ E0 − E

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 · (−
√
−p+ E0 − E)|(E0−E)

0

= D0(E) + π

√8mxmymz

(2π)3~3 ·
√
E0 − E .

d.2. E > E0:
δ(E0 − q2

r − q2
z − E) = 0 ⇒ D(E) = D0(E) . 2
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Im Jahr 1984 veröffentlichte Berry seine berühmte Arbeit "Quantal Phase Factors Ac-
companying Adiabatic Changes" (Berry (1984)) und bei einem Gespräch von Berry mit
Simon erkannte dieser sofort den Zusammenhang der Berry Phase mit der Holonomie
eines hermiteschen Linienbündels und den Chern-Klassen (Simon (1983)). Diese beiden
Veröffentlichungen waren der Beginn einer stürmischen Entwicklung der Anwendung
topologischer Methoden in der Quantentheorie. Viele der wichtigsten Originalarbeiten
dieser Anfangsjahre bis zum Jahr 1989 werden als Reprints in dem Buch der Heraus-
geber Shapere u. Wilczek (1989) dokumentiert.

5.1 Dirac Monopol

5.1.1 Dirac Monopol - in Diracs Darstellung

Als allererstes verweisen wir auf unsere Kurzbiographie über Paul Adrien Maurice Dirac
(1902-1984) in 29.1.

Die Maxwellschen Gleichungen vereinigen alle elektrischen und magnetischen Phäno-
mene der klassischen Physik. Für Dirac war zeitlebends in seinem Forschen die Schön-
heit einer physikalischen Theorie Leitlinie seines Denkens. Und aus diesen Gedanken
heraus kritisierte er die vorhandenen Maxwellschen Gleichungen, weil sie nicht völlig
symmetrisch waren, denn es gab ja keine magnetischen Elementarladungen analog zu
den eletrischen Elementarladungen. Außerdem stellte sich ihm die Frage, warum denn
eigentlich die elektrischen Elementarladungen quantisiert sind?

Im Jahr 1931 stellte Dirac dann seine Antwort vor, in welcher er magnetische Elemen-
tarladung einführte, die später nach ihm benannten Dirac Monopole und zeigte, daß dies
im Rahmen der Quantenmechanik automatisch zu einer Quantisierung der elektrischen
Elementarladungen führte (Dirac (1931)).

Wir wollen zuerst den ursprünglichen Gedankengang von Dirac darstellen und anschlie-
ßend die heutige topologische Beschreibung eines Dirac Monopols als ein komplexes
U(1) Prinzipalbündel, wie das Wu & Yang 1975 vorgeschlagen haben.

Wir folgen Nakahara (2003), S. 60 ff., S. 364 ff., und Sylvain (2018), verwenden aber
SI-Einheiten, statt der hier von Theoretikern häufig verwendeten ’energetischen Ein-
heiten’ (zu den diversen physikalischen Einheiten-Systemen siehe speziell Zeidler (2006),
S. 934 ff.). Dies soll den Experimental-Physikerinnen und -Physikern unter unseren Le-
sern als Erleichterung dienen.
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Analog zu einem elektrischen Monopol mit der elektrischen Ladung qe = e postuliert
Dirac die Existenz eines magnetischen Monopols mit der magnetischen Ladung qm.
Das magnetische Feld ~B eines solchen magnetischen Monopols sollte in Analogie zum
elektrischen Monopol also sein:

~B ..= bSI
qm~r

r3 = bSI
qm
r2 ~er mit bSI = µ0

4π . (5.1.1)

Damit ergibt sich für die Divergenz von ~B bei r 6= 0:

~∇ ~B = ~∇bSI
qm~r

r3 = bSIqm[∂x
x

r3 + ∂y
y

r3 + ∂z
z

r3 ]

= bSIqm[(r−3 + x(−3)r−4 1
2r2x) + (r−3 + y(−3)r−4 1

2r2y) + (r−3 + z(−3)r−4 1
2r2z)]

= bSIqm[r−3 − 3x
2

r5 + r−3 − 3y
2

r5 + r−3 − 3z
2

r5 ] = bSIqm[3r−3 − 3r
2

r5 ] = 0 . (5.1.2)

Daher hat Dirac, wiederum in Analogie zum punktförmigen Elektron, eine punktförmige
magnetische Ladungsdichte qm postuliert, die in der Singularität bei r = 0 sitzt. Mit
dem Satz von Stokes in Vektor-Formulierung folgt für den magnetischen Fluß Φ durch
die Fläche S:

Φ =
∫
V

~∇ ~BdV =
∫
S

~Bd~S =
∫
S

bSIqm
~r

r3
~r

r
r2dϑdϕ = 4πbSIqm = µ0qm ⇒ (5.1.3)

~∇ ~B = 4πbSIqmδ(~r) = µ0qmδ(~r) . (5.1.4)

Wenn es jetzt ein eindeutiges Vektorpotential ~A mit ~B = ~∇ × ~A gäbe - und keine
Singularität im Integrationsbereich V - dann würde folgen:

Φ =
∫
S

~Bd~S =
∫
S

(~∇× ~A)d~S =
∫
V

~∇(~∇× ~A)dV = 0 , da ~∇(~∇× ~A) = 0 .

Nun kann man beim Dirac-Monopol die Singularität bei r = 0 mit der magnetischen La-
dungsdichte µ0qmδ(~r) aus dem Definitionsbereich der Mannigfaltigkeit M = R3 heraus-
schneiden und erhält dann überall auf R3 \{0} für die magnetische Feldstärke ~∇ ~B = 0,
aber diese Mannigfaltigkeit M− ..= R3 \ {0} ist jetzt global nicht mehr auf einen Punkt
zusammenziehbar und damit gibt es auch kein globales Vektorpotential ~A.
In dieser Situation hat Dirac im Jahr 1931, ohne ein Wissen um den topologischen Hin-
tergrund, einfach zwei verschiedene Vektorpotentiale AN und AS auf der nördlichen und
südlichen Hemisphäre definiert und diese dann am Äquator gleichgesetzt. Die beiden
Koordinaten-Umgebungen sind:

UN ..= {~x ∈ R3 \ {0}| 0 < r, 0 ≤ ϑ+ ε ≤ π

2 + δ, 0 ≤ ϕ < 2π} , (5.1.5)
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US ..= {~x ∈ R3 \ {0}| 0 < r,
π

2 − δ ≤ ϑ− ε ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π} , (5.1.6)

mit 0 < ε <
π

2 .

Jede dieser Koordinaten-Umgebungen ist einfach zusammenhängend und dort gibt es
also nach dem Lemma von Poincaré zu jedem vorgegebenen Magnetfeld ~B ein Vektor-
Potential ~A mit ~B = ~∇ × ~A. Dirac hat die folgenden Vektor-Potentiale ~AN und ~AS

gewählt:

ANx ..= bSI
−qmy
r(r + z) , ANy ..= bSI

qmx

r(r + z) , ANz ..= 0 , r 6= 0, r 6= −z , (5.1.7)

ASx ..= bSI
qmy

r(r − z) , ASy ..= bSI
−qmx
r(r − z) , ASz ..= 0 , r 6= 0, r 6= +z , (5.1.8)

Tatsächlich liefern diese beiden Vektor-Potentiale für r 6= 0 das gewünschte Dirac-
Monopol Magnetfeld ~B:

~B = bSI
qm~r

r3 .

Beweis:
(~∇× ~AN)x = ∂yA

N
z − ∂zANy = −bSIqm∂z

x

r2 + rz

= bSIqm
x

(r2 + rz)2 ((2r + z)∂r
∂z

+ r) = bSIqm
x

(r2 + rz)2 ((2r + z)z
r

+ r)

= bSIqm
x

(r2 + rz)2 (2z + z2

r
+ r) = bSIqm

x

r(r2 + rz)2 (r2 + 2zr + z2)

= bSIqm
x

r3(r + z)2 (r + z)2 = bSI
qmx

r3 ,

(~∇× ~AN)y = ∂zA
N
x − ∂xANz = −bSIqm∂z

y

r2 + rz
= . . . = bSI

qmy

r3 ,

(~∇× ~AN)z = ∂xA
N
y − ∂yANx =

= bSI(qm
1

(r2 + rz) + qmx∂x
1

(r2 + rz) + qm
1

(r2 + rz) + qmy∂y
1

(r2 + rz))

= bSI(
2qm

(r2 + rz) −
qmx(2r + z) 1

2r2x
(r2 + rz)2 −

qmy(2r + z) 1
2r2y

(r2 + rz)2 )

= bSI
qm

r3(r + z)2 (2r2(r + z)− x2(2r + z)− y2(2r + z))
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= bSI
qm

r3(r + z)2 (2(x2 + y2 + z2)(r + z)− 2x2r − x2z − 2y2r − y2z)

= bSI
qm

r3(r + z)2 (2x2r + 2x2z + 2y2r + 2y2z + 2z2r + 2z3

− 2x2r − x2z − 2y2r − y2z)

= bSI
qm

r3(r + z)2 (x2z + y2z + 2z2(r + z))

= bSI
qm

r3(r + z)2 ((x2 + y2 + z2)z + 2z2r + z3)

= bSI
qm

r3(r + z)2 (r2 + 2zr + z2)z = bSI
qmz

r3 .

(~∇× ~AS)x = ∂yA
S
z − ∂zASy = bSIqm∂z

x

r2 − rz

= −bSIqm
x

(r2 − rz)2 ((2r − z)∂r
∂z
− r) = −bSIqm

x

(r2 − rz)2 ((2r − z)z
r
− r)

= −bSIqm
x

(r2 − rz)2 (2z − z2

r
− r) = −bSIqm

x

r(r2 − rz)2 (−r2 + 2zr − z2)

= bSIqm
x

r3(r − z)2 (r − z)2 = bSI
qmx

r3 ,

(~∇× ~AS)y = ∂zA
S
x − ∂xASz = bSIqm∂z

y

r2 − rz
= . . . = bSI

qmy

r3 ,

(~∇× ~AS)z = ∂xA
S
y − ∂yASx =

= bSI(−qm
1

(r2 − rz) − qmx∂x
1

(r2 − rz) − qm
1

(r2 − rz) − qmy∂y
1

(r2 − rz))

= bSI(−
2qm

(r2 − rz) +
qmx(2r − z) 1

2r2x
(r2 − rz)2 +

qmy(2r − z) 1
2r2y

(r2 − rz)2 )

= bSI
qm

r3(r − z)2 (−2r2(r − z) + x2(2r − z) + y2(2r − z))

= bSI
qm

r3(r − z)2 (−2(x2 + y2 + z2)(r − z) + 2x2r − x2z + 2y2r − y2z)

= bSI
qm

r3(r − z)2 (−2x2r + 2x2z − 2y2r + 2y2z − 2z2r + 2z3

+ 2x2r − x2z + 2y2r − y2z)
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= bSI
qm

r3(r − z)2 (x2z + y2z − 2z2(r − z))

= bSI
qm

r3(r − z)2 ((x2 + y2 + z2)z − 2z2r + z3)

= bSI
qm

r3(r − z)2 (r2 − 2zr + z2)z = bSI
qmz

r3 . 2

Um jetzt ~AN und ~AS am Äquator zu verknüpfen ist es sinnvoll auf Polarkoordinaten
überzugehen (Wikipedia-Kugelkoordinaten (2021)):

x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ, 0 ≤ ϑ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π ,

 Ar

Aϑ

Aϕ

 = ST

 ex

ey

ez

 ..=

 sinϑ cosϕ sinϑ sinϕ cosϑ
cosϑ cosϕ cosϑ sinϕ − sinϑ
− sinϕ cosϕ 0


 Ax

Ay

Az

 , (5.1.9)

(~∇f)(r, ϑ, ϕ) =


∂f
∂r

1
r
∂f
∂ϑ

1
r sinϑ

∂f
∂ϕ

 . (5.1.10)

Für die Beschreibung von ~AN und ~AS am Äquator genügen ANϕ und ASϕ:

ANϕ = − sinϕANx + cosϕANy = sinϕ bSIqmy

r(r + z) + cosϕ bSIqmx

r(r + z)

= sinϕbSIqmr sinϑ sinϕ
r(r + r cosϑ) + cosϕbSIqmr sinϑ cosϕ

r(r + r cosϑ) = bSIqm sinϑ
r(1 + cosϑ)

= bSIqm sinϑ(1− cosϑ)
r(1 + cosϑ)(1− cosϑ) = bSIqm sinϑ(1− cosϑ)

r sin2 ϑ
= bSIqm
r sinϑ(1− cosϑ) , (5.1.11)

ASϕ = − sinϕASx + cosϕASy = − sinϕ bSIqmy

r(r − z) − cosϕ bSIqmx

r(r − z)

= − sinϕbSIqmr sinϑ sinϕ
r(r − r cosϑ) − cosϕbSIqmr sinϑ cosϕ

r(r − r cosϑ) = − bSIqm sinϑ
r(1− cosϑ)

= − bSIqm sinϑ(1 + cosϑ)
r(1− cosϑ)(1 + cosϑ) = −bSIqm sinϑ(1 + cosϑ)

r sin2 ϑ
= bSIqm
r sinϑ(−1− cosϑ) .

(5.1.12)

Im nächsten Schritt hat Dirac gezeigt, daß ~ANϕ − ~ASϕ = ~∇Λ mit einem Skalar Λ ge-
schrieben werden kann. Wegen ~∇ × ~∇Λ = 0 ist dies eine Eichtransformation, die also
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die magnetische Feldstärke ~B nicht beeinflußt.

~ANϕ − ~ASϕ = bSIqm
r sinϑ(1− cosϑ)− bSIqm

r sinϑ(−1− cosϑ) = 2bSIqm
r sinϑ

= ~∇(2bSIqmϕ) = .. ~∇(Λ) . (5.1.13)

Bei einer Eichtransformation ~A→ ~A+ ~∇(Λ) ändert sich die Wellenfunktion der statio-
nären Schrödingergleichung für ein Elektron im Magnetfeld von

1
2m(−i~~∇+ e ~A(~r))2ψ(~r) = Eψ(~r)

zu
1

2m(−i~~∇+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))2ψ′(~r) = Eψ′(~r) mit ψ′(~r) = e−
ieΛ
~ ψ(~r) . (5.1.14)

Beweis:

1
2m(−i~~∇+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))2ψ′(~r)

= 1
2m(−i~~∇+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))2e−

ieΛ
~ ψ(~r)

= 1
2m(−i~~∇+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))(−i~~∇+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))e− ieΛ~ ψ(~r)

= 1
2m(−i~~∇+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))e− ieΛ~ (−i~~∇− i~−ie

~∇(Λ)
~

+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))ψ(~r)

= 1
2me−

ieΛ
~ (−i~~∇− i~−ie

~∇(Λ)
~

+ e ~A(~r) + e~∇(Λ))(−i~~∇+ e ~A(~r))ψ(~r)

= 1
2me−

ieΛ
~ (−i~~∇+ e ~A(~r))(−i~~∇+ e ~A(~r))ψ(~r)

= 1
2me−

ieΛ
~ (−i~~∇+ e ~A(~r))2ψ(~r) = e−

ieΛ
~ Eψ(~r) . 2

Nun soll aber die Wellenfunktion am Äquator (d.h. bei ϑ = π
2 ) nach einem Umlauf von

ϕ = 0 nach ϕ = 2π gleich bleiben, und damit folgt

eΛ
~

= e2bSIqmϕ|2π0
~

= e2bSIqm(2π − 0)
~

!= 2πn mit n ∈ N ⇒

2ebSIqm
~

= eµ0qm
h

= n mit n ∈ N . (5.1.15)
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Dies ist die berühmte Dirac Quantisierungsbedingung:

µ0qm = h

e
n bzw. e = h

µ0qm
n ⇔ e

ε0
= hc2

qm
n. (5.1.16)

Soweit zu Dirac im Jahr 1931. Im nächsten Abschnitt wollen wir eine modernere Dar-
stellung der Dirac Monopole in der Sprache der Differentialformen und der Homotopie
von Faserbündeln und insb. Prinzipalbündeln betrachten.

5.1.2 Dirac Monopol - geometrische Darstellung

In 21.1.1 haben wir den Satz von Stokes in Differentialformen-Formulierung bewiesen.
Für diese Darstellung muß man den 3-dim. Vektor ~B in eine 2-Form umwandeln. Hierzu
verwendet man ganz allgemein in einer m-dimensionalen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit M das innere Produkt (11.1.16) eines m-dimensionalen Vektors X mit einer
m-dimensionalen Volumenform ω, also exakter formuliert:
Seien ω ∈ Ωm(M) und X ∈ Tp(M), dann ist das innere Produkt definiert als:

ω = 1
m!ωµ1,...,µmdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµm , X = Xµ ∂

∂xµ
, X,X1, . . . , Xm−1 ∈ Tp(M) ,

iX : Ωm(M)→ Ωm−1(M) , iXω(X1, . . . , Xm−1) ..= ω(X,X1, . . . , Xm−1) d.h.
(5.1.17)

iXω = 1
(m− 1)! X

µωµµ2...µmdx
µ2 ∧ . . . ∧ dxµm . (5.1.18)

Wenn die Mannigfaltigkeit M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer Metrik g
ist, dann ist das invariante Volumenelement:

ωM ..=
√
|gdet|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm .

Im R3 können wir also vom 3-dim. Vektor ~B zu einer 2-dim. Form B übergehen durch:

B ..= i ~BωR3 =
√
|gdet|(B1dx2 ∧ dx3 +B2dx3 ∧ dx1 +B3dx1 ∧ dx2)

..= (B23dx
2 ∧ dx3 +B31dx

3 ∧ dx1 +B12dx
1 ∧ dx2) . (5.1.19)

Mit Differentialformen schreibt sich der obige Satz von Stokes (5.1.3) jetzt als:∫
V

dB =
∫
S

B = 4πbSIqm = µ0qm . (5.1.20)

Eine Differentialform ω ∈ Ωm(M) heißt geschlossen, wenn dω = 0 ist, und sie heißt
exakt, wenn es eine Differentialform α ∈ Ωm−1(M) gibt mit ω = dα.
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Jede exakte Form ω = dα ist ist auch geschlossen wegen dω = ddα = 0. Wenn es nun
für die 2-Form B ein globales Potential A mit B = dA gäbe, dann wäre∫

V

dB =
∫
V

ddA = 0 . (5.1.21)

Also kann es für den Dirac-Monopol kein globales Potential A mit B = dA geben.
Der umgekehrte Schluß, daß nämlich eine geschlossene Form auch eine exakte Form
sein kann gilt nicht in Allgemeinheit, sondern nur unter zusätzlichen Voraussetzungen.
Dies ist der Inhalt des bekannten Lemmas von Poincaré, das wir im Anhang bewiesen
haben (15.4) und hier nur zitieren:

Satz 5.1.3 (Lemma von Poincaré) Wenn eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M
der Dimension m eine sternförmige lokale Koordinaten-Umgebung U hat, die sich stetig
auf einen Punkt x0 ∈ M zusammenziehen läßt, dann ist jede geschlossene Form auch
eine exakte Form.

Beim Dirac Monopol haben wir im Ursprung einen Pol und damit eine Unstetigkeits-
stelle. Also kann es kein Potential geben, das diesen Pol enthält. Wenn wir den Ursprung
aus unserer Raumdefinition herausnehmen, also M = R3 \ {0}, dann ist M homotop
äquivalent zu S2.
Die Maxwell Theorie des Elektromagnetismus wird heute als eine U(1) Eichtheorie be-
schrieben. Die mathematische Struktur einer Eichtheorie ist ein Prinzipalbündel (siehe
30.4), und dieses ist ein Spezialfall eines Faserbündels (siehe 30.2). Zur Übersicht und
Klärung unserer Bezeichnungen wiederholen wir die folgende Graphik zu Prinzipalbün-
deln:

M⨯G

M
  p ∊ U

i 
∩U

j

u=σ
i
(p) ∊ P

(p,g
i
) (p,g

j
)

π
ϕ

j
(p)ϕ

i
(p)

t
ij
(p)=ϕ

i
ϕ

j

-1 ∊ G

σ
i

M⨯G

Abbildung 5.1: Prinzipalbündel (P,M, π,G,G), bzw. P π−→M

Struktur von Prinzipalbündeln:

1. die differenzierbare Mannigfaltigkeit P als der Totalraum,
2. die differenzierbare Mannigfaltigkeit M als die Basis,
3. eine differenzierbare Lie-Gruppe (als Mannigfaltigkeit) als die Faser G,
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4. die Projektion π, eine surjektive Abbildung π : P → M , welche die lokale Pro-
dukttopologie definiert:
p ∈ M , π−1(p) = Pp ∼= G, d.h. das Urbild von p, die sog. Faser über p, sei also
homöomorph zu G. Lokal ist also Pp ∼= p × G, und dies soll auch für eine offene
Umgebung U von p ∈M gelten, d.h. π−1(U) ∼= U ×G,

5. eine offene Überdeckung vom M mit sog. Karten Ui, M =
⋃
i Ui, mit Diffeo-

morphismen φi : PUi = π−1(Ui) → Ui × G, die lokale Trivialisierungen genannt
werden,

6. eine Menge von Diffeomorphismen, genannt Kartenwechsel,
tij ..= φiφ

−1
j : Uj×G→ Ui×G, welche den Übergang zwischen zwei überlappenden

Trivialisierungen Ui×G und Uj ×G beschreiben. Dabei sollen die Kartenwechsel
Elemente der obigen Lie-Gruppe G sein, genannt Strukturgruppe, die von links
auf die Faser wirkt, d.h. φ−1

j (p, fj) = φ−1
i (p, tijfj).

Mit tij ∈ G folgt: tii(p) = e (Identität), tij(p) = t−1
ji (p) und tij(p)tjk(p) = tik(p).

In der Riemannschen Geometrie hat man über den affinen Zusammenhang (oderKoszul-
Zusammenhang) eine Verbindung zwischen den Tangentialräumen TpM und Tp+εM
hergestellt und konnte so eine kovariante Ableitung definieren. Diesen Gedanken hat
Ehresmann für allgemeine Faserbündel erweitert. Bei einem Prinzipalbündel kann man
einen globalen Zusammenhang als eine differenzierbare g-wertige 1-Form ω : TuP →
g ∼= VuP definieren. Hierbei ist g die Lie-Algebra der Lie-Gruppe G und VuP ist der
vertikale Teilraum von TuP , d.h. die Menge aller Vektoren aus TuP,die tangential zur
Faser π−1(p) durch u ∈ P sind. Physiker arbeiten im allgemeinen nicht mit globalen
Zusammenhangsformen, sondern mit lokalen Zusammenhangsformen, die auf lokalen
Karten definiert sind. Seien M der Minkowski-Raum, und wie üblich c = 1, und unsere
Minkowski-Metrik ηµν = diag(−1,+1,+1,+1). Die lokale g-wertige Zusammenhang
1-Form sei dann A = Aµdxµ und die lokale Krümmungs 2-Form F = dA + A ∧ A
Die Physiker sprechen hier vom Eichpotential oder Yang-Mills Potential A und von der
Feldstärke F . Häufig werden in der Physik anstelle von A und F auch das Eichpotential
A und der Feldstärketensor F verwendet, die sich von A und F gerade um den Lie-
Algebra-Faktor i unterscheiden:

A = .. iA und Fµν = .. iFµν . (5.1.22)

Da die Lie-Gruppe U(1) abelsch ist folgt aus 30.4.20 unmittelbar:

F = dA+ 1
2[A,A] = dA = (∂µAν)dxµ ∧ dxν = (∂µAν − ∂νAµ)dxµ ⊗ dxν . (5.1.23)

Jetzt führt man analog zu Dirac auf der Mannigfaltigkeit M = S2 zwei Karten ein:

UN ..= {(ϑ, ϕ)|0 ≤ ϑ ≤ π

2 + ε, 0 ≤ ϕ < 2π} , (5.1.24)

US ..= {(ϑ, ϕ)|π2 − ε ≤ ϑ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π} . (5.1.25)
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Der Äquator UN ∩ US definiert einen Kreis S1. Dort können wir mit einer Funktion
tNS : S1 → U(1) einen Kartenwechsel vornehmen:

tNS(ϕ) ..= eiΛ̄(ϕ) mit einer Funktion Λ̄ : S1 → R . (5.1.26)

Damit wir mit Λ̄ eine Eichtransformation der Schrödingergleichung erhalten fügen wir
noch die entsprechenden physikalischen Natur-Konstanten ein (5.1.14):

Λ̄(ϕ) = .. e
~

Λ(ϕ) ⇒ tNS(ϕ) = ei
e
~Λ(ϕ) mit einer Funktion e

~
Λ(ϕ) : S1 → R .

(5.1.27)

Diese Kartenwechsel-Funktionen tNS auf dem Kreis werden klassifiziert nach der Fun-
damentalgruppe π1(S1) = π1(U(1)) ' Z, siehe 18.3.12 im Kapitel Homotopie 18. Das
heißt, daß tNS bei einer Umrundung des Äquators die beiden Karten 0, 1,oder n mal
verdreht.
Für die Eichpotentiale A = .. iA nehmen wir die obigen Ergebnisse aus 5.1.11 und 5.1.12
mit r = 1 und ϑ = π

2 und ergänzen diese Formeln um ein dϕ, um eine 1-Form auf S1

zu erhalten:

AN = iAN = ibSIqm dϕ, AS = iAS = −ibSIqm dϕ. (5.1.28)

Diese beiden Eichpotentiale sind über die Kartenwechselfunktion tNS(ϕ) verknüpft
(30.4.8)

AN = t−1
NSAStNS + t−1

NSdtNS (5.1.29)

= e−i
e
~Λ(ϕ)ASei

e
~Λ(ϕ) + e−i

e
~Λ(ϕ)ei

e
~Λ(ϕ)i

e

~
dΛ = AS + i

e

~
dΛ ⇒

dΛ = −i~
e

(AN −AS) = −i~
e

(2ibSIqm dϕ) = ~
e

2bSIqm dϕ . (5.1.30)

Nun läuft ϕ von 0 bis 2π und damit folgt für die Änderung von Λ:

e

~
∆Λ = e

~

2π∫
0

2bSIqm dϕ = e

~
µ0qm .

Dieses e
~∆Λ muß ein ganzzahliges Vielfaches von 2π sein, damit tNS eindeutig definiert

ist, also muß gelten:

e

~
∆Λ = e

~
µ0qm = 2πn ⇒ µ0qm = h

e
n mit n ∈ N . (5.1.31)

Das ist gerade die Diracsche Quantisierung-Bedingung 5.1.15.
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5.2 Aharonow-Bohm Effekt

5.2.1 David J. Bohm (1917-1992)

Abbildung 5.2: D. Bohm
unbekannt, PD.

[http://en.wikipedia.org/wiki/
David_Bohm]

David Bohm wurde in Wilkes-Barre in Penn-
sylvania, USA geboren. Seine Eltern waren jü-
dische Emigranten, der Vater kam aus Ungarn,
die Mutter aus Litauen. David Bohm wur-
de jüdisch-orthodox erzogen, wandte sich aber
schon in jungen Jahren dem Agnostizismus zu.
Er graduierte 1939 in Physik am Pennsylva-
nia State College (der heutigen Pennsylvania
State University) und setzte sein Studium am
California Institute of Technology (Caltech)
bei Robert Oppenheimer fort. Als dieser an
die University of California nach Berkeley an
das dortige Lawrence Radiation Laboratory
wechselte, folgte ihm Bohm und wurde dort im
Jahr 1943 promoviert. Als Postgraduierter in
Berkeley entwickelte er eine Theorie von Plas-
men und beschrieb das heute Bohm-Diffusion
von Elektronen genannte Phänomen in einem
Plasma. Als Pazifist und Kommunist nahm er
im Gegensatz zu Oppenheimer nicht direkt am
Manhattan-US-Atombombenprojekt teil, aber
arbeitete indirekt bei der Urananreicherung in
Oak Ridge an diesem Projekt mit.
Nach dem Zweiten Weltkrieg im Jahr 1946
fand Bohm eine Stelle als Assistenz-Professor
an der Princeton University und hatte dort regelmäßigen Kontakt und Austausch mit
Albert Einstein. Im Jahr 1949 weigerte er sich vor dem von McCarthy initiierten Komi-
tee für unamerikanische Umtriebe auszusagen und Freunde und Kollegen zu denunzie-
ren. Daraufhin wurde er 1950 verhaftet, von der Princeton University entlassen, aber
1951 gerichtlich freigesprochen. Dennoch fand er in den USA keine angemessene Stelle.
Auf Empfehlung von Oppenheimer und Einstein erhielt Bohm dann eine Professur an
der Universität von São Paulo in Brasilien. Es folgten 1955 zwei Jahre am Technion
(Israel Institute of Technology) in Haifa, 1957 vier Jahre als Forscher an der University
of Bristol und ab 1961 bis zu seiner Emeritierung 1987 eine Professur am Birkbeck
College der Universität London.
In Brasilien begann Bohm über Alternativen zur Kopenhagener Interpretation der
Quantentheorie (QT) nachzudenken. Er folgte einem früheren Gedanken von De Broglie
um eine deterministische und nichtlokale QT-Theorie zu entwickeln, die sog. De Bro-
glie–Bohm Theorie. Weil diese Theorie eine Pilotwelle benützt spricht man manchmal
auch von der Pilotwellen-Theorie, oder allgemeiner von einer Theorie mit verborgenen
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Variablen. Bohms Absicht war es nicht eine klassische Theorie an die Stelle der QT
zu setzen, sondern darauf hinzuweisen, daß auf einer tiefer liegenden physikalischen
Ebene stochastische Prozesse ablaufen könnten, welche die QT-Meßergebnisse deter-
minieren. In ihren Vorhersagen stimmt diese Theorie vollständig mit der gewöhnlichen
nichtrelativistischen Quantenmechanik (QT) überein.
Wegen der Nichtlokalität dieser Theorie ergeben sich aber natürlich sofort Probleme
bei relativistischen Verallgemeinerungen. Bohm hat 1953 einen ersten Vorschlag für
eine Einteilchen-Bohm-Dirac-Gleichung gemacht, die sich aber nicht auf Vielteilchen-
Systeme erweitern ließ, da sie eine absolute Zeit verwendete. In der Folge haben bis
zum heutigen Tag immer wieder andere Physiker versucht diese Gedanken weiter zu
verfolgen. Hier sei der deutsche Physiker und Philosoph Hans-Peter Dürr (1929–2014)
genannt, dem wesentliche Fortschritte in der Bohm-Theorie zu verdanken sind, z.B. die
Erweiterung auf eine Bohmsche relativistische Quantenfeldtheorie (QFT). Inzwischen
gibt es Erweiterungen der Bohm-Theorie, die mit QT-Verschränkungen und gekrümm-
ten Raumzeiten kompatibel sind. Bohm, Vigier, Hiley, Valentini und andere haben
Erweiterungen vorgestellt, welche stochastische Prozesse möglicher tiefer liegender phy-
sikalischer Ebenen, z.B. Fluktuationen von Raumzeit-Quanten, mit einbeziehen.
In jedem Fall führten Einsteins Gedanken über nichtlokale Effekte der QT zur berühm-
ten Arbeit über das sog. Einstein-Podolski-Rosen (EPR) Paradoxon, das Bohm 1957
in Israel zusammen mit seinem Studenten Aharonov in der heute üblichen Form mit
Spins reformulierte. Diese Arbeit griff im Jahr 1964 Bell auf und zeigte, daß eine Theo-
rie mit verborgenen Variablen nicht gleichzeitig lokal sein und die QT-Meßergebnisse
reproduzieren kann. Die EPR-Experimente von Alain Aspect et al. (1981) haben die
Bellschen Ungleichungen bestätigt und gezeigt, daß die QT-Meßergebnisse korrekt sind.
Viele Physiker haben daraus den Schluß gezogen, daß die Kopenhagener Interpretation
der QT die einzig mögliche Beschreibung der Quantenwelt sei. Aber dieser Schluß ist
so natürlich nicht korrekt, da ja die Bohm-Theorie explizit nichtlokal ist. Aus Sicht
einer möglichen Quantengravitation als tiefer liegender physikalischer Ebene ist dazu
z.B. sehr lesenswert das Buch von Lee Smolin (Smolin (2019)), in welchem er auch die
Gedanken von Bohm aus moderner Sicht diskutiert.
Im Jahr 1957 übersiedelte Bohm nach England und publizierte 1959 zusammen mit
seinem Doktoranden Aharanov die Arbeit über den sog. Aharonow-Bohm Effekt, einen
nichtlokalen topologischen Effekt von Elektronen in Magnetfeldern.
In England wandte er sich philosophischen Fragen zu. Wenn es eine tiefer liegende nicht-
lokale Ebene der Physik gibt, etwa auf der Skala der Planck-Länge, dann kann die Welt
letztlich nur als eine dynamische Einheit beschrieben werden. Alle Elementarteilchen,
etc., können dann nur näherungsweise als semi-autonome und quasi-lokale Eigenschaf-
ten dieser tieferliegenden Dynamik verstanden werden. Dies war der Inhalt seines 1980
veröffentlichten Buchs Wholeness and the Implicate Order, auf deutsch Die implizi-
te Ordnung. Grundlagen eines dynamischen Holismus. Diese Vorstellungen übertrug
Bohm dann auch auf die menschliche Gesellschaft als ein Vielteilchensystem.
Zusammen mit dem Neurowissenschaftler Pribram veröffentlichte Bohm unter dem
Stichwort Das holographische Gehirn einige revolutionäre Gedanken zur Funktionswei-
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se des Gehirns und des menschlichen Bewußtseins. In dieser Zeit, so etwa ab 1961,
befreundete sich Bohm auch mit dem indischen Philosophen und spirituellen Lehrer
Jiddu Krishnamurti. 25 Jahre lang trafen sich die beiden immer wieder und publizier-
ten ihre Gespräche in 3 Bänden.
[Quellen: Bohm (2018), en.wikipedia: David_Bohm].

https://en.wikipedia.org/wiki/David_Bohm


66 5 Geometrische Phasen in der Quantentheorie

5.2.2 Yakir Aharonov (* 1932)

Abbildung 5.3: Y. Aharonov
Ausschnitt, Kobi Kalmanovitz (2006),

CC BY-SA 3.0.
[http://en.wikipedia.org/wiki/

Yakir_Aharonov]

Yakir Aharonov wurde in Haifa im von
Großbritannien verwalteten Völkerbundsman-
dat für Palästina geboren. Er studierte Phy-
sik am Technion (Israel Institute of Techno-
logy) in Haifa, wo er auch seinen Doktorva-
ter David Bohm kennenlernte. Diesem folg-
te er an die University of Bristol in Groß-
britannien, wo er 1960 promoviert wurde. Im
Jahr 1959 publizierte er zusammen mit sei-
nem Doktorvater David Bohm die Arbeit über
den sog. Aharonow-Bohm Effekt, einen nicht-
lokalen topologischen Effekt von Elektronen in
Magnetfeldern. Im Jahr 1998 erhielt er zusam-
men mit Michael V. Berry den Wolf-Preis: „ ...
for the discovery of quantum topological and
geometrical phases, specifically the Aharonov-
Bohm effect, the Berry phase, and their incor-
poration into many fields of physics.” (Wolf-
Foundation (1998))
Als Postdoc verbrachte er ein Jahr an der
Brandeis University in Boston, Massachusetts,
bevor er von 1961 bis 2006 an der Yeshiva Uni-
versity in New York lehrte und forschte. Da-

nach war er an der George Mason University in Fairfax, Virginia, der Chapman Uni-
versity in Orange, California und dem Perimeter Institute for Theoretical Physics in
Waterloo, Ontario, Kanada tätig.
Aharonov interessierte sich Zeit seines Lebens für nichtlokale und topologische Effekte
der Quantentheorie (QT) und Quantenfeldtheorie (QFT) und für die Grundfragen der
QT. Im Jahr 1984 stellte er zusammen mit Aharon Casher den später so genannten
Aharonov-Casher Effekt vor. Dieser Effekt ist in gewisser Weise dual zum Aharonov-
Bohm Effekt. Beim Aharonov-Bohm Effekt erfährt die Wellenfunktion eines Teilchens,
das an einem abgeschirmten Magnetfeld hinter einem Doppelspalt durch diesen Dop-
pelspalt hindurchläuft eine Phasenverschiebung. Beim Aharovov-Casher Effekt befindet
sich hinter dem Doppelspalt ein abgeschimtes elektisches Feld und die durch den Doppel-
spalt laufenden Teilchen sind jetzt elektrisch neutrale Teilchen mit einem magnetischen
Moment - und wieder wird eine Phasenverschiebung der Wellenfunktion beobachtet.
Im Jahr 1988 stellte Aharonov zusammen mit David Albert und Lev Vaidman den
QT-Formalismus der weak value vor: seien A eine QT-Observable und |ψi〉 und |ψf〉
definierte Anfangs- und Endzustände des Systems, dann definieren Aharonov et al. den
weak value von A als:

Aw ..= 〈ψf |Aψi〉
〈ψf |ψi〉

.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
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Es ist klar, daß AW sehr groß werden kann, wenn die Anfangs- und Endzustände fast
orthogonal zueinenader sind. Daher gibt es Bemühungen, diese weak values für hoch-
empfindliche Quantensensoren zu nutzen. Auch Anwendungen im Feld des Quantum-
Computing und der Grundlagen der QT werden diskutiert.

Privat ist Aharonov ein großer Freund des Schachspiels.

[Quelle: en.wikipedia: Yakir_Aharonov].

5.2.3 Aharonow-Bohm Effekt - klassische Darstellung

Aharonov und Bohm haben ihre Arbeit über diesen quantenmechanischen Effekt im
Jahr 1959 publiziert. Aber offenbar hatten zuvor andere Physiker schon zuvor mehrfach
auf diese Möglichkeit hingewiesen, zuerst wohl Walter Franz im Jahr 1939. Ebenso
wie beim Dirac Monopol ist auch hier der topologische Hintergrund eine nicht einfach
zusammenhängende Mannigfaltigkeit.

Wie beim oben beim Dirac Monopol verwenden wir wieder SI-Einheiten, statt der
hier von Theoretikern häufig verwendeten ’energetischen Einheiten’ (zu den diversen
physikalischen Einheiten-Systemen siehe speziell Zeidler (2006), S. 934 ff.). Dies soll
den Experimental-Physikerinnen und -Physikern unter unseren Lesern als Erleichterung
dienen.

B

B=0
c
1

c
2

Q
P

r⃗ 2

r⃗ 1

Abbildung 5.4: Aharonov-Bohm Effekt

Die in beiden Zeichnungen abgebildete Spule erzeuge in ihrem Inneren ein Magnetfeld
~B > 0 und außerhalb sei das Magnetfeld identisch ~B = 0. Nach der klassischen Physik
erfährt ein geladenes Teilchen der Ladung q die Lorentz-Kraft

m
d~v

dt
= q ~E + q~v × ~B , (5.2.1)

also gibt es im feldfreien Raum mit ~E = 0 und ~B = 0 keine Impulsänderung.

https://en.wikipedia.org/wiki/Yakir_Aharonov
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In der Quantentheorie geht aber nicht das Magnetfeld ~B in die Schrödingergleichung
ein, sondern das Vektorpotential ~A, und dieses können wir für den oben skizzierten Fall
in Zylinderkoordinaten (Wikipedia-Zylinderkoordinaten (2021)) mit dem magnetischen
Fluß Φ einfach schreiben als

Aϕ ..= Φ
2πr , Ar = 0 , Az = 0 , (5.2.2)

mit
∫
S

~Bd~S =
∮
∂S

~A · d~r =
2π∫

0

Aϕrdϕ = Φ . (5.2.3)

Wie beim Dirac Monopol haben wir bei r = 0 eine Singularität in ~A und gleichzeitig
verschwindet ~B = ~∇× ~A für r 6= 0 (~∇× in Zylinderkoordinaten siehe Zeidler (2003),
S. 377):

Bϕ = (~∇× ~A)ϕ = ∂Ar
∂z
− ∂Az

∂r
= 0 ,

Br = (~∇× ~A)r = 1
r

∂Az
∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z
= 0 ,

Bz = (~∇× ~A)z = 1
r

(∂(rAϕ)
∂r

− ∂Ar
∂ϕ

) = 0 . (5.2.4)

Wir folgen jetzt der schönen Arbeit von Tong (2016) über den Quanten-Hall-Effekt,
S. 37, bei einem Gedankenexperiment. Sei ein Elektron mit der Ladung −e in einer
kleinen Box eingesperrt. Diese Box habe Ihren Mittelpunkt bei ~X und werde durch
ein Potential V (~x − ~X) mit einem undurchdringlichen Potential an den Boxwänden
beschrieben. Gleichzeitig möge die Box so klein sein, daß innerhalb das Vektorpotential
~A als konstant angesehen werden kann. Dann gilt für das Elektron in der Box die
folgende stationäre Schrödinger-Gleichung:

H(~x, ~X)ψ(~x− ~X) = { 1
2m [−i~~∇+ e ~A( ~X)]2 + V (~x− ~X)}ψ(~x− ~X) = E0ψ(~x− ~X) .

(5.2.5)

Sei im Folgenden ψ(~x− ~X) immer die Wellenfunktion des Grundzustands von H(~x, ~X).
Nun wollen wir mit unserer Box eine Rundreise um die Singulatität, also um die Spule
herum machen. Zunächst einmal bewegen wir die Box auf adiabatische Weise nur von
~X0 nach ~X1. Adiabatisch bedeutet hier, daß ψ(~x − ~X1) ebenso wie ψ(~x − ~X0) die
Wellenfunktion des Grundzustands ist. Wir wollen ~A( ~X0) = 0 annnehmen, denn mittels
einer Eichtransformation können wir das Feld ~A an jedem beliebigen Raumpunkt zum
Verschwinden bringen. Nun fragen wir nach der Änderung der Wellenfunktion ψ(~x− ~X0)
auf dem Weg von ~X0 nach ~X1 und finden:

ψ(~x− ~X1) = exp[−ie
~

~x= ~X1∫
~x= ~X0

~A(~x) · d~x]ψ(~x− ~X0) , (5.2.6)
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d.h. die Auswirkung der Änderung von ~A( ~X0) nach ~A( ~X1) besteht einzig in einer Pha-
senänderung der Wellenfunktion.

Beweis: Da das Potential V (~x − ~X0) bzgl. der bewegten Box fixiert ist gilt bei der
Bewegung der Box von ~X0 nach ~X1: V (~x − ~X1) = V (~x − ~X0) und damit folgt (wie in
5.1.14):

H(~x, ~X1)ψ(~x− ~X1)

= H(~x, ~X1) exp[−ie
~

~x= ~X1∫
~x= ~X0

~A(~x) · d~x]ψ(~x− ~X0)

= { 1
2m [−i~~∇+ e ~A( ~X1)]2 + V (~x− ~X1)} exp[−ie

~

~x= ~X1∫
~x= ~X0

~A(~x) · d~x]ψ(~x0 − ~X0)

= { 1
2m [−i~~∇+ e ~A( ~X1)]2 + V (~x− ~X0)} exp[−ie

~

~x= ~X1∫
~x= ~X0

~A(~x) · d~x]ψ(~x− ~X0)

= exp[−ie
~

~x= ~X1∫
~x= ~X0

~A(~x) · d~x] { 1
2m [−i~~∇+ e ~A( ~X0)]2 + V (~x− ~X0)}ψ(~x− ~X0)

= exp[−ie
~

~x= ~X1∫
~x= ~X0

~A(~x) · d~x] {E0}ψ(~x− ~X0) . 2

Um nun Topologie zu betreiben führen wir einen geschlossenen Weg C um die Singu-
larität, also um die Spule herum aus und erhalten den Aharonov-Bohm Phasenfaktor
für die Wellenfunktion:

eiγ = exp[−ie
~

∮
C

~A(~x) · d~x] = exp(−ie
~

Φ) . (5.2.7)

Wenn wir jetzt den magnetischen Fluß Φ erhöhen, dann verschwindet das Interferenz-
muster immer bei

e

~
Φ = 2πn mit n ∈ N . (5.2.8)

Dieses Ergebnis wenden wir jetzt auf das Elektron-Doppelspaltexperiment in der obigen
Abbildung rechts an. Seien Q der Ort der Elektronenquelle und c1 und c2 die beiden
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möglichen Wege für das Elektron durch den Doppelspalt hin zum Punkt P des Detek-
tors. Die am Doppelspalt ankommende Wellenfunktion möge eine ebene Welle sein, so
daß die beiden auf den Wegen c1 und c2 ankommenden Teilwellen die gleiche Phase
haben. Das obige Potential V (~x) wirke in unserer Näherung nur am Doppelspalt und
danach möge erneut die potentialfreie Schrödinger-Gleichung die Dynamik bestimmen,
so daß wieder die Wellenfunktion eines freien Elektrons vorliege. Damit ergeben sich
im Fall von ~A(~x) = 0 am Detektor für die Wellenfunktion auf den Wegen c1 und c2

die bekannten Phasenfaktoren ei
~k~r1 und ei

~k~r2 mit |~k| = 2π/λ und λ der de Broglie-
Wellenlänge. Wenn man nun das Vektorpotential ~A(~x) einschaltet, dann erhält man
am Punkt P als Differenz der Phasen der Wellenfunktion:

δ ..= ~k~r1 − ~k~r2 + e

~

∫
c1

~A(~x) · d~x)− e

~

∫
c2

~A(~x) · d~x)

= ~k~r1 − ~k~r2 + e

~

∮
c1−c2

~A(~x) · d~x)

= ~k~r1 − ~k~r2 + e

~
Φ . (5.2.9)

Obwohl das Elektron also durch ein Raumgebiet mit ~B = 0 fliegt erhalten wir auf dem
Schirm ein Interferenzmuster, das vom magnetischen Fluß Φ der Spule abhängt.

5.2.4 Aharonow-Bohm Effekt - geometrische Darstellung

Hier folgen wir Nakahara (2003), S. 403, ff., in unseren Bezeichnungen. Die Maxwell
Theorie des Elektromagnetismus wird heute als eine U(1) Eichtheorie beschrieben.
Die mathematische Struktur einer Eichtheorie ist ein Prinzipalbündel (siehe 30.4), und
dieses ist ein Spezialfall eines Faserbündels (siehe 30.2). Zur Übersicht und Klärung
unserer Bezeichnungen verweisen wir auf die Graphik und Definitionen zu Prinzipal-
bündeln im Unterkapitel zu den Dirac-Monopolen, siehe 5.1.2.
Physiker arbeiten im allgemeinen nicht mit globalen Zusammenhangsformen, sondern
mit lokalen Zusammenhangsformen, die auf lokalen Karten definiert sind. Seien M
der Minkowski-Raum, und wie üblich c = 1, und unsere Minkowski-Metrik ηµν =
diag(−1,+1,+1,+1). Die lokale g-wertige Zusammenhang 1-Form sei dann A = Aµdxµ
und die lokale Krümmungs 2-Form F = dA + A ∧ A Die Physiker sprechen hier vom
Eichpotential oder Yang-Mills Potential A und von der Feldstärke F . Häufig werden in
der Physik anstelle von A und F auch das Eichpotential A und der Feldstärketensor F
verwendet, die sich von A und F gerade um den Lie-Algebra-Faktor i unterscheiden:

A = .. iA und Fµν = .. iFµν . (5.2.10)

Da die Lie-Gruppe U(1) abelsch ist folgt aus 30.4.20 unmittelbar:

F = dA+ 1
2[A,A] = dA = (∂µAν)dxµ ∧ dxν = (∂µAν − ∂νAµ)dxµ ⊗ dxν . (5.2.11)
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Eine quantenmechanischeWellenfunktion als Lösung der Schrödingergleichung mit Eich-
potential A kann jetzt als ein komplexes Linienbündel beschrieben werden, das einem
U(1)-Prinzipalbündel assoziiert ist (siehe 30.5).
Zunächst stellen wir nochmals die notwendigen Begriffe eines Prinzipalbündels mit as-
soziiertem Vektorbündel zusammen. Das zu einem Prinzipalbündel P assoziierte Vek-
torbündel ist E ..= (P ×ρ V )/ ∼, das ist die Menge der Äquivalenzklassen von (P ×ρ V )
mit der Äquivalenzrelation (u, v) ∼ (ug, ρ(g−1)v). Hierbei ist V ein k-dimensionaler
Vektorraum und G = U(1) wirkt auf V mittels einer k-dimensionalen Darstellung ρ(g),
d.h. (u, v) 7→ (ug, ρ(g−1)v).
Physikalisch gesprochen liegt also folgende Struktur vor:

Prinzipalbündel× Vektorbündel mod Eichtransformationen .

Seien γ(t) mit t ∈ [0, 1] eine Kurve in der Basis-Mannigfaltigkeit M , X ein Tangenti-
alvektor an γ(t)|t=0, und σi : Ui ⊂ M → P ein Schnitt im Prinzipalbündel P in der
Karte Ui. Sei weiter γ̃(t) ein horizontaler Lift von γ(t) in P mit γ̃(t) = σi(γ(t))gi(γ(t)),
wobei man ohne Beschränkung der Allgemeinheit gi(γ(0)) = gi(p0) = e wählen kann,
wodurch γ̃(t) = σi(γ(t)) wird und γ̃(0) = σi(γ(0)) = σi(p0) = u0 ist.
Jetzt definiert man einen Schnitt s(γ(t)) im Totalraum E = (P ×ρ V )/ ∼ als

s(γ(t)) ..= [γ̃(t), v(γ(t))] .

Mit einer orthonormalen Basis {eVα }α=1,...,k im Vektorraum V definiert man einen lokalen
Schnitt eα(p) mit p ∈ Ui in E:

eα(p) ..= [σi(p), eVα ] mit p ∈ Ui .

Und daraus folgt für s(γ(t)):

s(γ(t)) ..= [σi(γ(t)), vi(γ(t))] = [σi(γ(t)), vαi (γ(t))eVα ]

= vαi (γ(t))[σi(γ(t)), eVα ] = vαi (γ(t)) eα(γ(t)) ,

Für die kovariante Ableitung∇X mit X = ∂µ von s(γ(t)) hatten wir in 30.5.12gefunden:

∇Xs(γ(t))|t=0 = dxµ

dt
{∂v

α
i (γ(t))
∂xµ

+A β
i,µ ρ(Tβ)}|t=0 eα(γ(0)) .

Hierbei wurden die k-dimensionalen Darstellungen ρ(Ai) der g-wertigen 1-Formen Ai
nach den Generatoren Tβ der Lie-Algebra g entwickelt.

In unserem U(1)-Beispiel zum Aharonov-Bohm Effekt reduziert sich der obige allgemei-
ne Ansatz beträchtlich. Die komplexe Wellenfunktion ψ(~x) der Schrödingergleichung
wird als 1-dimensionaler Vektorraum C betrachtet, auf den die Lie-Gruppe G = U(1)
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mittels einer 1-dimensionalen Darstellung ρ(g) wirkt. Die Struktur ist also ein U(1)-
Prinzipalbündel mit assoziiertem komplexen 1-dimensionalen Linienbündel. Damit er-
halten wir für die kovariante Ableitung auf der Karte Ui:

∇Xs(γ(t))|t=0 = dxµ

dt
{∂ψi(γ(t))

∂xµ
+Ai,µ}|t=0 eα(γ(0)) .

Jetzt wählen wir für den Weg γ(ϕ) den Einheitskreis S1 und schreiben daher statt
γ(ϕ) nur noch ϕ. Für A = iA wählen wir wieder das Aharonov-Bohm Vektorpotential
Āϕ = e

~Aϕ = i e~
Φ
2π , wobei wir wieder den physikalischen Faktor e

~ eingefügt haben, um
den Anschluß an die Schrödingergleichung zu erhalten. Sei jetzt X = ∂ϕ, dann folgt mit
t = x1 = ϕ, x2 = x3 = 0 für die kovariante Ableitung:

∇∂ϕs(ϕ)|ϕ=0 = {∂ψi(ϕ)
∂ϕ

+ i
e

~
Φ
2π}|ϕ=0 eα(ϕ = 0) .

Wenn wir jetzt unsere Wellenfunktion ψ(ϕ) auf dem Einheitskreis S1 parallel verschie-
ben, dann ist die Bedingung dafür ∇∂ϕs(ϕ)|ϕ=0

!= 0 und das bedeutet:

{∂ψi(ϕ)
∂ϕ

+ i
e

~
Φ
2π}|ϕ=0

!= 0 ⇒ ψi(ϕ) = e−i
e
~

Φ
2πϕ .

Die Holonomie für einen vollen Umlauf auf S1 ergibt also wieder

ψi(2π) = e−i
e
~Φ . (5.2.12)
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5.3 Berry Phase und Holonomie

5.3.1 Michael V. Berry (* 1941)

Abbildung 5.5: Michael Berry
Vahram Mekhitarian,

(Eriwan, Armenien, 2014)
CC BY-SA 4.0.

[http://en.wikipedia.org/wiki/
Michael_Berry]

Berry ist ein englischer mathematischer Physi-
ker. Er studierte ab 1959 an den Universitäten
von Exeter und St Andrews. Ab 1965 arbeite-
te Berry an der University of Bristol, ab 1979
als Professor.
Im Jahr 1984 veröffentlichte Berry seine
berühmte Arbeit "Quantal Phase Factors
Accompanying Adiabatic Changes" (Berry
(1984)) und bei einem Gespräch von Berry mit
Simon erkannte dieser sofort den Zusammen-
hang der Berry Phase mit derHolonomie eines
hermiteschen Linienbündels und den Chern-
Klassen (Simon (1983)). Diese beiden Veröf-
fentlichungen waren der Beginn einer stürmi-
schen Entwicklung der Anwendung topologi-
scher Methoden in der Quantentheorie. Vie-
le der wichtigsten Originalarbeiten dieser An-
fangsjahre bis zum Jahr 1989 werden als Re-
prints in dem Buch der Herausgeber Shapere
u. Wilczek (1989) dokumentiert.
Darüber hinaus hat Berry intensiv auf den
Gebieten der semiklassische Quantenmechanik
und dem Quantenchaos gearbeitet. Er hat im
Laufe seines Lebens sehr viele Publikationen
veröffentlicht und wurde mit zahlreichen Eh-
rungen und Preisen gewürdigt. So erhielt er im Jahr 1990 den Dirac Preis und die
Dirac-Medaille des britischen Institute of Physics und 1998 zusammen mit Yakir Aha-
ronov den Wolf-Preis: „ ... for the discovery of quantum topological and geometrical
phases, specifically the Aharonov-Bohm effect, the Berry phase, and their incorporation
into many fields of physics.” (Wolf-Foundation (1998))
Ausgehend von seinen Untersuchungen zum Quantenchaos versuchte er auch die Rie-
mannsche Vermutung über die Riemannsche ζ-Funktion zu beweisen - aber bis heute
vergeblich :-)
[Quelle: en.wikipedia: Michael_Berry]

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
http://en.wikipedia.org/wiki/Michael_Berry
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5.3.2 Barry M. Simon (* 1946)

Abbildung 5.6: Barry Simon
Bsimonva (2015), CC BY-SA 4.0.
[http://en.wikipedia.org/wiki/

Barry_Simon]

Barry Simon ist ein außergewöhnlicher US-
amerikanischer mathematischer Physiker. Be-
reits als Schüler besuchte er Kurse für Hoch-
begabte an der Columbia University. 1962 be-
gann er sein Studium der Mathematik und
Physik in Harvard und machte 1966 dort sei-
nen Abschluss. Im Jahr 1970 wurde er an der
Princeton University bei Wightman mit einer
Arbeit über Quantum mechanics for Hamilto-
nians defined as quadratic forms promoviert.
Danach blieb Simon viele Jahre als Professor
in Princeton. Das berühmte Princeton-Team
Bargman, Dyson, Lieb, Simon und Wightman
machte Princeton zu einem Zentrum der ma-
thematischen Physik. 1980 ging Simon ans
Caltech, wo er bis zu seiner Emeritierung 2016
forschte und lehrte.
Simon hat über 300 Arbeiten aus einem sehr
breiten Bereich der mathematischen Physik
und der Funktionalanalysis publiziert. Das
vierbändiges Lehrbuch der mathematischen
Physik von Barry Simon zusammen mit Mi-
chael C. Reed (Reed u. Simon (1980)), war
für viele mathematische Physiker der 1970’er
und 1980’er Jahre die Standardreferenz :

• Band 1: Functional Analysis.
• Band 2: Fourier Analysis, Self-Adjointness.
• Band 3: Scattering Theory.
• Band 4: Analysis of Operators.

Sein schnelles Auffassungsvermögen und tiefgründiges Verstehen waren legendär: so er-
kannte er z.B. direkt im Gespräch mit Michael Berry den topologischen Hintergrund
der von Berry berichteten mysteriösen Phasenverschiebung der quantenmechanischen
Wellenfunktion. Und besser als in manch andererem Hinweis spiegelt sich die außer-
gewöhnliche Begabung von Simon und seine Freude an der mathematischen Physik
in den berühmten 15 ungelösten Problemen, die er 1984 vortrug und im Jahr 2000
aktualisierte, da einige Probleme inzwischen tatsächlich Lösungen gefunden hatten:
Wikipedia-Simon-Probleme (2021).
Simon erhielt zahlreiche Preise und Ehrungen. Die bedeutendsten Preise waren 2012
der Henri-Poincaré-Preis und 2015 der Bolyai-Preis.
[Quelle: en.wikipedia: Barry_Simon]

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://en.wikipedia.org/wiki/Barry_Simon
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Achtung: der hier vorgestellte mathematische Physiker Barry Simon ist nicht zu ver-
wechseln mit dem mathematischen Physiker Jim SimonsJim Simons, von dem die
Chern-Simons-Theorie stammt und der später einer der erfolgreichsten Hedgefond-
Manager der Wallstreet wurde. Mit seinem vielen an der Börse verdienten Geld wurde er
ein außergewöhnlicher Philantrop und förderte mit Hilfe seiner Simons-Foundation insb.
die Forschungen in Mathematik, Physik und über Autismus. Die Simons-Foundation
gibt auch das berühmte Quanta-Magazine zu aktuellen Entwicklungen in Physik, Ma-
thematik, Biologie and Computerwissenschaften heraus (Wikipedia-Quanta_Magazine
(2021)).

5.3.3 Ein quantenmechanisches Adiabatentheorem

Adiabatische Prozesse sind allen Physikern aus der Thermodynamik bekannt. Sie be-
zeichnen Zustandsänderungen ohne Energieaustausch. Diese ereignen sich üblicherweise,
wenn in einem System Prozesse ablaufen, die sehr viel ’schneller’ wirken als der Wär-
meaustausch. Zum Beispiel ist eine Druckwelle in einem Gas sehr viel ’schneller’ als
eine Wärmewelle, und ist damit adiabatisch.

In der Quantenmechanik dagegen definiert man adiabatische Prozesse für Systeme mit
diskretem und nichtentarteten Spektrum als ’quasistatische’ Prozesse, bei welchen das
System in seinem Eigenzustand verbleibt.

Bereits im Jahr 1928 haben Born und Fock einen ersten quantenmechanischen Adiaba-
tensatz formuliert und bewiesen (Born u. Fock (1928)). Born und Fock setzen explizit
voraus, daß das Spektrum des Hamilton-Operators Ĥ der Schrödinger-Gleichung diskret
ist und die Eigenwerte nicht entartet sind - bis auf eventuell zufällige Entartungen beim
Kreuzen von Bändern. Weiter sei die explizite Zeitabhängigkeit von Ĥ = Ĥ(~R(t)) durch
einen Satz äußerer Parameter ~R(t) gegeben, die sich ’hinreichend langsam’ ändern, so
daß das System in seinem anfänglichen Zustand verbleibt, modulo einer zeitabhängigen
Phase.

Ĥ(~R(t)) |ψ(t)〉 = i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 . (5.3.1)

Später hat Kato (1950) den Born-Fock Beweis präzisiert und erweitert.

Wir stützen uns in diesem Unterkapitel auf den Beweis im englischen Wikipedia-Beitrag
Wikipedia-Adiabatic-theorem (2021). Dieser Beweis ist ebenso schön, wie auch nicht-
trivial, so daß er hier ausführlich dargestellt werden soll :-)

Vorab beweisen wir noch ein nützliches Lemma aus der Theorie der Integralgleichungen,
die Grönwall-Ungleichung (Wikipedia-Grönwall_Ungleichung (2021)).

Lemma 5.3.1 (Grönwall-Integral-Ungleichung) Seien I = [a, b] ∈ R ein Intervall
und α,A, u : I → R rellwertige stetige Funktionen in I. Weiter gelte in I die folgende

https://en.wikipedia.org/wiki/Jim_Simons_(mathematician)
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Integral-Ungleichung

u(t) ≤ α(t) +
t∫

a

A(s)u(s)ds , (5.3.2)

dann folgt daraus die Ungleichung:

u(t) = α(t) +
t∫

a

α(s)A(s) exp(
t∫

s

A(r)dr) ds . (5.3.3)

Und wenn zusätzlich α(t) nicht abnehmend ist, dann gilt sogar:

u(t) ≤ α(t) exp(
t∫

a

A(s)ds) . (5.3.4)

Beweis: Wir beginnen mit der Definition einer Hilfsfunktion v(s):

v(s) ..= exp(−
s∫

a

A(r)dr)
s∫

a

A(r)u(r)dr ⇒

v′(s) = −A(s) exp(−
s∫

a

A(r)dr)
s∫

a

A(r)u(r)dr + exp(−
s∫

a

A(r)dr)A(s)u(s)

=

u(s)−
s∫

a

A(r)u(r)dr

A(s) exp(−
s∫

a

A(r)dr) .

Nach Voraussetzung 5.3.2 gilt für die erste Klammer [. . .] ≤ α(s) und damit

v′(s) ≤ α(s)A(s) exp(−
s∫

a

A(r)dr) .

Mit v(a) = 0 kann man diese Gleichung integrieren:

v(t) ≤
t∫

a

α(s)A(s) exp(−
s∫

a

A(r)dr)

 ds .

Aus der Definition von v(s) folgt (jetzt mit t statt mit s)
t∫

a

A(r)u(r)dr = exp(
t∫

a

A(r)dr) v(t)
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und nun setzt man hier die Ungleichung für v(t) ein und erhält
t∫

a

A(r)u(r)dr ≤ exp(
t∫

a

A(r)dr)
t∫

a

α(s)A(s) exp(−
s∫

a

A(r)dr)

 ds

=
t∫

a

α(s)A(s) exp(
t∫

a

A(r)dr) exp(−
s∫

a

A(r)dr)

 ds

=
t∫

a

α(s)A(s) exp(
t∫

s

A(r)dr)ds .

Mit der Voraussetzung 5.3.2 folgt 5.3.3:

u(t) ≤ α(t) +
t∫

a

A(s)u(s)ds = α(t) +
t∫

a

α(s)A(s) exp(
t∫

s

A(r)dr)ds .

Wenn nun zusätzlich α(t) nicht abnehmend ist, d.h. s ≤ t ⇒ α(s) ≤ α(t), dann folgt
mit

∫ t
a
f ′(s)ds = f(s)|s=ts=a:

u(t) ≤ α(t) + α(t)
t∫

a

A(s) exp(
t∫

s

A(r)dr)ds

= α(t) + α(t)
t∫

a

A(s) exp(−
s∫
t

A(r)dr)ds

= α(t)− α(t) exp(−
s∫
t

A(r)dr)|s=ts=a

= α(t)− α(t) exp(
t∫

s

A(r)dr)|s=ts=a

= α(t)− α(t) + α(t) exp(
t∫

a

A(r)dr)

= α(t) exp(
t∫

a

A(r)dr) . 2

Damit ist 5.3.4 bewiesen.
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Satz 5.3.3 Sei T eine ’makroskopische Zeit’, also groß gegenüber den inneren Zeit-
skalen der ungestörten Quantendynamik. Wir nehmen an, daß sich das System zum
Zeitpunkt t = 0 im n. Eigenzustand befindet:

|ψ(0)〉 = |n,R(0)〉 mit Ĥ(~R(0)) |n, ~R(0)〉 = En(~R(0)) |n, ~R(0)〉 . (5.3.5)

Wir setzen voraus, daß die zeitabhängige Schrödingergleichung zu jedem Zeitpunkt zum
Energie-Eigenwert En eine quasistationäre Lösung |n, ~R(t)〉 hat und fragen nach dem
Zusammenhang zwischen |n, ~R(0)〉 und |n, ~R(T )〉 für T →∞. Unter diesen Vorausset-
zungen ist |ψ(n, ~R(t))〉adiab. eine Näherungslösung für das exakte |ψ(t)〉 und es gilt:

|ψ(n, ~R(t))〉adiab. ..= eiθn(t)eiγn(t)|n, ~R(t)〉 . (5.3.6)

Hierbei bezeichet θn(t) die quantenmechanische Phase und γn(t) die sog. Berry-Phase.
Beide Phasenfaktoren sind reell.

θn(t) ..= −1
~

t∫
0

En(t′)dt′ , (5.3.7)

γn(t) ..= i

t∫
0

〈n, ~R(T ) | ∂t′|n, ~R(T )〉dt′ (5.3.8)

= i

~R(t)∫
~R(0)

〈n, ~R(T ) | ∇~R|n, ~R(T )〉d~R . (5.3.9)

Dann ist |ψ(n, ~R(t))〉adiab. eine Näherungslösung für |ψ(t)〉 mit einer Abweichung in der
Größenordnung o( 1

T
), wenn o das Landausche ’Klein-o’ Symbol ist:

|| |ψ(t)〉 − |ψ(n, ~R(t))〉adiab. || = o( 1
T

) . (5.3.10)

Beweis: Als erstes soll γn(t) ∈ R gezeigt werden:

Im(γn(t)) = 1
2[γn(t)− γ∗n(t)]

= 1
2[i

t∫
0

〈ψn(t′) | ∂t′ψn(t′)〉dt′ − (−i)
t∫

0

〈∂t′ψn(t′) | ψn(t′)〉dt′]

= i

2

t∫
0

∂t′〈ψn(t′) | ψn(t′)〉dt′ = i

2

t∫
0

∂t′(1)dt′ = 0 .
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Um den Grenzübergang T → ∞ mathematisch einfacher zu gestalten betrachtet man
die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung mit der relativen Zeit λ ..= t

T
:

Ĥ( t
T

) |ψ̃(t)〉 = i~
∂

∂t
|ψ̃(t)〉 bzw.

Ĥ(λ) |ψ(λ)〉 = i~
∂

T∂λ
|ψ(λ)〉 mit λ ..= t

T
∈ [0, 1] . (5.3.11)

Zu jedem Zeitpunkt λ kann man die stationäre Schrödinger-Gleichung lösen:

Ĥ(~R(λ)) |n,R(λ)〉 = i~
∂

T∂λ
|n, ~R(λ)〉 = En(~R(λ)) |n, ~R(λ)〉 ⇒ (5.3.12)

|n, ~R(λ)〉 = |n, ~R(0)〉e
− i

~T
λ∫
0
En(λ′)dλ′

= |n, ~R(0)〉eiT θn(λ) . (5.3.13)

Die Eigenvektoren |n, ~R(λ)〉 stellen zum Zeitpunkt λ eine vollständige Orthonormal-
Basis dar. Also kann man |ψ(λ)〉 nach dieser Basis entwickeln:

|ψ(λ)〉 ..=
∑
n

cn(λ) |n, ~R(λ)〉eiT θn(λ) . (5.3.14)

Daß man hier den Faktor der quantenmechanischen Phase θn(λ) mit in diese Definition
hinein nimmt ist nur eine Konvention. Jetzt setzt man dieses |ψ(λ)〉 in die stationäre
Schrödingergleichung 5.3.12 ein und erhält:

i~
∑
n

[(∂λcn(λ)) |n, ~R(λ)〉+ cn(λ) ∂λ|n, ~R(λ)〉+ iT (∂λθn(λ))cn(λ)|n, ~R(λ)〉]eiT θn(λ)

=i~
∑
n

[(∂λcn(λ)) |n, ~R(λ)〉+ cn(λ) ∂λ|n, ~R(λ)〉+ iT (−1
~
En(λ))cn(λ)|n, ~R(λ)〉]eiT θn(λ)

=T
∑
n

cnEn(~R(λ)) |n, ~R(λ)〉eiT θn(λ) ⇒

i~
∑
n

[(∂λcn(λ)) |n, ~R(λ)〉+ cn(λ) ∂λ|n, ~R(λ)〉]eiT θn(λ) = 0 ⇒

〈m, ~R(λ)|
∑
n

[(∂λcn(λ)) |n, ~R(λ)〉eiT θn(λ) = −〈m, ~R(λ)|
∑
n

cn(λ) ∂λ|n, ~R(λ)〉eiT θn(λ) ⇒

∂λcm(λ) = −
∑
n

cn(λ) 〈m, ~R(λ)|∂λ|n, ~R(λ)〉eiT (θn(λ)−θm(λ)) . (5.3.15)
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Man sieht, daß die Exponentialfunktion auf der rechten Seite für T →∞ immer schnel-
ler oszilliert und damit vielleicht alle Terme auf der rechten Seite mit Ausnahme von
θm(λ) = θn(λ), d.h. Em(λ) = En(λ) unterdrücken wird. Diese Vermutung soll jetzt
exakt gezeigt werden.
Zunächst soll aus der Summe in 5.3.15 der Term mit m = n herausgenommen werden
und vom Rest gezeigt werden, daß dieser für T → ∞ gegen 0 geht. Wir führen dazu
die folgende Funktion

dm(λ) ..= cm(λ) e−iγm(λ)

ein und zeigen, daß ∂λdm(λ) gerade die Summe in 5.3.15 ohne den m = n Term ist.

∂λdm(λ) = ∂λ(cm(λ) e−iγm)

= (∂λcm(λ)) e−iγm + cm(λ)(−i)i〈m, ~R(λ)|∂λ|m, ~R(λ)〉 e−iγm(λ)

= −
∑
n

cn(λ) 〈m, ~R(λ)|∂λ|n, ~R(λ)〉eiT (θn(λ)−θm(λ)) e−iγm(λ)

+ cm(λ)〈m, ~R(λ)|∂λ|m, ~R(λ)〉 e−iγm(λ)

= −
∑
n6=m

cn(λ) 〈m, ~R(λ)|∂λ|n, ~R(λ)〉eiT (θn(λ)−θm(λ)) e−iγm(λ) .

Nun ist cn(λ) = dn(λ) eiγn(λ) und damit folgt:

∂λdm(λ) = −
∑
n6=m

dn(λ) 〈m, ~R(λ)|∂λ|n, ~R(λ)〉eiT (θn(λ)−θm(λ)) e−i(γm(λ)−γn(λ) .

Mit der Definition von

Âmn(T, λ) ..= 〈m, ~R(λ)|∂λ|n, ~R(λ)〉eiT (θn(λ)−θm(λ)) e−i(γm(λ)−γn(λ)

können wir dies etwas übersichtlicher schreiben:

∂λdm(λ) = −
∑
n6=m

Âmn(T, λ)dn(λ) . (5.3.16)

Diese Gleichung kann man integrieren und erhält:

dm(1)− dm(0) = −
1∫

0

∑
n6=m

Âmn(T, λ)dn(λ)dλ

= −
1∫

0

∑
n6=m

Âmn(T, λ)(dn(λ)− dn(0))dλ
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−
1∫

0

∑
n 6=m

Âmn(T, λ)dn(0)dλ .

Jetzt kürzen wir noch den letzten Term etwas ab, indem wir definieren:

αm(T ) ..=
1∫

0

∑
n6=m

Âmn(T, λ)dn(0)dλ ,

und schreiben dm(1)− dm(0) als Vektorgleichung:

~d(1)− ~d(0) = −
1∫

0

Â(T, λ)(~d(λ)− ~d(0))dλ− ~α(T ) ⇒

||~d(1)− ~d(0)|| ≤ ||~α(T )||+
1∫

0

||Â(T, λ)|| · ||(~d(λ)− ~d(0))||dλ .

Diese Integralgleichung erfüllt nun alle Voraussetzungen der im obigen Lemma bewie-
senen Grönwall-Integral-Ungleichung und damit folgt für ||~d(1)− ~d(0)||:

||~d(1)− ~d(0)|| ≤ ||~α(T )|| exp(
1∫

0

||Â(T, λ)||dλ) .

Hiermit ist der Beweis fast abgeschlossen.
Jetzt muß man nur noch zeigen, daß lim

T→∞
||~α(T )|| = 0 ergibt.

αm(T ) ..=
1∫

0

∑
n6=m

Âmn(T, λ)dn(0)dλ

=
1∫

0

∑
n6=m

〈m, ~R(λ)|∂λ|n, ~R(λ)〉eiT (θn(λ)−θm(λ)) e−i(γm(λ)−γn(λ)dn(0)dλ

Dieser Ausdruck ist im Wesentlichen eine Foriertransformation der Form

|
∫
f(x)eiTxdx| = |

∫
f ′(x) 1

iT
eiTxdx| ≤ 1

T

∫
|f ′(x)|dx ' o( 1

T
)→ 0 für T →∞ .

2
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5.3.4 Berry-Phase

Es seien wieder die Voraussetzungen des quantenmechanischen Adiabatentheorems ge-
geben. Damit enthalte der Hamilton-Operator eine explizite Zeitabhängigkeit Ĥ =
Ĥ(~R(t)) durch einen Satz äußerer Parameter ~R(t), die sich ’hinreichend langsam’ än-
dern, so daß das System in seinem anfänglichen Energiezustand verbleibt, modulo eines
zeitabhängigen Phasenfaktors. Die Phasenänderung γn(~R(t)) ∈ R mit t ∈ [0, T ] heißt
Berry-Phase:

γn(T ) ..= i

T∫
0

〈n, ~R(t′) | ∂t′ |n, ~R(t′)〉dt′ (5.3.17)

= i

~R(T )∫
~R(0)

〈n, ~R(t′) | ∂

∂Rµ
|n, ~R(t′)〉dR

µ

dt′
dt′ (5.3.18)

= i

~R(T )∫
~R(0)

〈n, ~R(t′) | d |n, ~R(t′)〉 . (5.3.19)

Der Phasenfaktor eiγn(T ) ist ein Element der unitären Gruppe U(1). Wir führen nun für
den Integralkern die folgende 1-Form A(n, ~R(t)) ein, von der wir anschließend zeigen
werden, daß dieser Ausdruck sich wie eine lokale Zusammenhangsform transformiert,
oder in der Sprache der Physiker, wie ein Eichpotential:

A(n, ~R(t)) ..= AµdRµ ..= 〈n, ~R(t) | d |n, ~R(t)〉 = 〈n, ~R(t) | ∂

∂Rµ
|n, ~R(t)〉dRµ . (5.3.20)

A(n, ~R(t)) ist antihermitesch, denn:

0 = d〈n, ~R(t) | n, ~R(t)〉 = (d〈n, ~R(t) |) | n, ~R(t)〉+ 〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉)

= 〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉)∗ + 〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉) ⇒

〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉)∗ = −〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉) .

Also ist die 1-Form A(n, ~R(t)) rein imaginär und somit ein Element der Lie-Algebra
u(1) = {i · c ∈ i · R}, und die Berry-Phase γn(T ) ist reell.

γn(T ) = i

~R(T )∫
~R(0)

A(n, ~R(t)) ,
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führt zu einer entsprechenden Phasenverschiebung der Wellenfunktion:

|n, ~R(t)〉 = exp(iγn(t)) |n, ~R(0)〉 = exp

−
~R(T )∫
~R(0)

A(n, ~R(t))

 |n, ~R(0)〉 .

Jetzt soll die differentialgeometrischen Beschreibung der Berry-Phase erläutert werden.
Ähnlich wie man den Elektromagnetismus als eine U(1) Eichtheorie über der vierdi-
mensionalen Minkowski-Raumzeit M = R4 als Basismannigfaltigkeit beschrieben hat
(31.2), wählt man hier eine Eichtheorie mit der Eichgruppe

U(1) ..= {eiγn(t) = exp

−
~R(T )∫
~R(0)

A(n, ~R(t))

 | A(n, ~R(t)) ∈ u(1), t ∈ [0, T ]}

über der Mannigfaltigkeit M = {~R(t)|t ∈ [0, T ]}.
Das Prinzipalbündel ist also P (M,U(1)). Die Liegruppe U(1) ist eindimensional und
abelsch, also sind alle Strukturkonstanten f γ

αβ = 0 und man benötigt keine Gruppenin-
dizes α, β. Damit ist A(n, ~R(t)) eine u(1)-wertige 1-Form und ein geeignter Kandidat für
eine lokale Zusammenhangsform, oder in der Sprache der Physiker, ein Eichpotential.
Seien Ui eine Karte einer offenen Überdeckung von M , σi : Ui → P ein lokaler Schnitt.
Jetzt soll gezeigt werden, daß Ai(n, ~R(t)) bei einem Kartenwechsel mit einer Funktion
tij ∈ U(1) von einer Karte Ui auf eine Karte Uj tatsächlich die für eine Eichtransfor-
mation richtige Kompatibilitätsbedingung erfüllt (30.4.8).

|n, ~R(t)〉j = |n, ~R(t)〉itij(n, ~R(t)) ⇒

Aj(n, ~R(t)) = 〈n, ~R(t)|j d |n, ~R(t)〉j

= tij(n, ~R(t))−1〈n, ~R(t)|i d (|n, ~R(t)〉itij(n, ~R(t))

= tij(n, ~R(t))−1〈n, ~R(t)|i d (|n, ~R(t)〉i)tij(n, ~R(t))

+ tij(n, ~R(t))−1〈n, ~R(t)|i|n, ~R(t)〉i dtij(n, ~R(t))

= tij(n, ~R(t))−1Ai(n, ~R(t))tij(n, ~R(t)) + tij(n, ~R(t))−1 dtij(n, ~R(t)) .

Damit stellt Ai(n, ~R(t)) also einen lokalen Zusammenhang dar - man spricht auch vom
Berry-Zusammenhang.
Aus der lokalen Zusammenhang-1-Form Ai(n, ~R(t)) kann man durch Differenzieren die
lokale Krümmungs-2-Form Fi(n, ~R(t)) gewinnen (30.4.21):

Fi(n, ~R(t)) = dAi(n, ~R(t)) +Ai(n, ~R(t)) ∧ Ai(n, ~R(t))
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= dAi(n, ~R(t)) = d〈n, ~R(t)|i d |n, ~R(t)〉i

= (d〈n, ~R(t)|i) ∧ (d |n, ~R(t)〉i)

= ( ∂

∂Rµ
〈n, ~R(t)|i) ( ∂

∂Rν
|n, ~R(t)〉i) dRµ ∧ dRν .

Für eine Eichtransformation tij(n, ~R(t)) ∈ U(1) dieser Krümmung gilt (30.4.27):

Fj(n, ~R(t)) = t−1
ij (n, ~R(t))Fi(n, ~R(t)) tij(n, ~R(t)) = Fi(n, ~R(t)) .

Also ist Fj(n, ~R(t)) eichinvariant.

Der Berry-Phasenfaktor eiγn(t), der auf einem offenen Weg C von ~R(0) nach ~R(T ) ent-
steht, kann durch eine geeignete Wahl (Eichung) der Wellenfunktion beseitigt wer-
den. Wenn es sich aber bei dem Weg C um einen geschlossenen Weg von ~R(0) nach
~R(T ) = ~R(0) handelt, d.h. um eine Holonomie, dann ist γn(T ) eichinvariant, denn mit-
tels des Satzes von Stokes (21.1.1) kann γn(t) auch als Intergral der Krümmung über
die von C umschlossene Fläche S ausgedrückt werden:

γn(T ) = i

~R(T )∮
C=~R(0)

Ai(n, ~R(t)) = i

∫∫
S

Fi(n, ~R(t)) .

Wenn es einen einzigen eindeutigen Zusammenhang auf dieser Fläche S gibt, dann muß
natürlich γn(T ) nach einem Umlauf auf dem Weg C ein ganzahliges Vielfaches von
2π sein, um die Eindeutigkeit der Wellenfunktion zu gewährleisten. Wenn es aber in
der Fläche S eine Singularität gibt, wie z.B. beim Dirac-Monopol, dann erzwingt diese
nichttriviale Topologie mehrere verschiedene Zusammenhangsformen und damit eine
nichttriviale Berry-Phase γn(T ).
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6.1 Klaus von Klitzing (1943)

Abbildung 6.1: K. von Klitzing
Pontifical Academy of Sciences

(2015), CC BY-SA 4.0.
[https://de.wikipedia.org/wiki/

Klaus_von_Klitzing]

Klaus von Klitzing wurde 1943 in Schroda
im Warthegau (polnisch Okręg Warcki) ge-
boren. Die Familie kam nach Kriegsende als
Heimatvertriebene nach Niedersachsen. Nach
dem Abitur 1962 in Quakenbrück studierte
von Klitzing an der TU Braunschweig Phy-
sik und schloß dort 1969 mit dem Diplom ab.
Danach war er bis 1980 Doktorand und Assi-
stent bei dem Festkörper-Physiker Prof. Land-
wehr an der Universität Würzburg. Von 1979
bis 1980 arbeite von Klitzing am Hochfeld-
Magnetlabor in Grenoble, wo er den integralen
Quanten-Hall-Effekt experimentell entdeckte
(von Klitzing u. a. (1980)). Er arbeitete da-
mals mit MOSFETs (metal oxide semiconduc-
tor field effect transistors) auf Silizium-Basis,
die er von Pepper und Dorda erhalten hatte.
Diese Strukturen lassen sich sehr gut als ein 2-
dimensionales Elektronengas beschreiben. Von
Klitzings Versuche fanden bei einer Tempe-
ratur von 4.2 Kelvin und Magnetfeldern von
bis zu 40 Tesla statt und sollten ursprünglich
der Erforschung von störenden Oberflächenzu-
ständen in MOS-Strukturen dienen. Von Klit-
zing fand für die Hall-Leitfähigkeit

σxy = Jkanal
UHall

= e2n

h
mit n ∈ N .

Die Größe RK heißt Von-Klitzing-Konstante:

RK ..= h

e2 ' 25.8 kΩ

Unmittelbar nach seiner Entdeckung 1980 berief ihn die TU München auf eine Professur
für Festkörperphysik. Seit 1985 arbeitete er als einer der Direktoren des Max-Planck-
Instituts für Festkörperforschung in Stuttgart und im gleichen Jahr erhielt er für seine
Entdeckung den Nobelpreis Nobelpreis für Physik.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
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Seit 2019 stützt sich die Neudefinition der SI-Einheiten auf eine Neudefinition des Ki-
logramms mittels der Von-Klitzing-Konstanten.
[Quelle: de.wikipedia: Klaus_von_Klitzing]

6.2 Einführung in den integralen Quanten-Hall-Effekt

Abbildung 6.2: Quanten-Hall-Effekt:
Hall-Widerstand

Antikon (2009), CC BY-SA 3.0.
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Quanten-Hall-Effekt]

Es dauerte nach der Entdeckung des Quanten-
Hall-Effektes durch von Klitzing im Jahr 1980
nicht lange, bis Thouless et al. (Thouless u. a.
(1982)) eine festkörpertheoretische Beschrei-
bung des integralen Quanten-Hall-Effektes auf
topologischer Basis vorlegen konnten. Die Ab-
kürzung TKNN steht hier für die Anfangs-
buchstaben der Autoren dieser Arbeit: Thou-
less, Kohmoto, Nightingale und den Nijs.
Heute hat sich das Gebiet des Quanten-Hall-
Effektes gewaltig verbreitert, wie schon ein er-
ster Blick auf das arXiv Preprint-Archiv zeigt.
Die historisch gesehen erste Erweiterung
des integralen Quanten-Hall-Effektes war die
Einbeziehung der Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkung, die zum fraktionalen Quanten-Hall-
Effekt führte, bei dem die natürlichen Zahlen
n im Zähler von σxy durch rationale Zahlen
der Form q = m

2m+1 , oder q = 1 − m
2m+1 , mit

m ∈ N, oder ähnliche Quotienten zu ersetzen
sind.

Inzwischen konnte man den Quanten-Hall-Effekt sogar bei Raumtemperaturen bei 1-
Atom-lagigen Graphen-Proben zeigen. Und der Quanten-Hall-Effekt kann statt mit
einem Elektronengas und elektrischen Strömen auch bei einem Spingas und Spinströmen
nachgewiesen werden.
Der logisch naheliegende nächste Schritt ist die Erforschung von topologisch geschützten
Isolatoren, die mathematisch mit Hilfe von Kohomolgie-Gruppen beschrieben werden
können.
Wir orientieren uns im folgenden an der Originalarbeit von Thouless u. a. (1982), an
einigen der Artikel im Sammelband Prange u. Girvin (1987a), insb. dem Artikel von
Thouless ’Topological Considerations’, und erneut an der schönen Vorlesung von Tong
(2016), S. 61 ff.
Zuvor tragen wir aber noch einige benötigte Grundlagen aus der Quantenmechanik
zusammen, insb. zumWechselwirkungs-Bild der QM und dem Formalismus der Linearen
Antwort-Theorie von Kubo.

https://de.wikipedia.org/wiki/Klaus_von_Klitzing
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://arxiv.org/
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6.3 Klassischer Hall-Effekt

JKanal

B

UHall

Abbildung 6.3: Geometrie im klassischen Hall-Effekt

Der klassische Hall-Effekt wurde in Jahr 1879 von Edwin Hall im Rahmen seiner Dok-
torarbeit an einer Gold-Probe entdeckt.
Die klassische Bewegungsgleichung für ein Teilchen der Masse m und der Ladung −e in
einem Magnetfeld senkrecht zur Bewegungsrichtung ergibt sich aus der Lorentzkraft:

d~p

dt
= m

d~v

dt
= −e~v × ~B . (6.3.1)

Jetzt bewege sich das Teilchen nur in der x, y Ebene und ~B zeige in die z-Richtung
. Daraus folgen zwei gekoppelte gewöhnliche Differentialgleichungen und daraus die
Teilchen Bewegung:

m
d2x

dt2
= −edy

dt
B und m

d2y

dt2
= e

dx

dt
B . (6.3.2)

Die allgemeine Lösung ist:

x(t) = x0 + r sin(eB
m
t+ ϕ0) und y(t) = y0 + r cos(eB

m
t+ ϕ0) . (6.3.3)

Für zwei gewöhnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung gibt es vier Intergrationskon-
stanten, hier also x0, y0, r, ϕ0, die sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen lassen.
Die Frequenz dieser Kreisbahnen heißt Zyklotron-Frequenz:

ωB ..= eB

m
. (6.3.4)

Ein klassisches Modell für den Hall-Effekt ist das Drude-Modell. Hier wird zur obigen
Bewegungsgleichung einfach noch ein elektrisches Feld in x-Richtung und ein geschwin-
digkeitsabhängiger Reibungsterm m

τ
~v mit einer mittleren Streuzeit τ hinzugefügt:

d~p

dt
= m

d~v

dt
= −e ~E − e~v × ~B − m

τ
~v . (6.3.5)
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Eine Gleichgewichtslösung ergibt sich mit d~v/dt = 0:

~v + eτ

m
~v × ~B = −eτ

m
~E . (6.3.6)

Es liege ~v wieder in der x, y Ebene und ~B zeige in die z-Richtung. Die Stromdichte J
sei über die Ladungsträgerdichte −ne gegeben als:

~J ..= −ne~v . (6.3.7)

Damit folgt aus 6.3.6:

~J + eτ

m
~J × ~B = ne2τ

m
~E ⇒

Jx + eBτ

m
Jy = ne2τ

m
Ex und Jy −

eBτ

m
Jx = ne2τ

m
Ey ⇒

(
1 ωBτ

−ωBτ 1

)
~J = ne2τ

m
~E . (6.3.8)

Im Fall von ~B = 0 folgt mit ωB = 0 sofort ~J = σ0 ~E = ne2τ
m

~Eund damit ergibt sich aus
6.3.8:

~E = 1
σ0

(
1 ωBτ

−ωBτ 1

)
~J = ρ ~J , (6.3.9)

mit dem spezifischen Widerstands-Tensor ρ. Daraus folgt:

ρxx = 1
σ0

= m

ne2τ
und ρxy = ωBτ

σ0
= eBτ

m

m

ne2τ
= B

ne
. (6.3.10)

xx

B

xx

xy

Abbildung 6.4: Spezifischer Widerstand im klassischen Hall-Effekt

Bemerkenswert daran ist, daß ρxx nicht vom Magnetfeld ~B abhängt und daß ρxy einer-
seits linear von ~B abhängt und gleichzeitig unabhängig von der mittleren Streuzeit τ ,
und damit den mikroskopischen Details der Probe ist.
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In der Theorie des Quanten-Hall-Effektes wird statt dem spezifischen Widerstand ρ
jedoch meistens die spezifische Leitfähigkeit σ bestimmt und hierfür ergibt sich im
Drude-Modell:

~J = σ ~E = σ0

(
1 ωBτ

−ωBτ 1

)−1

~E = σ0

1 + ω2
Bτ

2

(
1 −ωBτ
ωBτ 1

)
~E . (6.3.11)

Soviel zum klassischen Hall-Effekt.



90 6 Integraler Quanten-Hall-Effekt

6.4 Schrödinger-, Heisenberg- und
Wechselwirkungs-Bild der QM

Die Operator-Gleichungen der Quantenmechanik sind nur bis auf eine Unitäräquivalenz
bestimmt. Drei verschiedene Bilder oder Darstellungen der Quantenmechanik sind in
der Physik gebräuchlich, das Schrödinger-Bild, das Heisenberg-Bild und das von Dirac
eingeführte Wechselwirkungs-Bild. Alle Physiker sind damit hinlänglich vertraut. Wenn
wir dies hier nochmals ausführlich vortragen, dann als Hilfestellung für die Mathema-
tiker unter unseren Leserinnen und Lesern :-) Wir folgen Fick (1972), S. 172-224, in
teilweise abweichenden Bezeichnungen.
Eine Form des Zugangs zur Quantenmechanik ist der Übergang von Größen der klas-
sischen Physik zu den entsprechenden selbstadjungierten Operatoren in einem Hilbert-
raum. Dieser Vorgang wird Quantisierung genannt und ist nicht eindeutig. Sei also

F (qi, pi, t) ..= F (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) , n ∈ N ,

eine Funktion der klassischen Mechanik, die von den Ortsvariablen qi und Impulsva-
riablen pi mit i ∈ {1, . . . , n} und noch explizit von der Zeit t abhängig sei. Eine For-
mulierung der Bewegungsgleichung für F in der klassischen Mechanik ist die folgende
Aussage mithilfe der Poisson-Klammer:

dF

dt

!= {H,F}+ (∂F
∂t

)ex. (6.4.1)

=
n∑
i=1

(∂H
∂pi

∂F

∂qi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi
) + (∂F

∂t
)ex.

=
n∑
i=1

(dqi
dt

∂F

∂qi
+ ∂F

∂pi

dpi
dt

) + (∂F
∂t

)ex.

=
n∑
i=1

(∂F
∂qi

dqi
dt

+ ∂F

∂pi

dpi
dt

) + (∂F
∂t

)ex. .

Die gewöhnliche Quantisierungsmethode ersetzt die klassische Variable F durch den
selbstadjungierten Operator F und die klassische Größe dF

dt
, die zeitliche Veränderung

von F , durch einen selbstadjungierten Operator
◦
F , genannt Observable der zeitlichen

Veränderung des Operators F . Der Operator
◦
F stimmt im allgemeinen nicht mit dF

dt

überein, denn die Zeitabhängigkeit von F ist ja nur bis auf eine. möglicherweise zeit-
abhängige unitäre Transformation bestimmt.

Für
◦
F verlangt man bei der Quantisierung in Analogie zur klassischen Mechanik:

◦
F != i

~
[H,F ] + (∂F

∂t
)ex. = i

~
(HF −FH) + (∂F

∂t
)ex. . (6.4.2)
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Jedes quantenmechanische System werde durch einen Hilbertraum-Zustandvektor |ψ〉
beschrieben, oder alternativ durch den Projektions-Operator P|ψ〉:

P|ψ〉 ..=| ψ〉〈ψ | . (6.4.3)

Man kann P|ψ〉 auch als den statistischen Operator ρ eines reinen Zustands | ψ〉 be-
trachten und dann den Begriff des statistischen Operators ρ auf sog. Gemische verall-
gemeinern, in welchen dem Zustand des Systems nur sehr unvollständig bekannt ist:

ρ ..=
∑
α

pαP|ψα〉 =
∑
α

pα | ψα〉〈ψα | , (6.4.4)

mit Wahrscheinlichkeiten pα und
∑
α

pα = 1 .

Der Operator
◦
P |ψ〉 beschreibt eine Änderung der zeitlichen Zuordnung von P|ψ〉 zum

System. Diese liegt solange nicht vor, solange sich das System ohne eine Messung frei
entwickelt:

◦
P |ψ〉 = i

~
[H,P|ψ〉] + (

∂P|ψ〉
∂t

)ex.
!= 0 . (6.4.5)

In der klassischen Mechanik sagt die Liouville-Gleichung, daß sich die klassische Pha-
senraumdichte ρ(qi, pi, t) zeitlich nicht ändert, da Phasenraumpunkte weder entstehen
noch vergehen:

dρ

dt
= {H,F}+ (∂ρ

∂t
)ex.

!= 0 . (6.4.6)

Wegen der Linearität des statistischen Operators ρ und 6.4.5 folgt daraus sofort:

◦
ρ = i

~
[H, ρ] + (∂ρ

∂t
)ex.

!= 0 . (6.4.7)

Der Erwartungswert des Operators F in einem reinen Zustand |ψ〉 ist definiert als

〈F〉 = 〈φ | Fφ〉 = tr(P|ψ〉F) = tr(ρF) . (6.4.8)

Im nächsten Schritt untersucht man die Dynamik eines quantenmechanischen Systems
unter zeitabhängigen Äquivalenztransformationen. Sei B(t) eine solche zeitabhängige
unitäre Äquivalenztransformation, d.h. B†(t) = B−1(t). Alle Erwartungswerte 〈F〉 blei-
ben durch diese Transformation unverändert:

〈B(t)FB(t)−1〉 = 〈φ | B(t)FB(t)−1φ〉 = 〈B(t)†φ | FB(t)−1φ〉

= 〈B(t)†φ | FB(t)†φ〉 = 〈φ | Fφ〉 = 〈F〉 .
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Seien jetzt

F(t) = B(t)F(xi, pi, t)B(t)† = F(xi(t), pi(t), t) ,
F(t0) = B(t0)F(xi, pi, t)B(t0)† = F(xi(t0), pi(t0), t) ,

}
⇒

F(t) = B(t)B(t0)†F(t0)B(t0)B(t)† = (B(t)B(t0)†)F(t0)(B(t)B(t0)†)†

= .. A(t, t0)F(t0)A†(t, t0) , mit A(t, t0) ..= B(t)B(t0)† .

Aus der Unitarität von B(t) folgt auch die Unitarität von A(t, t0), d.h. A†(t, t0) =
A−1(t, t0), und es gilt:

A(t, t) = 1 , A(t, t0) = A†(t0, t) , A(t, t0) = A(t, t1)A(t1, t0) . (6.4.9)

Lemma 6.4.1 Mit den obigen Definitionen folgt:

F(t) = A(t, t0)F(t0)A†(t, t0) . (6.4.10)

dF
dt

= i

~
[X(t),F(t)] + (∂F

∂t
)ex. mit X(t) ..= ~

i

dA(t, t0)
dt

A†(t, t0) . (6.4.11)

Mit der Definition von
◦
F in 6.4.2 folgt unmittelbar:
dF
dt

=
◦
F + i

~
[(X(t)−H(t)),F(t)] . (6.4.12)

Der Operator X(t) ..= ~
i
dA(t,t0)

dt
A†(t, t0) hängt nur von der Variablen t ab und ist selbst-

adjungiert.
Verschiedene Bilder der Quantenmechanik wählen verschiedene Operatoren X(t). Wenn
X ein explizit zeitunabhängiger Operator ist, dann folgt einfach:

A(t, t0) = e
i
~X(t)(t−t0) . (6.4.13)

Wenn X(t) dagegen ein zeitabhängiger Operator ist, dann muß man wegen der Nicht-
kommutativität von X(ti) und X(tj) zu verschiedenen Zeiten ti und tj zusätzlich einen
Zeitordnungs-Operator T̂ einführen:

A(t, t0) = T̂ e
i
~
∫ t
t0
X(t′,t0)dt′

. (6.4.14)

Hierbei ist T̂ der sog. Zeitordnungs-Operator, der in zeitabhängigen Operatorprodukten
die Operatoren in der Reihenfolge abnehmender Zeiten von links nach rechts ordnet,
also:

T̂X(t1)X(t2) =
{
X(t1)X(t2) für t1 ≥ t2 ,

X(t2)X(t1) für t2 > t2 .
(6.4.15)

Die obige Operator-Exponentialfunktion ist hier als Potenzreihe definiert, wobei zu-
nächst offen bleibt, ob es sich um eine konvergente, eine divergente, oder um eine
asymptotische Reihe handelt.
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Beweis: Zunächst einmal gilt:

0 = d

dt
(1) = d

dt
(A(t, t0)A−1(t, t0))

= dA(t, t0)
dt

A−1(t, t0) + A(t, t0)dA
−1(t, t0)
dt

⇒

dA†(t, t0)
dt

= dA−1(t, t0)
dt

= −A−1(t, t0)dA(t, t0)
dt

A−1(t, t0)

= −A†(t, t0)dA(t, t0)
dt

A†(t, t0) .

Damit folgt:

dF
dt

= dA(t, t0)
dt

F(xi(t0), pi(t0), t)A†(t, t0)

+ A(t, t0)(∂F(xi(t0), pi(t0), t)
∂t

)ex.A†(t, t0)

+ A(t, t0)F(xi(t0), pi(t0), t)dA
†(t, t0)
dt

= dA(t, t0)
dt

A†(t, t0)A(t, t0)F(xi(t0), pi(t0), t)A†(t, t0)

+ A(t, t0)(∂F(xi(t0), pi(t0), t)
∂t

)ex.A†(t, t0)

− A(t, t0)F(xi(t0), pi(t0), t)A†(t, t0)dA(t, t0)
dt

A†(t, t0)

= dA(t, t0)
dt

A†(t, t0)F(xi(t), pi(t), t)

+ (∂F(xi(t), pi(t), t)
∂t

)ex.

−F(xi(t), pi(t), t)
dA(t, t0)

dt
A†(t, t0)

= [dA(t, t0)
dt

A†(t, t0),F(xi(t), pi(t), t)] + (∂F(xi(t), pi(t), t)
∂t

)ex. .

Jetzt führt man für den ersten Ausdruck im Kommutator als Abkürzung einen neuen
Operator X(t) ein:

X(t) ..= ~
i

dA(t, t0)
dt

A†(t, t0) .
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Dieser Operator X(t) hängt tatsächlich nur von t und nicht von t0 ab, denn:

dA(t, t0)
dt

A†(t, t0) = d(A(t, t1)A(t1, t0))
dt

(A(t, t1)A(t1, t0))†

= dA(t, t1)
dt

A(t1, t0)A†(t1, t0)A†(t, t1)

= dA(t, t1)
dt

A†(t, t1) .

Außerdem ist X(t) wegen des Faktors i selbstadjungiert:

X†(t) = −~
i
A(t, t0)dA

†(t, t0)
dt

= −~
i
A(t, t0)(−A†(t, t0)dA(t, t0)

dt
A†(t, t0))

= ~
i

dA(t, t0)
dt

A†(t, t0) = X(t) .

Damit folgt

dF
dt

= i

~
[X(t),F(xi(t), pi(t), t)] + (∂F(xi(t), pi(t), t)

∂t
)ex. .

Diesen selbstadjungierten Operator X(t) verwendet man zur Definition des quantenme-
chanischen Bildes (Darstellung). Von X(t) kann man dann durch Integration zu A(t, t0)
gelangen:

dA(t, t0)
dt

= i

~
X(t)A(t, t0) .

Eine hierzu äquivalente Integralgleichung ist

A(t, t0) = 1 + i

~

t∫
t0

X(t1)A(t1, t0)dt1 .

Eine Lösung dieser Integralgleichung versucht man jetzt mit der Picard-Iteration. Dabei
bleibt natürlich im allgemeinen Fall offen, ob es sich bei der entstehenden Reihe um
eine konvergente, eine divergente oder um eine asymptotische Reihe handelt.

A0(t, t0) = 1 ,

A1(t, t0) = 1 + i

~

t∫
t0

X(t1){1}dt1 ,

A2(t, t0) = 1 + i

~

t∫
t0

X(t1)A1(t1, t0))dt1
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= 1 + i

~

t∫
t0

X(t1)dt1 + ( i
~

)2
t∫

t1=t0

t1∫
t2=t0

X(t1)X(t2)dt2dt1 .

Den letzten Term halbieren wir und formen die eine Hälfte noch etwas um. Zunächst
vertauschen wir t1 und t2:

1
2( i

~
)2

t∫
t1=t0

t1∫
t2=t0

X(t1)X(t2)dt2dt1 = 1
2( i

~
)2

t∫
t2=t0

t2∫
t1=t0

X(t2)X(t1)dt1dt2 .

Betrachten wir in der t1t2 Ebene das Quadrat mit den Ecken (t0, t0), (t, t0), (t, t), (t0, t).

t2

(t0,t0)

1

2

t

t1t

t1=t2

Abbildung 6.5: Integrationswege im Doppelintegral von A2(t, t0)

Dann erstreckt sich die Integration über das Dreieck (t0, t0), (t, t), (t0, t). Die innere
Integration über dt1 erfolgt auf dem Weg 1 von t0 bis t2. Nun kann man stattdessen
aber über die gleiche Fläche auch zuerst über dt2 auf dem Weg 2 von t1 bis t integrieren
und erhält:

1
2( i

~
)2

t∫
t2=t0

t2∫
t1=t0

X(t2)X(t1)dt1dt2 = 1
2( i

~
)2

t∫
t1=t0

t∫
t2=t1

X(t2)X(t1)dt2dt1 .

Damit können wir das Doppelintegral von A(t, t0) nun schreiben als:

( i
~

)2
t∫

t1=t0

t1∫
t2=t0

X(t1)X(t2)dt2dt1

= 1
2( i

~
)2

t∫
t1=t0

t1∫
t2=t0

X(t1)X(t2)dt2dt1 + 1
2( i

~
)2

t∫
t1=t0

t∫
t2=t1

X(t2)X(t1)dt2dt1

= .. 1
2( i

~
)2

t∫
t1=t0

t∫
t2=t0

T̂X(t1)X(t2)dt2dt1 mit
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T̂X(t1)X(t2) =
{
X(t1)X(t2) für t1 ≥ t2 ,

X(t2)X(t1) für t2 > t2 .

Die ersten 3 Glieder der entsprechenden Operator-Exponentialreihe haben wir damit
verifiziert, und mit vollständiger Induktion folgt dann:

A(t, t0) = T̂ e
i
~
∫ t
t0
X(t′)dt′

. 2

Sei jetzt F ein explizit zeitunabhängiger Operator mit diskreten Eigenwerten λ und
Eigenvektoren |uλ(t)〉, dann gilt für die Zeitabhängigkeit von |uλ(t)〉:

F(t0)|uλ(t0)〉 = λ|uλ(t0)〉 ⇒ (6.4.16)

A(t, t0)F(t0)|uλ(t0)〉 = λA(t, t0)|uλ(t0)〉 ⇒

A(t, t0)F(t0)A†(t, t0)A(t, t0)|uλ(t0)〉 = λA(t, t0)|uλ(t0)〉 ⇒

F(t)A(t, t0)|uλ(t0)〉 = λA(t, t0)|uλ(t0)〉 ⇒

|uλ(t)〉 = A(t, t0)|uλ(t0)〉 . (6.4.17)

Aus 6.4.11 folgt:

dA(t, t0)
dt

= i

~
X(t)A(t, t0) , (6.4.18)

und mit 6.4.17 folgt für die Zeitableitung von | uλ(t)〉:

d|uλ(t)〉
dt

= dA(t, t0)
dt

|uλ(t0)〉 = i

~
X(t)A(t, t0)|uλ(t0)〉 = i

~
X(t)|uλ(t)〉 . (6.4.19)

Aus 6.4.11 folgt für den Hamilton-Operator:

dH
dt

= i

~
[X(t),H(t)] + (∂H

∂t
)ex. . (6.4.20)

Im nächsten Schritt soll die Zeitableitung des Zustandsvektors |ψ〉 bestimmt werden.
◦
P |ψ〉 = i

~ [H,P|ψ〉(t)] + (∂P|ψ〉(t)
∂t

)ex. = 0

dP|ψ〉(t)
dt

= i
~ [X(t),P|ψ〉(t)] + (∂P|ψ〉(t)

∂t
)ex.

 ⇒

dP|ψ〉(t)
dt

= i

~
[X(t),P|ψ〉(t)]−

i

~
[H,P|ψ〉(t)] = i

~
[X(t)−H,P|ψ〉(t)] . (6.4.21)
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Lemma 6.4.3 (Schrödingergleichung) Sei |ψ(t)〉 der Zustandsvektor des Systems
dann gilt:

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = (H(t)−X(t)) |ψ(t)〉 . (6.4.22)

Wenn F ein explizit zeitunabhängiger Operator mit diskreten Eigenwerten λ und Eigen-
vektoren |uλ(t)〉 ist, dann folgt die bildunabhängigen F-Darstellung der Zeitabhängigkeit
des Zustandsvektors, d.h. die Schrödingergleichung:

i~
∂

∂t
ψ(λ, t) = 〈uλ(t) | H(t))ψ(t)〉 = − i

~
∑
λ′

Hλ,λ′(t))ψ(λ′, t) (6.4.23)

=.. i
~
Ĥ(t)ψ(λ, t) .

Wenn C(t, t0) der Zeitentwicklungs-Operator für |ψ(t)〉 sei:

|ψ(t)〉 = C(t, t0) |ψ(t0)〉 (6.4.24)

dann erfolgt die Zeitentwicklung für ψ(λ, t) mit dem Operator

U(t, t0) ..= A†(t, t0)C(t, t0) (6.4.25)

ψ(λ, t) = 〈uλ(t) | ψ(t)〉

= 〈uλ(t0) | A†(t, t0)C(t, t0)ψ(t0)〉 = 〈uλ(t0) | U(t, t0)ψ(t0)〉 , (6.4.26)

U(t, t0) = T̂ e
i
~
∫ t
t0
H(x(t0),p(t0),t′)dt′

, (6.4.27)

bzw. wenn H explizit zeitunabhängig ist:

U(t, t0) = e
i
~H(x(t0),p(t0))(t−t0) . (6.4.28)

Beweis: Wir multiplizieren 6.4.21 von rechts mit einem beliebigen, festen Vektor |ϕ〉
und erhalten:

d|ψ〉
dt
〈ψ | ϕ〉+ |ψ〉d〈ψ|

dt
|ϕ〉 = + i

~
(X(t)−H) |ψ〉〈ψ | ϕ〉 − i

~
|ψ〉〈ψ | (X(t)−H)|ϕ〉 ⇒

( i
~

(H−X(t)) |ψ〉+ d|ψ〉
dt

)〈ψ | ϕ〉 = −|ψ〉〈 i
~

(H−X(t)ψ | ϕ〉 − |ψ〉d〈ψ|
dt
|ϕ〉 .

Damit ist die Klammer der linken Seite proportional zu |ψ〉 auf der rechten Seite, d.h.:

( i
~

(H−X(t)) |ψ〉+ d|ψ〉
dt

) = .. α(t) |ψ〉 ,
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und adjungiert ergibt sich

(〈 i
~

(H−X(t))ψ|+ d〈ψ|
dt

) = α∗(t) 〈ψ| .

Diese beiden Ausdrücke kann man oben einsetzen und erhält:

α(t) |ψ〉〈ψ | ϕ〉 = −|ψ〉α∗(t) 〈ψ | ϕ〉 ⇒ α(t) = −α∗(t)

Also ist α(t) = .. iβ(t) mit β ∈ R. Nun ist der Zustandsvektors |ψ〉 aber nur bis auf eine
frei wählbare Phase festgelegt - und diese Phase wählen wir jetzt so, daß sich gerade
α = 0 ergibt:

|ψ〉 = ei
∫
β(t′)dt′|ψ̄〉 ⇒

( i
~

(H−X(t)) |ψ〉+ d|ψ〉
dt

) = iβ(t) |ψ〉 ⇒

( i
~

(H−X(t)) ei
∫
β(t′)dt′|ψ̄〉+ iβ(t) ei

∫
β(t′)dt′ |ψ̄〉+ei

∫
β(t′)dt′ d|ψ̄〉

dt
= iβ(t) ei

∫
β(t′)dt′ |ψ̄〉 ⇒

( i
~

(H−X(t)) |ψ̄〉+ d|ψ̄〉
dt

= 0 ⇒ α(t) = iβ(t) = 0 .

Damit folgt die Behauptung:

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = (H(t)−X(t)) |ψ(t)〉 .

Wenn F ein explizit zeitunabhängiger Operator mit diskreten Eigenwerten λ und Eigen-
vektoren |uλ(t)〉 ist, dann folgt mit 6.4.17, 6.4.19 die bildunabhängigen F -Darstellung
dieser Gleichung:

ψ(λ, t) ..= 〈uλ(t) | ψ(t)〉 ⇒

∂

∂t
ψ(λ, t) = d

dt
〈uλ(t) | ψ(t)〉

= 〈 d
dt
uλ(t) | ψ(t)〉+ 〈uλ(t) |

d

dt
ψ(t)〉

= 〈 i
~
X(t)uλ(t) | ψ(t)〉+ 〈uλ(t) |

i

~
(X(t)−H(t))ψ(t)〉

= − i
~
〈uλ(t) | H(t))ψ(t)〉
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= − i
~
∑
λ′

〈uλ(t) | H(t))uλ′(t)〉〈uλ′(t) | ψ(t)〉

= − i
~
∑
λ′

Hλ,λ′(t))ψ(λ′, t) = .. i
~
Ĥ(t)ψ(λ, t) .

Die Integration von ∂
∂t
ψ(λ, t) kann man jetzt formal auch über einen Operator U(t, t0)

vornehmen:

U(t, t0) ..= A†(t, t0)C(t, t0) ,

mit

|ψ(t)〉 = C(t, t0) |ψ(t0)〉 ,

dC(t, t0)
dt

= − i
~

(H(t)−X(t))C(t, t0) ,

denn

ψ(λ, t) = 〈uλ(t) | ψ(t)〉 = 〈A(t, t0)uλ(t0) | C(t, t0)ψ(t0)〉

= 〈uλ(t0) | A†(t, t0)C(t, t0)ψ(t0)〉 = 〈uλ(t0) | U(t, t0)ψ(t0)〉 .

Den Zeitentwicklungs-Operator U(t, t0) kann man folgendermaßen bestimmen:

dU(t, t0)
dt

= dA†(t, t0)
dt

C(t, t0) + A†(t, t0)dC(t, t0)
dt

= − i
~
A†(t, t0)X†(t)C(t, t0) + A†(t, t0)(− i

~
(H(t)−X(t))C(t, t0))

= − i
~
A†(t, t0)X(t)C(t, t0) + A†(t, t0)(− i

~
(H(t)−X(t))C(t, t0))

= − i
~
A†(t, t0)H(t)A(t, t0)A†(t, t0)C(t, t0)

= − i
~
H(x(t0), p(t0), t)U(t, t0) .

Diese Gleichung können wir wie oben integrieren:

U(t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
H(x(t0),p(t0),t′)dt′

,

bzw. wenn H explizit zeitunabhängig ist:

U(t, t0) = e−
i
~H(x(t0),p(t0))(t−t0) . 2
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Wir hatten oben für die gewöhnliche Quantisierungsmethode festgesetzt, daß die klassi-
sche Variable F durch den selbstadjungierten Operator F ersetzt wird und die klassische
Größe dF

dt
, die zeitliche Veränderung von F , durch einen selbstadjungierten Operator

◦
F , genannt Observable der zeitlichen Veränderung des Operators F .

Aus der Definition von
◦
F in 6.4.2 und den Ergebnissen für dF

dt
in 6.4.11 und d

dt
|φ(t)〉 in

6.4.22 folgt der bildunabhängige Satz von Ehrenfest.

Lemma 6.4.5 (Ehrenfest) Während die Operatoren d
dt
F und

◦
F in der Quantentheo-

rie i.A. nicht gleich sind, stimmen jedoch ihre Erwartungswerte überein:

d

dt
〈F〉 = 〈

◦
F〉 . (6.4.29)

Die Obervable F heißt eine quantentheoretische Erhaltungsgröße, wenn gilt:
◦
F = 0 ⇒ 〈F〉 = const. . (6.4.30)

Beweis:
d

dt
〈F(t)〉 = d

dt
〈ψ | F(t)ψ〉 = d〈ψ |

dt
F(t)ψ〉+ 〈ψ | ( d

dt
F(t))ψ〉+ 〈ψ | F(t)dψ〉

dt

= 〈 i
~

(X(t)−H(t))ψ(t) | F(t)ψ〉+ 〈ψ | (
◦
F(t) + i

~
[(X(t)−H(t)),F(t)])ψ〉

+ 〈ψ | F(t) i
~

(X(t)−H(t))ψ〉

= − i
~
〈ψ(t) | (X(t)−H(t))F(t)ψ〉+ i

~
〈ψ | F(t)(X(t)−H(t))ψ〉

+ i

~
〈ψ | [(X(t)−H(t)),F(t)])ψ〉+ 〈ψ |

◦
F(t)ψ〉

= 〈ψ |
◦
F(t)ψ〉 . 2

Schrödinger-Bild:

Das Schrödinger-Bild wird definiert durch:

XS ..= 0 . (6.4.31)

Damit folgt aus 6.4.18, 6.4.11, 6.4.21, 6.4.22, 6.4.27:

dAS(t, t0)
dt

= i

~
XS(t)AS(t, t0) = 0 ⇒ AS(t, t0) = {1} , (6.4.32)
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dFS

dt
= i

~
[XS(t),FS(t)] + (∂F

S

∂t
)ex. = (∂F

S

∂t
)ex. , (6.4.33)

dHS

dt
= i

~
[XS(t),HS(t)] + (∂H

S

∂t
)ex. = (∂H

S

∂t
)ex. , (6.4.34)

dP|ψS〉(t)
dt

= i

~
[XS(t)−HS,P|ψS〉(t)] = − i

~
[HS,P|ψS〉(t)] , (6.4.35)

d

dt
|ψS(t)〉 = − i

~
(HS(t)−XS(t)) |ψS(t)〉 = − i

~
HS(t) |ψS(t)〉 , (6.4.36)

dCS(t, t0)
dt

= − i
~

(HS(t)−XS(t))CS(t, t0) = − i
~
HS(t)CS(t, t0) ,

CS(t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HS(xS ,pS ,t′)dt′

, (6.4.37)

U(t, t0) = AS†(t, t0)CS(t, t0) = CS(t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HS(xS ,pS ,t′)dt′

,

und wegen

HS(xS(t), pS(t), t) = HS(xS(t0), pS(t0), t) = HS(xS, pS, t)

gilt natürlich auch 6.4.27:

U(t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HS(xS(t0),pS(t0),t′)dt′

. (6.4.38)

Heisenberg-Bild:

Das Heisenberg-Bild wird definiert durch:

XH(t) ..= HH(xH(t), pH(t), t) . (6.4.39)

Damit folgt aus 6.4.18, 6.4.11, 6.4.21, 6.4.22, 6.4.27:

dAH(t, t0)
dt

= i

~
HH(xH(t), pH(t), t)AH(t, t0) , (6.4.40)

dAH(t, t0)
dt

= i

~
AH(t, t0)HH(xH(t0), pH(t0), t)AH†(t, t0)AH(t, t0)

= i

~
AH(t, t0)HH(xH(t0), pH(t0), t) ,
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dAH†(t, t0)
dt

= − i
~
HH(xH(t0), pH(t0), t)AH†(t, t0) , (6.4.41)

dFH

dt
= i

~
[XH(t),FH(t)] + (∂F

H

∂t
)ex.

= i

~
[HH(xH(t), pH(t), t),FH(t)] + (∂F

H

∂t
)ex. , (6.4.42)

dHH

dt
= i

~
[HH(xH(t), pH(t), t),HH(t)] + (∂H

H

∂t
)ex. = (∂H

H

∂t
)ex. , (6.4.43)

dP|ψH〉(t)
dt

= i

~
[XH(t)−HH ,P|ψH〉(t)] = 0 , (6.4.44)

d

dt
|ψH(t)〉 = − i

~
(HH(t)−XH(t)) |ψH(t)〉 = 0 , (6.4.45)

dCH(t, t0)
dt

= − i
~

(HH(t)−XH(t))CH(t, t0) = 0 ,

CH(t, t0) = {1} , (6.4.46)

U(t, t0) = AH†(t, t0)CH(t, t0) = AH†(t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HH(xH(t0),pH(t0),t′)dt′

. (6.4.47)

Wechselwirkungs-Bild (Dirac):
Der Hamilton-Operator sei zerlegbar in zwei Teile, HW = HW

0 +HW
1 , wobei HW

0 explizit
zeitunabhängig sei:

HW (xW (t), pW (t), t) = H0(xW (t), pW (t)) +HW
1 (xW (t), pW (t), t) mit (∂H

W
0

∂t
)ex = 0 .
(6.4.48)

Dann wird das Wechselwirkungs-Bild definiert durch:

XW (t) ..= HW
0 (xW (t), pW (t)) . (6.4.49)

Die quantenmechanische Dynamik wird also durch HW
0 bestimmt und damit ist HW

1
selbst dann zeitabhängig, wenn es gar keine explizite Zeitabhängigkeit aufweist.
Damit folgt aus 6.4.18, 6.4.11, 6.4.21, 6.4.22, 6.4.27:

dAW (t, t0)
dt

= i

~
HW

0 (xW (t0), pW (t0))AW (t, t0) ⇒ AW (t, t0) = e
i
~H

W
0 (xW (t0),pW (t0))(t−t0) ,

(6.4.50)



6.4 Schrödinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungs-Bild der QM 103

dFW

dt
= i

~
[XW (t),FW (t)] + (∂F

W

∂t
)ex.

= i

~
[HW

0 (xW (t0), pW (t0)),FW (t)] + (∂F
W

∂t
)ex. , (6.4.51)

dHW

dt
= i

~
[HW

0 (xW (t0), pW (t0)),HW (t)] + (∂H
W

∂t
)ex.

= i

~
[HW

0 (xW (t0), pW (t0)),HW
1 (t)] + (∂H

W
1

∂t
)ex. , (6.4.52)

dP|ψW 〉(t)
dt

= i

~
[XW (t)−HW ,P|ψW 〉(t)]

= − i
~

[HW
1 (t),P|ψW 〉(t)] , (6.4.53)

d

dt
|ψW (t)〉 = − i

~
HW

1 (t) |ψW (t)〉 = 0 , (6.4.54)

UW (t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HW (xW (t0),pW (t0),t′)dt′

, mit 6.4.27 , (6.4.55)

dCW (t, t0)
dt

= − i
~

(HW (t)−XW (t))CW (t, t0) = − i
~
HW

1 (t)CW (t, t0) ,

CW (t, t0) = T̂ e
i
~
∫ t
t0
HW1 (xW (t′),pW (t′),t′)dt′

. (6.4.56)

Da dieses Integral wegen der t′-Abhängigkeit von xW (t′) und pW (t′) wohl eher mühsam
zu berechnen ist,

xW (t′) = AW (t′, t0)xW (t0)AW †(t′, t0) , pW (t′) = AW (t′, t0)pW (t0)AW †(t′, t0) ,

wählt man zumeist den folgenden alternativenWeg:

CW (t, t0) = AW (t, t0)UW (t, t0) = e
i
~H

W
0 (xW (t0),pW (t0))(t−t0)T̂ e

− i
~
∫ t
t0
HW (xW (t0),pW (t0),t′)dt′

,
(6.4.57)

und nur, wenn HW
0 und HW

1 kommutieren, läßt sich dies zusammenzufassen zu:

CW (t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HW1 (xW (t0),pW (t0),t′)dt′

. (6.4.58)
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6.5 Kausalität und Kramers-Kroning Relationen

Zur Erinnerung an unsere Physik-Vorlesungen seien hier einige einfache Zusammenhän-
ge zu den Folgen der Kausalität nochmals vorgetragen.
Grundlegend in der Physik ist die Fourier-Transformation. Die üblichste Fouriertrans-
formation ist eine Abbildung F : L1(Rn) → C(Rn). Hierbei ist L1 der Raum der
Lebesgue-meßbaren komplex-wertigen Funktionen mit der 1-Norm, d.h. ‖f‖1 =

∫
dt |f(t)|,

und C der Raum der komplex-wertigen stetigen Funktionen. Aus funktionalanalytischer
Sicht ist es jedoch günstiger die Fouriertransformation als eine symmetrische Abbildung
zwischen zwei gleichen Räumen zu definieren. Optimal ist dabei eine Einschränkung
auf eine Teilmenge aus L1, den sog. Schwartzraum S(Rn), nämlich den Teilraum der
komplex-wertigen glatten Funktionen, d.h. C∞(Rn) Funktionen, die für |x| → ∞ schnel-
ler als jedes Polynom in x abfallen.
Seien also χ(t) und ihre Fourier-Transformierte χ(ω) ..= Fχ(t) beide S(R)-Funktionen.
Kausalität bedeutet, daß in einem Ursache-Wirkungs-Zusammenhang die Ursache im-
mer der Wirkung vorausgehen muß. Wenn also eine Ursache zu einem Zeitpunkt t = 0
geschieht, dann muß die Antwortfunktion χ(t)=0 sein für t < 0.

Lemma 6.5.1 Hinreichend für die Kausalität einer Funktion χ(t) ist, daß ihre Fou-
riertransformierte χ(ω) analytisch auf Imχ(ω) > 0 ist.
Sei χ(ω) analytisch für Imχ(ω) ≥ 0, dann folgt für t < 0:

χ(t) = 1
2π

+∞∫
−∞

dω e−iωtχ(ω) = 1
2π

∮
C

dω e−iωtχ(ω) = 0 , (6.5.1)

wenn C der Weg von ]−R,+R[ plus dem in der obereren ω-Ebene geschlossenen Halb-
kreis CR, im Grenzfall R→∞ ist.
Wenn χ(ω) Pole auf der reellen ω-Achse hat kann man die Integration über die reel-
le ω-Achse um den Betrag iε nach oben verschieben und erhält mit ω → ω + iε das
entsprechende obige Ergebnis:

χ(t) = 1
2π

+∞∫
−∞

dω e−iωtχ(ω) = 1
2π

∮
C

dω e−i(ω+iε)tχ(ω + iε) = 0 , (6.5.2)

wenn C der Weg von ]−R+iε,+R+iε[ plus dem in der obereren ω-Ebene geschlossenen
Halbkreis CR, im Grenzfall R→∞ ist.
Für die Fourier-Rücktransformation folgt:

χ(ω + iε) =
+∞∫
0

dt eiωte−εtχ(t) , (6.5.3)
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bzw., falls χ(ω) keine Pole auf der reellen ω-Achse hat:

χ(ω) = lim
ε→0

χ(ω + iε) =
+∞∫
0

dt eiωtχ(t) . (6.5.4)

Im()

Rε

Re()

CR mit R 

C

Abbildung 6.6: Integrationsweg C für e−iωtχ(ω)

Beweis: Für t < 0 gilt auf dem oberen Halbkreis CR: ωR = ω1,R + iω2,R mit ω1,R ∈ R,
ω2,R ∈ R+, und damit folgt

e−iωRtχ(ωR) = e−i(ω1,R+iω2,R)tχ(ωR) = ei(ω1,R+iω2,R)|t|χ(ωR) = eiω1,R|t|e−ω2,R|t|χ(ωR) .

Da χ(ωR) für R→∞ schneller als jedes Polynom abfällt folgt

lim
R→∞

∫
CR

dω e−iωRtχ(ωR) = lim
R→∞

∫
CR

dω eiω1,R|t|e−ω2,R|t|χ(ωR) = 0 .

Weil χ(ω) nach Voraussetzung in der oberen ω-Halbebene Imχ(ω) ≥ 0 analytisch ist,
folgt für das Fourier-Integral über den geschlossenen Weg C bei t < 0 aufgrund des
Residuensatzes der Funktionentheorie:

χ(t) = 1
2π

+∞∫
−∞

dω e−iωtχ(ω) = 1
2π

∮
C

dω e−iωtχ(ω)

= 1
2π

∮
C

dω eiω1|t|e−ω2|t|χ(ω) = 0 .

Wenn χ(ω) Pole auf der reellen ω-Achse hat, kann man die Integration über die re-
elle ω-Achse um den Betrag iε nach oben verschieben. Damit ist χ(ω) in der oberen
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ω-Halbebene Imχ(ω) > 0 analytisch, und es folgt für das Fourier-Integral über den ge-
schlossenen Weg C bei t < 0 aufgrund des Residuensatzes der Funktionentheorie wieder
wie oben:

χ(t) = 1
2π

+∞∫
−∞

dω e−i(ω+iε)tχ(ω + iε) = 1
2π

∮
C

dω e−i(ω+iε)tχ(ω + iε) =

= 1
2π

∮
C

dω eiω1|t|e−ω2|t|e−ε|t|χ(ω + iε) = 0 .

Für die Fourier-Rücktransformation folgt damit

χ(ω + iε) =
+∞∫
−∞

dt ei(ω+iε)tχ(t) =
+∞∫
−∞

dt eiωte−εtχ(t)

=
+∞∫
0

dt eiωte−εtχ(t) wegen χ(t) = 0 für t < 0 ,

Wenn χ(ω) keine Pole auf der reellen ω-Achse hat kann wieder ε = 0 gesetzt werden:

χ(ω) = lim
ε→0

χ(ω + iε) =
+∞∫
0

dt eiωtχ(t) . 2

Die Kramers-Kroning Relationen sind nun eine einfache Folge des Residuensatzes der
Funktionentheorie für kausale Funktionen.

Lemma 6.5.3 (Kramers-Kroning) Sei f(z) ∈ S(R) eine in der oberen Halbebene
holomorphe Funktion, und P( 1

t−z ) der Hauptwert des Integrals über t, dann gilt:

Ref(z) = 1
π
P

∞∫
−∞

dt
Imf(t)
(t− z) ) , Imf(z) = − 1

π
P

∞∫
−∞

dt
Ref(t)
(t− z)) . (6.5.5)

f(z) = 1
π

∞∫
−∞

dt
Imf(t)

(t− iε− z)) . (6.5.6)

Beweis: Für eine in der oberen Halbebene holomorphe Funktion f(z) ∈ S(R) können
wir mit einem fast gleichen Integrationsweg C wie oben, nur mit t→ t− iε, schreiben:

f(z) = 1
2πi

∮
C

dt
f(t)

(t− iε− z)
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= lim
R→∞

{ 1
2πi

∫
CR

dt
f(t)

(t− iε− z) + 1
2πi

R∫
−R

dt
f(t)

(t− iε− z)}

= 1
2πi

∞∫
−∞

dt
f(t)

(t− iε− z)) .

Die Identität
1

x± iε
= x

x2 + ε2
∓ i ε

x2 + ε2

führt im Grenzfall ε → 0 zu einer Beziehung zwischen Distributionen (Fick (1972), S.
389):

lim
ε→0

1
x± iε

= P( 1
x

)∓ iπδ(x) ,

wobei P den Hauptwert des Integrals und δ die Delta-Distribution bezeichnen.
Diesen Ausdruck können wir für den obigen Nenner von f(z) einsetzen und erhalten:

1
(t− z)− iε = P( 1

(t− z)) + iπδ(t− z) ⇒

f(z) = 1
2πiP

∞∫
−∞

dt
f(t)

(t− z)) + 1
2f(z) ⇒

f(z) = 1
πi
P

∞∫
−∞

dt
f(t)

(t− z)) .

Die Kramers-Kroning Relationen sind nun Beziehungen zwischen dem Realteil von f(z)
und den dem Imaginärteil von f(z):

Ref(z) = 1
π
P

∞∫
−∞

dt
Imf(t)
(t− z) ) , Imf(z) = − 1

π
P

∞∫
−∞

dt
Ref(t)
(t− z)) .

Gleichzeitig läßt sich f(z) auch allein aus Im(f(t)) bestimmen, denn:

1
2πi

∞∫
−∞

dt
Imf(t)

(t− iε− z)) = 1
2πiP

∞∫
−∞

dt
Imf(t)
(t− z) ) + 1

2Imf(z)

= 1
2iRef(z) + 1

2Imf(z) = 1
2if(z) ⇒

f(z) = 1
π

∞∫
−∞

dt
Imf(t)

(t− iε− z)) . 2
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6.6 Ryōgo Kubo (1920-1995)

Kubo war ein bekannter japanischer Physiker, der sich mit theoretischer Festkörperphy-
sik und Quantenstatistik beschäftigt hat. Er studierte an der Kaiserlichen Universität
Tokio und wurde dort 1954 auf eine Professur berufen. Er forschte in den 1950’er Jah-
ren über Relaxationsphänomene in der Kernspinresonanz. Aus diesen Überlegungen
entstand sein Verfahren der Linearen Antwort-Theorie im Rahmen der Quantentheorie,
das er im Jahr 1957 veröffentlichte (Kubo (1957)). Hiermit konnte Kubo lineare Trans-
portkoeffizienten in Systemen nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht berechnen.
Ein weiteres wichtiges Ergebnis dieser Arbeit war Kubos Beweis eines Fluktuations-
Dissipations-Theorems im Rahmen der Quantentheorie.

Die 2-Punkt Korrelationfunktionen aus Kubos Linearer Antwort-Theorie sind ja letzt-
lich Greensche Funktionen und Kubo formulierte Randbedingungen für diese Funk-
tionen, um die Greenschen Funktionen analytisch ins Komplexe fortsetzen zu können
und die imaginäre Zeit als inverse Temperatur interpretieren zu können. Dieser Gedan-
ke wurde auch von Martin und Schwinger ausgearbeitet, so daß man heute von den
KMS-Bedingungen an Greensche Funktionen spricht.

Im Jahr 1981 wechselte Kubo an die Universität Kyoto, und 1985 an die Keiō-Universität
in Yokohama. Kubo erhielt zahlreiche Preise, u.a. 1977 die Boltzmann-Medaille. Zu sei-
nem Gedenken wird seit 1997 alljährlich der Kubo-Ryōgo-Gedenkpreis vergeben.

[Quelle: en.wikipedia: Ryogo_Kubo]

6.7 Kubo-Formel

Die Kubo-Formel wurde nach dem jap. theoretischen Physiker Ryōgo Kubo (1920-
1995) benannt. Er hatte dieses Verfahren der Linearen Antwort-Theorie im Rahmen
der Quantentheorie bereits im Jahr 1957 vorgestellt und dann auf Transportvorgänge in
Festkörpern angewandt (Kubo (1957)). Es muß aber gleich zu Beginn unserer Diskussion
darauf hingewiesen werden (Kubo (1957), §3), daß implizit im Formalismus der Linearen
Antwort-Theorie die Ergoden-Hypthese steckt, d.h. die Annahme, daß eine Mittelung
über alle Zustände des Systems gleich einer Mittelung über die Zeit ist, oder anders
gesagt, daß im Laufe der Zeit alle Zustände des Systems auch erreicht werden können.
Eine weitere implizite Voraussetzung ist, daß es sich beim betrachteten System um ein
isoliertes System handelt und die Störung adiabatisch eingeschaltet wird.

Wir folgen neben der grundlegenden Arbeit von Kubo (1957) hauptsächlich Tong (2012),
S. 93 ff., wiederum in unseren Bezeichnungen.

Da die quantenmechanischen Erwartungswerte unabhängig vom angewandten Bild sind,
finden sich in der Literatur Darstellungen, die ausschließlich das Heisenberg-Bild ver-
wenden. Wir arbeiten hier aber zunächst im Wechselwirkungsbild, d.h. der Hamilton-
Operator sei zerlegbar in zwei Teile,HW = HW

0 +HW
1 , wobeiHW

0 explizit zeitunabhängig

https://en.wikipedia.org/wiki/Ryogo_Kubo
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sei:

HW (xW (t), pW (t), t) = H0(xW (t), pW (t)) +HW
1 (xW (t), pW (t), t) mit (∂H

W
0

∂t
)ex = 0 .

(6.7.1)

Der Operator HW
1 (xW (t), pW (t), t) sei eine kleine Störung des durch H0(xW (t), pW (t))

beschriebenen Systems. Klein bedeutet hier, daß die Antwort des Systems noch sinnvoll
in einer linearen Näherung beschrieben werden kann.
Seien Oi(t) quantenmechanische Observable, d.h. selbstadjungierte Operatoren, und
φi(t) externe klassische Felder, die zumeist als Quellen bezeichnet werden, dann soll die
Störung des Systems beschrieben werden durch:

HW
1 (t) ..=

∑
i

Oi(t)φi(t) . (6.7.2)

Per Definition soll die Änderung der Erwartungswerte der Operatoren Oi(t) im Rahmen
der Linearen Antwort-Theorie nur linear von den Quellen φi(t) abhängen:

δ〈Oi(t)〉 ..=
∫
dt′ χij(t, t′)φj(t′) . (6.7.3)

Die Größe χij(t, t′) heißt lineare Antwortfunktion. Da in der Physik häufig Tranport-
phänomene aufgrund der Einwirkung einer äußeren Quelle auf diese Weise beschrieben
werden sind die χij(t, t′) die entsprechenden Transportkoeffizienten.
Aus mathematischer Sicht ist die die lineare Antwortfunktion eine Greensche Funktion.
Wenn man eine lineare gewöhnliche inhomogene Differentialgleichung der Form

L(t)u(t) = φ(t) (6.7.4)

mit einem linearen gewöhnlichen Differentialoperator L(t) lösen möchte, so kann man
zunächst die Greensche Funktion G(t, t′) von L(t) bestimmen und dann wegen der
Linearität von L(t) die Lösung u(t) als Superposition zusammensetzen:

L(t)G(t, t′) = δ(t− t′) ⇒ (6.7.5)

u(t) =
∫
dt′G(t, t′)φ(t′) . (6.7.6)

Wenn der Differentialoperator L(t) nicht von der Variablen t abhängt, also die homogene
Differentialgleichung zeitinvariant ist, dann ist die Greensche Funktion von der Form
G(t− t′) und es bietet sich an, das Fourier-transformierte System zu betrachten:

f(ω) =
∫
dt eiωtf(t) und f(t) = 1

2π

∫
dω e−iωtf(ω) , (6.7.7)
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denn Fourier-transformiert wird die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung u(ω)
lokal in der Frequenz ω:

u(ω) =
∫
dt eiωt

∫
dt′G(t− t′)φ(t′)

=
∫
dt eiω(t−t′)

∫
dt′G(t− t′)eiωt’φ(t′)

=
∫
dt′
∫
dt eiω(t−t′)G(t− t′)eiωt’φ(t′)

=
∫
dt′
∫
dt′′ eiωt

′′
G(t′′)eiωt’φ(t′)

=
∫
dt′G(ω)eiωt’φ(t′) = G(ω)φ(ω). (6.7.8)

Zurück zur Quantentheorie. Wenn C(t, t0) der Zeitentwicklungs-Operator für |ψ(t)〉 ist
(6.4.24) und T̂ der Zeitordnungs-Operator (6.4.15):

|ψ(t)〉 = C(t, t0) |ψ(t0)〉 , (6.7.9)

dann folgt für C(t, t0) im Wechselwirkungsbild (6.4.57):

C(t, t0) = e
i
~H

W
0 (xW (t0),pW (t0))(t−t0)T̂ e

− i
~
∫ t
t0
HW (xW (t0),pW (t0),t′)dt′

. (6.7.10)

Im Folgenden gehen wir davon aus, daß HW
0 und HW

1 kommutieren, so daß sich die
Exponentialfunktionen zusammenzufassen lassen zu (6.4.58):

CW (t, t0) = T̂ e
− i

~
∫ t
t0
HW1 (xW (t0),pW (t0),t′)dt′

. (6.7.11)

Für den statistischen Operator (6.4.4)

ρ ..=
∑
α

pαP|ψα〉 =
∑
α

pα | ψα〉〈ψα | (6.7.12)

folgt also

ρ(t) = CW (t, t0)ρ(t0)CW †(t, t0) . (6.7.13)

Damit kann man den Erwartungswert der Operatoren Oi(t) in Anwesenheit der Quellen
φi(t) berechnen, wobei wir nur die linearen Terme der erste Ordnung der Störungsrech-
nung berücksichtigen:

〈Oi(t)〉|~φ = tr(ρ(t)Oi(t)) = tr(CW (t, t0)ρ(t0)CW †(t, t0)Oi(t))

= tr(ρ(t0)CW †(t, t0)Oi(t)CW (t, t0))
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= tr(ρ(t0)T̂ e
i
~
∫ t
t0
HW1 (xW (t0),pW (t0),t′)dt′Oi(t)T̂ e−

i
~
∫ t
t0
HW1 (xW (t0),pW (t0),t′)dt′)

= tr
(
ρ(t0)

(
1 + i

~

∫ t

t0

HW
1 (xW (t0), pW (t0), t′)dt′

)
Oi(t)

(
1− i

~

∫ t

t0

HW
1 (xW (t0), pW (t0), t′)dt′)

))

= tr(ρ(t0)Oi(t)) + tr
(
ρ(t0) i

~

∫ t

t0

dt′ [HW
1 (xW (t0), pW (t0), t′),Oi(t)]

)

= 〈Oi(t)〉|~φ=~0 + i

~

∫ t

t0

dt′ 〈[HW
1 (xW (t0), pW (t0), t′),Oi(t)]〉 .

Den Zeitpunkt t0, zu dem die Quellen φi(t0) = 0 sind verschieben wir nach t0 → −∞
und erhalten die Kubo-Formel-1 :

δ〈Oi(t)〉 ..= 〈Oi(t)〉|~φ − 〈Oi(t)〉|~φ=~0

= i

~

∫ t

−∞
dt′ 〈[HW

1 (xW (t0), pW (t0), t′),Oi(t)]〉

= i

~

∫ ∞
−∞

dt′ θ(t− t′)
∑
j

〈[Oj(t′),Oi(t)]〉φj(t′)

=
∫ ∞
−∞

dt′
∑
j

χij(t− t′)φj(t′) mit

χij(t− t′) ..= −
i

~
θ(t− t′)〈[Oi(t),Oj(t′)]〉 Kubo-Formel-1 . (6.7.14)

Jetzt erkennt man, warum es so vorteilhaft ist, in der Linearen Antwort-Theorie im
Wechselwirkungsbild zu arbeiten, denn hier ist HW

0 explizit zeitunabhängig, und damit
ist die lineare Antwortfunktion auch translationsinvariant bzgl. der Zeit, d.h. χij(t, t′) =
χij(t− t′) und es folgt wie oben:

δ〈Oi(ω)〉 =
∑
j

χij(ω)φj(ω) , Kubo-Formel-2 . (6.7.15)

Im physikalischen Sprachgebrauch nennt man χij(0) die Suszeptibilität:

χij(0) ..= lim
ω→0

∂ δ〈Oi(ω)〉
∂φj(ω) . (6.7.16)
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Diese lineare Antwortfunktion χij(ω) im Frequenzraum ist nun im Regelfall eine kom-
plexe Funktion. Daher kann man den Real- und den Imaginärteil von χij(ω) separat
untersuchen:

χij(ω) = Re(χij(ω)) + i Im(χij(ω)) = .. χ′ij(ω) + iχ′′ij(ω) . (6.7.17)

χ′ij(ω) = 1
2(χij(ω) + χ∗ij(ω)) = 1

2

∞∫
−∞

dt χij(t)(eiωt + e−iωt)

= 1
2

∞∫
−∞

dt eiωt(χij(t) + χij(−t)) ⇒

χ′ij(ω) = χ′ij(−ω) . (6.7.18)

χ′ij(ω) heißt der reaktive Teil der linearen Antwortfunktion und ist eine gerade Funktion.

χ′′ij(ω) = − i2(χij(ω)− χ∗ij(ω)) = − i2

∞∫
−∞

dt χij(t)(eiωt − e−iωt)

= − i2

∞∫
−∞

dt eiωt(χij(t)− χij(−t)) ⇒

χ′′ij(ω) = −χ′′ij(−ω) . (6.7.19)

Weil χ′′ij(ω) nicht invariant unter Zeitumkehr ist nennt man es den dissipativen Teil der
linearen Antwortfunktion. χ′′ij(ω) ist eine ungerade Funktion.
Den Zusammenhang von χ′′ij(ω) mit der Dissipation kann man auf die folgende Weise
tiefer verstehen. Der einfacheren Schreibweise wegen betrachten wir bei dieser Überle-
gung nur den Fall mit einer einzigen Quelle, also HW

1 (t) ..= O(t)φ(t).

Lemma 6.7.1 Sei ein periodischer Quellterm mit einer Eigenfrequenz Ω gegeben als
HW

1 (t) ..= O(t)φ(t) ..= O(t) Re(φ0e
−iΩt). Sei weiter W (t) = tr(ρH) der Erwartungswert

der mit dem System ausgetauschten Energie. Dann gilt für die mittlere Energieänderung
des Systems:

dW (t)
dt

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt
dW (t)
dt

= 2Ω|φ0|2 χ′′(Ω) . (6.7.20)

Die Energieänderung des Systems ist also proportional zu χ′′(Ω) = Im(χ(Ω)), dem
Imaginärteil der linearen Antwortfunktion χ(Ω), weshalb χ′′(Ω) auch der dissipative
Teil der linearen Antwortfunktion heißt.
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Beweis: Sei W (t) = tr(ρH) der Erwartungswert der mit dem System ausgetauschten
Energie. Solange man nur Erwartungswerte betrachtet ist die Wahl des quantenmecha-
nischen Bildes ohne Bedeutung. Wir wählen das Schrödingerbild erhalten mit 6.4.33,
6.4.34, 6.4.35:

dO(t)
dt

= 0 , dH
dt

= (∂H
∂t

)ex. = Odφ(t)
dt

,
dρ

dt
= − i

~
[H, ρ(t)] .

dW (t)
dt

= d

dt
tr(ρH) = tr(dρ

dt
H + ρ

dH
dt

)

= tr(− i
~

[H, ρ(t)]H) + tr(ρOdφ(t)
dt

)

= tr(ρOdφ(t)
dt

) = tr(ρO)dφ(t)
dt

=

= 〈O〉dφ(t)
dt

= δ〈O〉dφ(t)
dt

+ 〈O〉|φ=0
dφ(t)
dt

.

Um ein grundlegendes Verständnis zu entwickeln wählt man jetzt einen periodischen
Quellterm der Form φ(t) = Re(φ0e

−iΩt) und mittelt dW (t)
dt

über eine Periode:

dW (t)
dt

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt
dW (t)
dt

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt δ〈O〉dφ(t)
dt

+ (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt 〈O〉|φ=0
dφ(t)
dt

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt

∞∫
−∞

dt′ χ(t− t′)φ(t′) dφ(t)
dt

+ (2π
Ω )−1〈O〉|φ=0 φ(t)|2π/Ω0

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt

∞∫
−∞

dt′
1

2π

∞∫
−∞

dω χ(ω)eiω(t−t′) φ(t′) dφ(t)
dt

+

+ (2π
Ω )−1〈O〉|φ=0 (Re(φ0e

−iΩ2π/Ω)− Re(φ0e
−i0))

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt

∞∫
−∞

dt′
1

2π

∞∫
−∞

dω χ(ω)eiω(t−t′)
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∗
(
φ0e

−iΩt′ + φ∗0e
iΩt′) (−iΩφ0e

−iΩt + iΩφ∗0eiΩt
)

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt

∞∫
−∞

dt′
1

2π

∞∫
−∞

dω χ(ω)e−iω(t′−t)

∗
(
−iΩφ2

0e
−iΩ(t′+t) + iΩ|φ0|2e−iΩ(t′−t) − iΩ|φ0|2eiΩ(t′−t) + iΩφ∗20 e

iΩ(t′+t)
)

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt
1

2π

∞∫
−∞

dt′
∞∫

−∞

dω χ(ω)

∗
(
−iΩφ2

0e
−i(ω+Ω)t′ei(ω−Ω)t + iΩ|φ0|2e−i(ω+Ω)t′ei(ω+Ω)t

−iΩ|φ0|2e−i(ω−Ω)t′ei(ω−Ω)t + iΩφ∗20 e
−i(ω−Ω)t′ei(ω+Ω)t

)
.

Zunächst integrieren wir über 1
2πdt

′ und erhalten δ-Distributionen wegen

δ(ω − Ω) = 1
2π

∞∫
−∞

dt′ ei(ω−Ω)t′ = 1
2π

∞∫
−∞

dt′ e−i(ω−Ω)t′ etc.

Anschließend integrieren wir über dω und zuletzt führen wir die Integration über dt
aus. So bleiben letztlich nur die beiden Terme mit |φ0|2 übrig.

dW (t)
dt

= (2π
Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt

∞∫
−∞

dω χ(ω)

∗
(
−iΩφ2

0δ(ω + Ω)ei(ω−Ω)t + iΩ|φ0|2δ(ω + Ω)ei(ω+Ω)t

−iΩ|φ0|2δ(ω − Ω)ei(ω−Ω)t + iΩφ∗20 δ(ω − Ω)ei(ω+Ω)t)
= (2π

Ω )−1

2π/Ω∫
0

dt

∗
(
−iΩφ2

0χ(−Ω)e−i2Ωt + iΩ|φ0|2χ(−Ω)ei(−Ω+Ω)t

−iΩ|φ0|2χ(Ω)ei(Ω−Ω)t + iΩφ∗20 χ(Ω)ei2Ωt)
= (2π

Ω )−1
(
−iΩφ2

0χ(−Ω) 1
(−2iΩ)e

−i2Ωt|t=2π/Ω
t=0 + iΩ|φ0|2χ(−Ω)2π

Ω

−iΩ|φ0|2χ(Ω)2π
Ω + iΩφ∗20 χ(Ω) 1

(−2iΩ)e
i2Ωt|t=2π/Ω

t=0

)
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= iΩ|φ0|2(χ(−Ω)− χ(Ω)) .

Nun ist Re(χ(Ω)) gerade und Im(χ(Ω)) ungerade und damit folgt:

dW (t)
dt

= 2Ω|φ0|2 χ′′(Ω) . 2

Was ist nun die mikroskopische Ursache für den dissipativen Teil χ′′ der linearen Ant-
wortfunktion und damit für den Energieverlust? Dies kann man sehr schön anhand der
Spektraldarstellung χij(ω) der linearen Antwortfunktion sehen.
Hier trifft man in der Literatur häufig auf zwei verschiedene Spektraldarstellungen, die
sich im verwendeten statistischen Operator ρ unterscheiden.
Spektraldarstellung-I: hier präpariert man das System zu Beginn in einem Zustand
| ψ0〉:

ρ ..= P|ψ0〉 =| ψ0〉〈ψ0 | .

Für die Zeitentwicklung der Operatoren verwenden wir wieder das Wechelwirkungsbild
mit

HW = HW
0 +HW

1 ,

wobei HW
0 explizit zeitunabhängig sei. Mit 6.4.10, 6.4.13 und 6.4.49 folgt für die Zeit-

abhängigkeit der Operatoren Oi(t):

Oi(t) = A(t, t0)Oi(t)A†(t, t0) = e
i
~H

W
0 (t0)(t−t0)Oi(t0)e− i

~H
W
0 (t0)(t−t0) ,

bzw. mit t0 = 0:

Oi(t) = e
i
~H

W
0 tOi(0)e− i

~H
W
0 t .

Die Kubo-Formel-1 (6.7.14) für t′ = 0 lautet:

χij(t) = − i
~
θ(t)〈[Oi(t),Oj(0)]〉 .

Damit folgt für die Fourier-Transformierte

χij(ω) = − i
~

∞∫
0

dt eiωt〈[Oi(t),Oj(0)]〉

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt tr(ρ[Oi(t),Oj(0)])
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= − i
~

∞∫
0

dt eiωt tr(| ψ0〉〈ψ0 | [Oi(t),Oj(0)])

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt
∑
m=0

〈ψm | ψ0〉〈ψ0 | [Oi(t),Oj(0)]ψm〉

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt〈ψ0 | [Oi(t),Oj(0)]ψ0〉

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt〈ψ0 | [e i~HW0 tOi(0)e− i
~H

W
0 t,Oj(0)]ψ0〉

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt〈ψ0 | {e
i
~H

W
0 tOi(0)e− i

~H
W
0 tOj(0)

−Oj(0)e i~HW0 tOi(0)e− i
~H

W
0 t}ψ0〉 .

Jetzt schiebt man in der Mitte noch ein
∑

n |n〉〈n| ein und erhält:

χij(ω) = − i
~

∞∫
0

dt eiωt
∑
n

{e
i
~E0t〈ψ0 | Oi(0)n〉〈e− i

~Entn | Oj(0)ψ0〉

− 〈ψ0 | Oj(0)e i~Ent n〉〈n | Oi(0)e− i
~E0tψ0〉}

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt
∑
n

{e
i
~ (E0−En)t〈ψ0 | Oi(0)n〉〈n | Oj(0)ψ0〉

− e
i
~ (En−E0)t〈ψ0 | Oj(0)n〉〈n | Oi(0)ψ0〉} .

Zunächst stellt man fest, daß sich in der Summe die n = 0 Terme, d.h. die Terme mit
| n〉 =| ψ0〉, aufheben. Also summieren wir jetzt nur noch über n 6= 0.
Wenn man die dt-Integration ausführen will, so stellt man fest, daß bei ω = En−E0

~ Pole
auftreten und daß das Integral bei t = ∞ nicht konvergiert. Beides zeigt an, daß wir
die Kausalitäts-Bedingung von χij(t) gemäß 6.5.1 korrekt berücksichtigen müssen, und
d.h., daß wir die Pole auf der ω-Achse vermeiden, indem wir ω ersetzen durch ω + iε:

χij(ω + iε) = − i
~

∞∫
0

dt ei(ω+iε)t
∑
n6=0

{e
i
~ (E0−En)t〈ψ0 | Oi(0)n〉〈n | Oj(0)ψ0〉
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− e
i
~ (En−E0)t〈ψ0 | Oj(0)n〉〈n | Oi(0)ψ0〉}

= − i
~
∑
n 6=0

{(Oi(0))0n(Oj(0))n0

i(ω + iε+ E0−En
~ )

ei(ω+iε+E0−En
~ )t

−(Oj(0))0n(Oi(0))n0

i(ω + iε+ En−E0
~ )

ei(ω+iε+En−E0
~ )t}

∣∣∣∣∣
∞

t=0

= 1
~
∑
n6=0

{(Oi(0))0n(Oj(0))n0

(ω + iε+ E0−En
~ )

− (Oj(0))0n(Oi(0))n0

(ω + iε+ En−E0
~ )

} Kubo-Formel-3 .

(6.7.21)

Spektraldarstellung-II: hier verwendet man für den statistischen Operator ρ das
kanonische Ensemble:

ρ ..= e−βH ..= e−
1
kT
H . (6.7.22)

Deshalb ist es hier einfacher für die Zeitentwicklung der Operatoren das Heisenbergbild
zu verwenden. Sei also

H = HH .

Mit 6.4.10, 6.4.13 und 6.4.39 folgt für die Zeitabhängigkeit der Operatoren Oi(t):

Oi(t) = A(t, t0)Oi(t)A†(t, t0) = e
i
~H(t0)(t−t0)Oi(t0)e− i

~H(t0)(t−t0) ,

bzw. mit t0 = 0:

Oi(t) = e
i
~HtOi(0)e− i

~Ht .

Die Kubo-Formel-1 (6.7.14) für t′ = 0 lautet:

χij(t) = − i
~
θ(t)〈[Oi(t),Oj(0)]〉 .

Damit folgt für die Fourier-Transformierte

χij(ω) = − i
~

∞∫
0

dt eiωt〈[Oi(t),Oj(0)]〉

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt tr(e−βH[Oi(t),Oj(0)])

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt tr(e−βH[e i~HtOi(0)e− i
~Ht,Oj(0)])
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= − i
~

∞∫
0

dt eiωt tr(e−βH{e i~HtOi(0)e− i
~HtOj(0)

−Oj(0)e i~HtOi(0)e− i
~Ht}) .

Jetzt berechnet man die Spur mit einem vollständigen Satz von Energieeigenvektoren
|m〉 zu den Energieeigenwerten Em, schiebt in der Mitte noch ein

∑
n |n〉〈n| ein und

erhält:

χij(ω) = − i
~

∞∫
0

dt eiωt
∑
m,n

(e−βEm{e i~Emt〈m | Oi(0) n〉〈n | e− i
~EntOj(0) m〉

− 〈m | Oj(0)e i~Ent n〉〈n | Oi(0)e− i
~Emt m〉})

= − i
~

∞∫
0

dt eiωt
∑
m,n

(e−βEm{e i~ (Em−En)t〈m | Oi(0) n〉〈n | Oj(0) m〉

− e
i
~ (En−Em)t〈m | Oj(0) n〉〈n | Oi(0) m〉}) .

Wenn man die dt-Integration ausführen will, so stellt man fest, daß bei ω = En−Em
~ Pole

auftreten und daß das Integral bei t = ∞ nicht konvergiert. Beides zeigt an, daß wir
die Kausalitäts-Bedingung von χij(t) gemäß 6.5.1 korrekt berücksichtigen müssen, und
d.h., daß wir die Pole auf der ω-Achse vermeiden, indem wir ω ersetzen durch ω + iε:

χij(ω + iε) = − i
~

∞∫
0

dt ei(ω+iε)t
∑
m,n

(e−βEm{e i~ (Em−En)t〈m | Oi(0) n〉〈n | Oj(0) m〉

− e
i
~ (En−Em)t〈m | Oj(0) n〉〈n | Oi(0) m〉})

= − i
~
∑
m,n

e−βEm{(Oi(0))mn(Oj(0))nm
i(ω + iε+ Em−En

~ )
ei(ω+iε+Em−En

~ )t

−(Oj(0))mn(Oi(0))nm
i(ω + iε+ En−Em

~ )
ei(ω+iε+En−Em

~ )t}

∣∣∣∣∣
∞

t=0

= 1
~
∑
m,n

e−βEm{(Oi(0))mn(Oj(0))nm
(ω + iε+ Em−En

~ )
− (Oj(0))mn(Oi(0))nm

(ω + iε+ En−Em
~ )

}

= 1
~
∑
m,n

(e−βEm − e−βEn)(Oi(0))mn(Oj(0))nm
(ω + iε+ Em−En

~ )
Kubo-Formel-4 . (6.7.23)
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Nun kann man χij(ω) wieder in Real- und Imaginärteil aufteilen:

χij(ω + iε) = 1
~
∑
m,n

(e−βEm − e−βEn)(Oi(0))mn(Oj(0))nm
(ω + Em−En

~ )2 + ε2
(ω + Em − En

~
− iε) .

Damit ergibt sich für den Imaginärteil χ′′ij(ω):

χ′′ij(ω + iε) = −1
~
∑
m,n

(e−βEm − e−βEn)(Oi(0))mn(Oj(0))nm
ε

(ω + Em−En
~ )2 + ε2

(6.7.24)

und mit δ(x) = lim
ε→0

1
π

ε
x2+ε2 geht der letzte Faktor für ε → 0 im Distributionssinne in

eine δ-Distribution über

lim
ε→0

χ′′ij(ω + iε) ∼ lim
ε→0

∑
m,n

ε

(ω + Em−En
~ )2 + ε2

=
∑
m,n

π δ(ω + Em − En
~

) . (6.7.25)

Es sind also gerade die Absorptionsvorgänge des Systems für den dissipativen Teil der
linearen Antwortfunktion verantwortlich.

Kubo hat zum Schluß seiner fundamentalen Arbeit Kubo (1957) noch ein quantenme-
chanisches Fluktuations-Dissipations-Theorem bewiesen. Er hat gezeigt, daß der dissi-
pative Teil der linearen Antwortfunktion χ′′ij(ω) im thermodynamischen Gleichgewicht
proportional zur 2-Punkt Korrelationsfunktion Sij(ω) ist. Dies ist ein sehr weitreichen-
des Ergebnis der Quantenstatistik.

Lemma 6.7.3 (Fluktuations-Dissipations-Theorem) Sei wie oben ein Quellterm
gegeben als HW

1 (t) ..=
∑

iOi(t)φi(t) und sei

Sij(t) ..= 〈Oi(t)Oj(0)〉 (6.7.26)

die entsprechende 2-Punkt Korrelationsfunktion, welche die Quanten-Fluktuationen des
Systems beschreibt. Dabei setzen wir voraus, daß Sij(t) analytisch für komplexe Zeiten
0 ≤ Im(t) ≤ ~β fortgesetzt werden kann und zudem im Unendlichen verschwindet, d.h.
limRe(t)→±∞ Sij(t) = 0.
Das System werde wieder beschrieben durch das kanonische Ensemble bei der Tempera-
tur T :

ρ ..= e−βH ..= e−
1
kT
H , (6.7.27)

und durch die daraus folgende mittlere Besetzungszahl nB(~ω) für wechselwirkungsfreie
Bosonen (Bose-Einstein-Statistik):

nB(~ω) = 1
eβ~ω − 1 . (6.7.28)
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Unter diesen Voraussetzungen gilt das quantenmechanische Fluktuations-Dissipations-
Theorem:

Sij(ω) = −2~ (nB(~ω) + 1)χ′′ij(ω) . (6.7.29)

Bei nB(~ω) = 0 sieht man sehr schön den Beitrag des Vakuums auf die Fluktuationen
Sij(ω).

Beweis: Aus der Kubo-Formel-1 (6.7.14) folgt für χ∗ij(t):

χij(t− t′) = − i
~
θ(t− t′)〈[Oi(t),Oj(t′)]〉 ⇒

χ∗ij(t− t′) = i

~
θ(t− t′)〈[Oi(t),Oj(t′)]〉∗

= i

~
θ(t− t′)〈(Oi(t)Oj(t′))† − (Oj(t′)Oi(t))†〉

= i

~
θ(t− t′)〈O†j(t′)O

†
i (t)−O

†
i (t)O

†
j(t′)〉

= − i
~
θ(t′ − t)〈Oj(t′)Oi(t)−Oi(t)Oj(t′)〉

= χji(t′ − t) .

Jetzt setzen wir t′ = 0 und erhalten für den Imaginärteil χ′′ij(t) = 1
2i(χij(t)− χ

∗
ij(t)):

χ′′ij(t) = 1
2i(χij(t)− χ

∗
ij(t)) = 1

2i(χij(t)− χji(−t))

= − 1
2~θ(t){〈Oi(t)Oj(0)−Oj(0)Oi(t)〉}

+ 1
2~θ(−t){〈Oj(−t)Oi(0)−Oi(0)Oj(−t)〉} .

Nun kann man die Zeittranslations-Invarianz ausnutzen

〈Oj(0)Oi(t)〉 = 〈Oj(−t)Oi(0)〉 und 〈Oi(0)Oj(−t)〉 = 〈Oi(t)Oj(0)〉 ,

und die θ-Funktionen wegen θ(t) + θ(−t) = 1 zusammenfassen:

χ′′ij(t) = − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~〈Oj(−t)Oi(0)〉 .

Im nächsten Schritt setzt man im 2. Term die Zeitvariable t ins Komplexe fort und
interpretiert ~β = it als eine komplexe ’Zeit’:

χ′′ij(t) = − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~ tr(e−βHOj(−t)Oi(0))
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= − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~ tr(e−βHOj(−t)e+βHe−βHOi(0))

= − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~ tr(e−βHOi(0) e−βHOj(−t)e+βH)

= − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~ tr(e−βHOi(0) ei(iβH)Oj(−t)e−i(iβH))

= − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~ tr(e−βHOi(0)Oj(−t+ i~β))

= − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~〈Oi(0)Oj(−t+ i~β)〉 .

Wiederum mit der Zeittranslationsinvarianz wird daraus:

χ′′ij(t) = − 1
2~〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1

2~〈Oi(t− i~β)Oj(0)〉 .

χ′′ij(ω) =
∞∫

−∞

dt eiωtχ′′ij(t)

= − 1
2~

∞∫
−∞

dt eiωt〈Oi(t)Oj(0)〉+ 1
2~

∞∫
−∞

dt eiωt〈Oi(t− i~β)Oj(0)〉

= − 1
2~Sij(ω) + 1

2~

∞∫
−∞

dt eiωt〈Oi(t− i~β)Oj(0)〉

= − 1
2~Sij(ω) + 1

2~

 ∞+i~β∫
−∞+i~β

dt′ eiω(t′+i~β)〈Oi(t′)Oj(0)〉

 .

Das Integral in der komplexen Ebene kann man jetzt wegen der vorausgesetzten Ana-
lytizität von 〈Oi(t′)Oj(0)〉 folgendermaßen berechnen:

∞+i~β∫
−∞+i~β

dt′ eiω(t′+i~β)〈Oi(t′)Oj(0)〉 = lim
R→∞

R+i~β∫
−R+i~β

dt′ eiω(t′+i~β)〈Oi(t′)Oj(0)〉

= lim
R→∞

−R∫
−R+i~β

dt′ eiω(t′+i~β)〈Oi(t′)Oj(0)〉

+ lim
R→∞

+R∫
−R

dt′ eiω(t′+i~β)〈Oi(t′)Oj(0)〉
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+ lim
R→∞

+R+i~β∫
+R

dt′ eiω(t′+i~β)〈Oi(t′)Oj(0)〉

Der 1. und der 3. Term verschwinden im Grenzwert R → ∞, weil dort nach Voraus-
setzung die Korrelationsfunktion Sij(t) = 〈Oi(t)Oj(0)〉 ja verschwindet. Also bleibt nur
der 2. Term übrig, die Integration über die reelle Achse:

χ′′ij(ω) = − 1
2~Sij(ω) + 1

2~e
−β~ω

 ∞∫
−∞

dt′ eiωt
′〈Oi(t′)Oj(0)〉


= − 1

2~(1− e−β~ω)Sij(ω) .

Sij(ω) = −2~ 1
(1− e−β~ω)χ

′′
ij(ω) .

Mit

nB(~ω) + 1 = 1
eβ~ω − 1 + 1 = 1 + eβ~ω − 1

eβ~ω − 1 = eβ~ω

eβ~ω − 1 = 1
1− e−β~ω

folgt sofort:

Sij(ω) = −2~ (nB(~ω) + 1)χ′′ij(ω) . 2

6.8 Kubo-Formel für die elektrische Leitfähigkeit

Wir folgen Tong (2012), S. 100 ff. und Tong (2016), S. 54 ff. wiederum in unseren
Bezeichnungen. Dieser Abschnitt stellt eine Anwendung der oben entwickelten Linea-
ren Antwort-Theorie auf die elektrische Leitfähigkeit als Antwort auf ein angelegtes
elektrisches Feld dar.
Wir arbeiten hierbei wieder im Wechselwirkungsbild, d.h. der Hamilton-Operator sei
zerlegbar in zwei Teile, HW = HW

0 +HW
1 , wobei HW

0 explizit zeitunabhängig sei:

HW (xW (t), pW (t), t) = H0(xW (t), pW (t)) +HW
1 (xW (t), pW (t), t) mit (∂H

W
0

∂t
)ex = 0 .

(6.8.1)

Der Operator HW
1 (xW (t), pW (t), t) ..= −

∑
i Ji(t)Ai(t) sei eine kleine Störung des durch

H0(xW (t), pW (t)) beschriebenen Systems. Klein bedeutet hier, daß die Antwort des
Systems noch sinnvoll in einer linearen Näherung beschrieben werden kann.
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Die elektrische Feldstärke Ei verwenden wir sowohl als Funktion der Zeit, als auch
fouriertransformiert als Funktion der Frequenz:

f(ω) =
∫
dt eiωtf(t) und f(t) = 1

2π

∫
dω e−iωtf(ω) . (6.8.2)

Ai(t) = 1
2π

∫
dω e−iωtAi(ω) ⇒ (6.8.3)

Ei(t) ..= −
∂Ai(t)
∂t

= − 1
2π

∫
dω (−iω)e−iωtAi(ω) ⇒ (6.8.4)

Ei(ω) = iωAi(ω) . (6.8.5)

Mit der Kubo-Formel-1 (6.7.14) folgt:

δ〈Ji(t)〉 ..= 〈Ji(t)〉| ~A − 〈Ji(t)〉| ~A=~0

= i

~

∞∫
−∞

dt′ θ(t− t′)
∑
j

〈[Jj(t′), Ji(t)]〉 (−Aj(t′))

= − i
~

∞∫
−∞

dt′ θ(t− t′)
∑
j

〈[Jj(t′), Ji(t)]〉Aj(t′)

= i

~

∞∫
−∞

dt′ θ(t− t′)
∑
j

〈[Ji(t), Jj(t′)]〉Aj(t′)

=
∞∫

−∞

dt′
∑
j

χij(t, t′)Aj(t′) mit

χij(t, t′) ..=
i

~
θ(t− t′)〈[Ji(t), Jj(t′)]〉 Kubo-Formel-1 . (6.8.6)

Das zu 6.7.14 unterschiedliche Vorzeichen rührt vom unterschiedlichen Vorzeichen von
HW

1 her und ist Konvention.
Die lineare Antwortfunktion ist translationsinvariant bzgl. der Zeit, also können wir
wieder schreiben χij(t, t′) = χij(t− t′):

χij(t− t′) = i

~
θ(t− t′)〈[Ji(t), Jj(t′)]〉 ⇒ (6.8.7)
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δ〈Ji(t)〉 =
∞∫

−∞

dt′
∑
i

χij(t− t′)Aj(t′) . (6.8.8)

Fouriertransformiert wird daraus wie oben (siehe 6.7.8) die Kubo-Formel-2 (Tong (2016)):

δ〈Ji(ω)〉 =
∑
j

χij(ω)Aj(ω) =
∑
j

χij(ω)Ej
iω

= 1
iω

∑
j

χij(ω)Ej . (6.8.9)

Der Leitfähigkeitstensor ist definiert als

〈Ji(ω)〉 def=
∑
j

σij(ω)Ej(ω) , (6.8.10)

und damit folgt

σij(ω) ..= 1
iω
χij(ω) = i

i~ω

∫
dt′ eiωt

′
θ(t− t′)〈[Ji(t), Jj(t′)]〉

= 1
~ω

∫
dt′ eiωt

′
θ(t− t′)〈[Ji(t), Jj(t′)]〉 . (6.8.11)

Zum Schluß wollen wir noch die Spektral-Darstellung von σij(ω) angeben. Wir stützen
uns dabei auf unsere obige Kubo-Formel-3 (6.7.21). Zugleich nutzen wir

χij(ω + iε) = 1
~
∑
n6=0

{〈ψ
0 | Ji(0)n〉〈n | (Jj(0)ψ0〉

(ω + iε+ E0−En
~ )

− 〈ψ
0 | (Jj(0)n〉〈n | Ji(0)ψ0〉

(ω + iε+ En−E0
~ )

} ⇒

σij(ω + iε) = 1
iω
χij(ω + iε)

= − i

~ω
∑
n6=0

{〈ψ
0 | Ji(0)n〉〈n | (Jj(0)ψ0〉

(ω + iε+ E0−En
~ )

− 〈ψ
0 | (Jj(0)n〉〈n | Ji(0)ψ0〉

(ω + iε+ En−E0
~ )

} .

Für ω + iε→ 0 folgt mit der Entwicklung des Nenners:

1
(ω + iε+ E0−En

~ )
' 1

E0−En
~
− ω + iε

(E0−En
~ )2 +O((ω + iε)2) + ... ⇒

σij(ω + iε) = − i
ω

∑
n6=0

{〈ψ
0 | Ji(0)n〉〈n | (Jj(0)ψ0〉

E0 − En
− 〈ψ

0 | (Jj(0)n〉〈n | Ji(0)ψ0〉
En − E0

}
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− i~2(ω + iε)
~ω

∑
n6=0

{〈ψ
0 | Ji(0)n〉〈n | (Jj(0)ψ0〉 − 〈ψ0 | (Jj(0)n〉〈n | Ji(0)ψ0〉

(E0 − En)2 } .

(6.8.12)

Für die Behandlung des Quanten-Hall-Effektes spezialisieren wir uns jetzt auf einen
2-dimensionalen Festkörper und führen dort ein kartesisches Koordinatensystem (x, y)
ein. Damit folgt für den nicht-diagonalen Teil des Leitfähigkeitstensors:

σxy(ω + iε) = σ(1)
xy (ω + iε) + σ(2)

xy (ω + iε)

..= − i
ω

∑
n6=0

{〈ψ
0 | Jx(0)n〉〈n | (Jy(0)ψ0〉

E0 − En
− 〈ψ

0 | (Jy(0)n〉〈n | Jx(0)ψ0〉
En − E0

}

− i~2(ω + iε)
~ω

∑
n6=0

{〈ψ
0 | Jx(0)n〉〈n | (Jy(0)ψ0〉 − 〈ψ0 | (Jy(0)n〉〈n | Jx(0)ψ0〉

(E0 − En)2 } .

Der erste Term, σ(1)
xy (ω + iε), verschwindet, denn im Wechselwirkungsbild folgt mit

6.4.51:

Jx ..= evx = e
d

dt
x = e

i

~
[HW

0 , x] ⇒ (6.8.13)

〈ψ0 | (HW
0 x− xHW

0 )n〉 = (E0 − En)〈ψ0 | xn〉 ⇒

σ(1)
xy (ω + iε) = −ie

2

ω

∑
n6=0

{〈ψ
0 | vx(0)n〉〈n | vy(0)ψ0〉

E0 − En
+ 〈ψ

0 | (vy(0)n〉〈n | vx(0)ψ0〉
E0 − En

}

= −ie
2

ω

∑
n 6=0

(E0 − En){〈ψ
0 | x(0)n〉〈n | vy(0)ψ0〉

E0 − En
− 〈ψ

0 | vy(0)n〉〈n | x(0)ψ0〉
E0 − En

}

= −ie
2

ω

∑
n 6=0

{〈ψ0 | x(0)n〉〈n | vy(0)ψ0〉 − 〈ψ0 | vy(0)n〉〈n | x(0)ψ0〉}

= −ie
2

ω
{〈ψ0 | x(0) vy(0)ψ0〉 − 〈ψ0 | (vy(0)x(0)ψ0〉} = 0 ,

weil die Operatoren x und vy kommutieren. Man sieht hieraus auch schön, daß diese
Konstruktion für die diagonalen Teile des Leitfähigkeitstensors σxx und σyy nicht funk-
tioniert und daß in diesen Fällen ohne zusätzliche Annahmen über einen elektrischen
Widerstand die Gleichstrom-Leitfähigkeit mit 1/ω für ω → 0 divergiert.

Also bleibt nur der zweite Term, σ(2)
xy übrig:

σxy ..= lim
ω+iε→0

σxy(ω + iε) = lim
ω+iε→0

σ(2)
xy (ω + iε)
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= −i~
∑
n6=0

{〈ψ
0 | Jx(0)n〉〈n | (Jy(0)ψ0〉 − 〈ψ0 | (Jy(0)n〉〈n | Jx(0)ψ0〉

(E0 − En)2 } . (6.8.14)

Dies ist dieKubo-Formel-4 für den nicht-diagonalen Teil der Leitfähigkeit beim Quanten-
Hall-Effekt.
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6.9 David James Thouless (1934 – 2019)

Abbildung 6.7: David J. Thouless
Mary Levin (1995), CC BY-SA 4.0
[http://en.wikipedia.org/wiki/

David_J._Thouless]

David Thouless wurde 1934 als Sohn des bri-
tischen Psychologieprofessors Robert Thou-
less und seiner Frau Priscilla Gorton geboren.
David war ein außergewöhnliches Kind und
brachte sich bereits mit 4 Jahren selbststän-
dig das Lesen bei. Das Elternhaus bot ihm
eine akademisch geprägte, geistig sehr offene
und anregende Umgebung. So verkehrte z.B.
der Philosoph Ludwig Wittgenstein regelmä-
ßig im Haus der Familie Thouless.
David Thouless studierte dann in Cambridge
und wurde unter Hans Bethe an der Cor-
nell Universität promoviert. Nach einem Jahr
am Lawrence Radiation Laboratory in Ber-
keley/Kalifornien arbeitete er unter Rudolf
Peierls an der Birmingham Universität. Es
folgten Berufungen an die Universitäten von
Cambridge, Birmingham, Yale und schließlich
an die Universität von Washington in Seattle
(1980-2003).
David Thouless war nicht nur ein hochbegab-
ter theoretischer Festkörperphysiker, sondern
er hatte sich auch ein vertieftes Verständnis
der modernen Mathematik, insb. der Topolo-
gie, erarbeitet, was ihm seine physikalischen Einsichten überhaupt erst ermöglichte.
Er forschte und publizierte zu einem weiten Bereich der Vielteilchentheorie und Pha-
senübergänge in Festkörpern und Atomkernen. Am berühmtesten wurden seine topol-
gischen Arbeiten zu Kosterlitz-Thouless-Übergängen im XY-Modell, zu quantisierten
Anregungen in Supraflüssigkeiten und Supraleitern und zum Quanten-Hall-Effekt.
Seine wichtigsten Publikationen sind wohl:

• Ordering, metastability and phase transitions in two-dimensional systems: Ko-
sterlitz u. Thouless (1973),

• Quantized Hall Conductance in a Two-Dimensional Periodic Potential: Thouless
u. a. (1982),

• Topological Considerations im Sammelband The Quantum Hall Effect: Prange u.
Girvin (1987b),

• Das Buch: Topological quantum numbers in non relativistic physics,Thouless
(1998).

Für seine Verdienste wurde er im Jahr 1979 zu einem ’Fellow of the Royal Society’
gewählt und 1995 zu einem Mitglied der ’US National Academy of Sciences’. Im Jahr

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
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1990 erhielt er den Wolf-Preis in Physik, 1993 die Dirac-Medaille und 2016 den Nobel-
preis der Physik, zusammen mit seinen engen Kollegen Duncan Haldane und J. Michael
Kosterlitz.
David Thouless war verheiratet mit Margaret Scrase, die später als Professorin für
Pathobiologie an die Universität von Washington in Seattle berufen wurde. Das Paar
hatte drei Kinder.
[Quellen:
en.wikipedia: David_J._Thouless
Der Nachruf von J. Michael Kosterlitz in ’The Guardian’ vom 19. April 2019 (Kosterlitz
(2019))]

http://en.wikipedia.org/wiki/David_J._Thouless
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6.10 Quantisierung der Hall-Leitfähigkeit nach TKNN

Nachdem von Klitzing et al. (von Klitzing u. a. (1980)) den Quanten-Hall-Effekt ex-
perimentell entdeckt hatten dauerte es nicht lange, bis Thouless et al. (Thouless u. a.
(1982)) eine festkörpertheoretische Beschreibung auf topologischer Basis vorlegen konn-
ten. TKNN steht hier für die Anfangsbuchstaben der Autoren dieser Arbeit: Thouless,
Kohmoto, Nightingale und den Nijs.
Wir orientieren uns im folgenden an der Originalarbeit Thouless u. a. (1982), an eini-
gen der Artikel im Sammelband Prange u. Girvin (1987a), darunter insb. dem Artikel
’Topological Considerations’ von Thouless auf S. 117 ff. und erneut an der schönen
Vorlesung von Tong (2016), S. 61 ff.
Die Voraussetzungen für die TKNN-Konstruktion sind:

• gegeben sei ein 2-dimensionaler Nichtleiter-Kristalls mit periodischen Randbedin-
gungen. Damit ist die Geometrie die eines 2-dimensionalen Torus T 2

~x . Nichtleiter
bedeutet hier, daß es eine Bandlücke zwischen den vollständig besetzten Valenz-
bändern und den leeren Leitungsbändern geben möge und daß die Fermienergie
EF in dieser Bandlücke liege.

• das Ein-Teilchen-Spektrum läßt sich mit einer Bandstruktur Eα~k für das Band α
beschreiben.

• der Wellenvektor ~k = ~p/~ ist beschränkt auf das zweidimensionale reziproke Git-
ter, auch Brillouin-Zone genannt, das ebenfalls periodische Randbedingungen hat
und damit ebenfalls die Geometrie eines 2-dimensionalen Torus T 2

α~k
für jedes Band

α.
• Vernachlässigung aller Elektron-Elektron Wechselwirkungen.

Gesucht wird jetzt die elektrische transversale Leitfähigkeit σxy eines solchen Nichtleiter-
Kristalls.

Satz 6.10.1 (TKNN-Theorem) Seien die Elektronen in einem Band α beschrieben
durch Bloch-Wellenfunktionen (3.2):

ψα~k(~x) = ei
~k~xuα~k(~x) mit (6.10.1)

uα~k(~x+ ~a1) = uα~k(~x+ ~a2) = uα~k(~x) , (6.10.2)

wenn ~a1 und ~a2 die Kristallgitter-Einheitsvektoren sind.
Dann kann man für das Band α eine Zusammenhangs-1-Form Aαi(~k), d.h. ein Eich-
potential, definieren:

Aαi(~k)dki ..= −i〈uα~k |
∂

∂ki
uα~k〉dk

i , (6.10.3)

Die betrachtete Mannigfaltigkeit ist der Torus T 2
α~k

der Brillouin-Zone. Aαi(~k) ist rein
imaginär, also eine u(1)-wertige 1-Form. Damit ist das betrachtete Prinzipalbündel
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P (T 2
α~k
, U(1)). Die Liegruppe U(1) ist eindimensional und abelsch, also sind alle Struk-

turkonstanten f γ
αβ = 0 und man benötigt keine Gruppenindizes α, β. Im Beweis zei-

gen wir, daß Aαi(~k) tatsächlich das Transformationsverhalten einer lokalen Zusammen-
hangsform zeigt, oder in der Sprache der Physiker, eines Eichpotentials.

Aus der Zusammenhangs-1-Form kann man durch Differenzieren eine entsprechende
Krümmungs-2-Form Fαxy(~k), d.h. eine Feldstärke, gewinnen:

Fαxydkx ∧ dky = (∂Aαx(
~k)

∂ky
− ∂Aαy(~k)

∂kx
)dkx ∧ dky

= (−i〈 ∂
∂ky

uα~k |
∂

∂kx
uα~k〉+ i〈 ∂

∂kx
uα~k |

∂

∂ky
uα~k〉)dk

x ∧ dky

= (−i〈∂kyuα~k | ∂kxuα~k〉+ i〈∂kxuα~k | ∂kyuα~k〉)dk
x ∧ dky . (6.10.4)

Das Integral der Krümmungs-2-Form für das Band α über den Torus T 2
α~k

ergibt eine
topologische Invariante, die 1. Chern-Zahl, die eine natürliche Zahl ist.

Cα ..= − 1
2π

∫
T 2
α~k

d2~kFαxy . (6.10.5)

Damit ergibt sich jetzt für die elektrische transversale Leitfähigkeit σxy:

σxy = − e2

2π~
∑
α

Cα = −e
2

h

∑
α

Cα . (6.10.6)

Die ganzzahlige Summe der Chern-Zahlen der 1. Chernklasse über alle vollbesetzten
Valenzbänder

∑
αCα wird auch TKNN-Invariante genannt.

Die Topologie führt also zu einer ganzzahligen Quantisierung der Leitfähigkeit mal e2/h,
bzw. zu einer ganzzahligen Quantisierung des Hall-Widerstands mal der von Klitzing-
Konstanten h/e2.

Beweis: Unser Ausgangspunkt ist die Kubo-Formel-4 (6.8.14). Für Jx(0) und Jy(0)
schreiben wir einfach Jx und Jy. Weil es sich beim betrachteten Kristall um einen
Nichtleiter handelt betrachten wir nur Beiträge von Übergängen aus den Valenzbändern
Eα~k in die Leitungsbänder Eβ~k mit Eα~k < EF < Eβ~k.

σxy = i~
∑
α,β

E
α~k
<EF<Eβ~k

∫
T 2
α~k

d2~k

(2π)2

〈uα~k | Jyuβ~k〉〈uβ~k | Jxuα~k〉 − 〈uα~k | Jxuβ~k〉〈uβ~k | Jyuα~k〉
(Eβ~k − Eα~k)2 .

(6.10.7)
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Im nächsten Schritt geht man vom Hamilton-Operator Ĥ(~̂x) über zu einem auf die
Brillouin-Zone beschränkten Hamilton-Operator ˆ̃H(~k).

Ĥ(~̂x) | ψα~k〉 = Eα~k | ψα~k〉 ⇒ (6.10.8)

ˆ̃H(~k) | uα~k〉 ..= e−i
~k~xĤei

~k~x | uα~k〉 = Eα~k | uα~k〉 . (6.10.9)

In der Festkörper-Physik definiert man die ~k-abhängige Geschwindigkeit der Elektronen
im Band α als (siehe z.B. Ziman (1975), S. 129):

~v(α,~k) ..= 1
~
∂Eα~k

∂~k
(6.10.10)

und den Geschwindigkeits-Operator dann entsprechend als:

v̂(~k) ..= 1
~
∂ ˆ̃H(~k)
∂~k

. (6.10.11)

Damit ergibt sich der Operator der elektrischen Stromdichte zu:

Ĵ(~k) ..= ev̂(~k) = e

~
∂ ˆ̃H(~k)
∂~k

d.h. , (6.10.12)

Ĵx(~k) ..= ev̂x(~k) = e

~
∂ ˆ̃H(~k)
∂kx

= e

~
∂kx

ˆ̃H(~k) , (6.10.13)

Ĵy(~k) ..= ev̂y(~k) = e

~
∂ ˆ̃H(~k)
∂ky

= e

~
∂ky

ˆ̃H(~k) . (6.10.14)

Daß diese Definition Sinn macht kann man an folgendem einfachen Beispiel eines freien
Elektrons sehen. In diesem Beispiel habe ~A = ~A(~x) nur eine ~x-Abhängigkeit.

Ĥ(x̂) = 1
2m(p̂+ e

c
Â(x̂))2 = 1

2m(−i~~∇+ eÂ(x̂))2 ⇒

ˆ̃H(k) = e−ikxĤ(x̂)eikx = e−ikx
1

2m(−i~~∇+ eÂ(x̂))2eikx

= 1
2m(−i~~∇+ ~k + eÂ(x̂))2 = 1

2m(p̂+ ~~k + eÂ(x̂))2 .

1
~
∂ ˆ̃H(~k)
∂~k

= 1
m

(p̂+ ~~k + eÂ(x̂)) .
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Aus 6.4.2 folgt mit [x̂i, p̂j] = i~δij1:
◦
x̂i = i

~
[ ˆ̃H(k), x̂i] = i

2m~
[(p̂+ ~k + eÂ(x̂))2, x̂i]

= i

2m~
∑
j

[p̂j p̂j + p̂j(~kj + eÂj(x̂)) + (~kj + eÂj(x̂))p̂j, x̂i]

= i

2m~
∑
j

(p̂j p̂jx̂i − x̂ip̂j p̂j + 2(~kj + eÂj(x̂))(p̂jx̂i − x̂ip̂j))

= i

2m~
(−2i~p̂i − 2i~(~ki + eÂi(x̂)) = 1

m
(p̂i + ~ki + eÂi(x̂)) .

Im Heisenberg-Bild ist v̂k ..=
◦
x̂ = d

dt
x̂ (6.4.42), und damit stimmen die beiden Defini-

tionen überein.
Jetzt setzt man Ĵx und Ĵy aus 6.10.13 und 6.10.14 in die Kubo-Formel 6.10.7 ein:

σxy = i
e2

~
∑
α,β

E
α~k
<EF<Eβ~k

∫
T 2
α~k

d2~k

(2π)2

〈uα~k | (∂ky
ˆ̃H(~k))uβ~k〉〈uβ~k | (∂kx

ˆ̃H(~k))uα~k〉 − 〈uα~k | (∂kx
ˆ̃H(~k))uβ~k〉〈uβ~k | (∂ky

ˆ̃H(~k))uα~k〉
(Eβ~k − Eα~k)2 .

Für die einzelnen Ausdrücke im Zähler ergibt sich:

〈uα~k | (∂ky
ˆ̃H(~k))uβ~k〉 = 〈uα~k | ∂ky(

ˆ̃H(~k)uβ~k)〉 − 〈uα~k |
ˆ̃H(~k)(∂kyuβ~k)〉

= 〈uα~k | ∂ky(Eβ~kuβ~k)〉 − 〈
ˆ̃H(~k)uα~k | (∂kyuβ~k)〉

= 〈uα~k | (∂kyEβ~k)uβ~k〉+ 〈uα~k | Eβ~k∂kyuβ~k〉 − 〈Eα~kuα~k | (∂kyuβ~k)〉 .

Nun bezieht sich ∂ky nur auf das Valenzband α, deswegen ist (∂kyEβ~k) = 0. Damit folgt

〈uα~k | (∂ky
ˆ̃H(~k))uβ~k〉 = (Eβ~k − Eα~k)〈uα~k | ∂kyuβ~k〉

= −(Eβ~k − Eα~k)〈∂kyuα~k | uβ~k〉 ,

denn

∂ky〈uα~k | uβ~k〉 =
{

0 , denn uα~k und uβ~k sind orthogonal ,
〈∂kyuα~k | uβ~k〉+ 〈uα~k | ∂kyuβ~k〉 .

(6.10.15)

Entsprechend ergibt sich

〈uβ~k | (∂kx
ˆ̃H(~k))uα~k〉 = 〈uβ~k | (∂kx

ˆ̃H(~k)uα~k)〉 − 〈uβ~k |
ˆ̃H(~k)(∂kxuα~k)〉
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= 〈uβ~k | (∂kxEα~kuα~k)〉 − 〈
ˆ̃H(~k)uβ~k | (∂kxuα~k)〉

= 〈uβ~k | (∂kxEα~k)uα~k〉+ 〈uβ~k | Eα~k(∂kxuα~k)〉 − 〈Eβ~kuβ~k | ∂kxuα~k〉

= −(Eβ~k − Eα~k)〈uβ~k | ∂kxuα~k〉 .

Damit folgt für die Leitfähigkeit

σxy = i
e2

~
∑
α,β

E
α~k
<EF<Eβ~k

∫
T 2
α~k

d2~k

(2π)2

〈∂kyuα~k | uβ~k〉〈uβ~k | ∂kxuα~k〉 − 〈∂kxuα~k | uβ~k〉〈uβ~k | ∂kyuα~k〉 .

Aus der Vollständigkeits-Relation der Wellenfunktionen uα~k und uβ~k folgt:∑
β

| uβ~k〉〈uβ~k | = {1} −
∑
α

| uα~k〉〈uα~k | .

Damit ergibt sich für die Leitfähigkeit

σxy = i
e2

~
∑
α

E
α~k
<EF<Eβ~k

∫
T 2
α~k

d2~k

(2π)2{〈∂kyuα~k | ∂kxuα~k〉 − 〈∂kxuα~k | ∂kyuα~k〉

− 〈∂kyuα~k | uα~k〉〈uα~k | ∂kxuα~k〉+ 〈∂kxuα~k | uα~k〉〈uα~k | ∂kyuα~k〉}

Die beiden Terme der zweiten Zeile heben sich auf, denn wegen 6.10.15 gilt:

− 〈∂kyuα~k | uα~k〉〈uα~k | ∂kxuα~k〉+ 〈∂kxuα~k | uα~k〉〈uα~k | ∂kyuα~k〉

=〈uα~k | ∂kyuα~k〉〈uα~k | ∂kxuα~k〉 − 〈uα~k | ∂kxuα~k〉〈uα~k | ∂kyuα~k〉

=0 .

Damit ergibt sich für die Leitfähigkeit

σxy = i
e2

~
∑
α

E
α~k
<EF

∫
T 2
α~k

d2~k

(2π)2{〈∂kyuα~k | ∂kxuα~k〉 − 〈∂kxuα~k | ∂kyuα~k〉} ,

und mit Hilfe von 6.10.4

σxy = − e2

2π~
∑
α

E
α~k
<EF

1
2π

∫
T 2
α~k

d2~kFαxy .
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Indem wir die Größe −i{〈∂kyuα~k | ∂kxuα~k〉 − 〈∂kxuα~k | ∂kyuα~k〉} jetzt einfach Fαxy
nennen haben wir natürlich noch keinerlei topologischen Erkenntnisgewinn erreicht.
Andererseits ist dieses Fαxydkx ∧ dky als 2-Form gerade das Differential der 1-Form

Aαi(~k)dki = −i〈uα~k |
∂

∂ki
uα~k〉dk

i = −i〈uα~k | d uα~k〉 .

Und diese 1-Form kann uns an die 1-Form des Berry-Zusammenhangs A(n, ~R(t)) in
5.3.20 erinnern. Aαi(~k) ist ebenso wie der Berry-Zusammenhang rein imaginär und da-
mit ein Element der Lie-Algebra u(1) = {i ·c ∈ i ·R}. Die Eichgruppe ist also U(1). Wir
werden jetzt versuchen zu zeigen, daß sich auch dieses Aαi(~k) wie eine lokale Zusam-
menhangsform transformiert, oder in der Sprache der Physiker, wie ein Eichpotential.

Seien Um eine Karte einer offenen Überdeckung von M , σm : Um → P ein lokaler
Schnitt. Jetzt soll gezeigt werden, daß (Aαi(~k)d~k)m bei einem Kartenwechsel mit einer
Funktion tmn ∈ U(1) von einer Karte Um auf eine Karte Un tatsächlich die für eine
Eichtransformation richtige Kompatibilitätsbedingung erfüllt (30.4.8).

| uα~k〉n =| uα~k〉m tmn(~k) ⇒

(Aαi(~k)d~k)n = −i〈(uα~k)n | d (uα~k)n〉

= (tmn(~k))−1〈(uα~k)m | d uα~k〉mtmn(~k)

= (tmn(~k))−1〈(uα~k)m | d (uα~k〉m)tmn(~k)

+ (tmn(~k))−1〈(uα~k)m | (uα~k〉m〉 dtmn(~k)

= tmn(~k)−1(Aαi(~k)d~k)mtmn(~k) + tmn(~k)−1 dtmn(~k) .

Damit ist Fαxy nun tatsächlich eine lokale Krümmung und das Integral über Fαxy die
1. Chern-Zahl, und damit eine natürliche Zahl, und wir erhalten für die Leitfähigkeit
σxy:

σxy = − e2

2π~
∑
α

E
α~k
<EF

1
2π

∫
T 2
α~k

d2~kFαxy = −e
2

h

∑
α

E
α~k
<EF

Cα . 2

Das Ergebnis der TKNN-Formel ist durchaus überraschend. Ströme sind ja üblicherwei-
se durch die unzähligen Streuvorgänge der Elektronen am Kristallgitter und an Stör-
stellen ein sehr komplexes Phänomen - aber in diesem Fall erzwingt die Topologie eine
ganzzahlige Quantisierung der Leitfähigkeit mal e2/h, bzw. eine ganzzahlige Quantisie-
rung des Hall-Widerstands mal der von Klitzing-Konstanten h/e2.
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6.11 Landau Niveaus

Lew Dawidowitsch Landau (1908 - 1968) hat im Jahr 1930 eine quantenmechanische
Theorie des Diamagnetismus in Metallen publiziert. Darin behandelt er die Elektronen
des Metalls als ein freies Elektronengas. Legt man nun ein homogenes Magnetfeld B in
z-Richtung an ein in der x-y Ebene befindliches 2-dimensionales Elektronengas mit den
Längen Lx und Ly und perodischen Randbedingungen an, so entsteht eine Aufspaltung
der Energie-Niveaus in die sog. Landau-Niveaus. Zudem zeigt sich, daß diese Niveaus
hochgradig entartet sind. Wir folgen Ziman (1975), S. 298 ff., und Tong (2016), S. 20
ff., wiederum in unseren Bezeichnungen und spezialisiert auf den 2-dimensionalen Fall.
Das Vektorpotential ~A ist als ein Eichpotential ja nur bis auf ein Gradientenfeld be-
stimmt, da die Rotation eines Gradientenfeldes immer verschwindet (Eichinvarianz).
Wir wählen im Folgenden die Landau-Eichung:

~A ..=

 0
xB

0

 ⇒ ~B = ~∇× ~A =

 0
0
B

 . (6.11.1)

Der Hamilton-Operator für dieses Problem lautet:

Ĥ = 1
2m(p̂+ e ~A)2 = 1

2m(p̂2
x + (p̂y + exB)2) . (6.11.2)

Dieser Hamilton-Operator ist in y-Richtung translationsinvariant, also macht man für
die Wellenfunktion den folgenden Ansatz:

ψk(x, y) = eikyuk(x)

und erhält

Ĥψk(x, y) = 1
2m(−~2∂2

x + (−i~∂y + exB)2)eikyuk(x)

= 1
2m(−~2∂2

x + (~k + exB)2)eikyuk(x)

= (− ~2

2m∂2
x + (eB)2

2m (x+ k
~
eB

)2)eikyuk(x)

= (− ~2

2m∂2
x + mω2

B

2 (x+ kl2B)2)eikyuk(x)

mit der Zyklotronfrequenz ωB und der magnetischen Länge lB:

ωB ..= eB

m
und lB ..= ( ~

eB
)1/2 . (6.11.3)

Dies ist die Gleichung eines harmonischen Oszillators mit verschobenem Nullpunkt
x0 = −kl2b (siehe z.B. Greiner (1989), S. 180 ff.). Die Eigenwert-Gleichung Ĥψk(x, y) =
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Eψk(x, y) führt auf eine Webersche Differentialgleichung mit Hermiteschen Polynomen
Hn mit n ∈ N0 als Lösung.
Damit ergeben sich für die Energie-Eigenwerte und Energie-Eigenfunktionen:

En = ~ωB(n+ 1
2) , (6.11.4)

ψn,k(x, y) = Nne
ikye−(x+kl2B)2/2l2BHn( 1

lB
(x+ kl2B)) , (6.11.5)

mit dem Normierungsfaktor Nn und dem Hermiteschen Polynom Hn(X) (siehe z.B.
Wikipedia-Hermitesches_Polynom (2022), Abramowitz u. Stegun (1970), S. 775, S.
785, S. 801). Hier die Formel von Rodrigues für das Hermitesche Polynom Hn(X):

Hn(X) ..= (−1)neX2 dn

dXn
e−X

2
, bzw. (6.11.6)

..= eX
2/2(X − d

dX
)n e−X2/2 . (6.11.7)

Die Wellenfunktion des Grundzustands ψ0,k(x, y) des harmonischen Oszillators in der
Landau-Eichung ist mit H0(X) = 1 gerade

ψ0,k(x, y) = N0e
ikye−(x+kl2B)2/2l2B . (6.11.8)

Nun zur Frage der Entartung der Energieniveaus En. Das 2-dimensionales Elektronen-
gas mit den Längen Lx und Ly und perodischen Randbedingungen ist jetzt in seiner
Ausdehnung begrenzt durch:

0 ≤ y ≤ Ly und 0 ≤ |x0| = kl2B ≤ Lx . (6.11.9)

Damit ist die Anzahl der erlaubten ~k-Werte (siehe 3.2):

Ny = Ly
2π und Nx =

Lx/l2B∫
0

dk = Lx
l2B

⇒

NB ..= NxNy = LxLy
2πl2B

= eBLxLy
2π~ . (6.11.10)

Nun ist Φ ..= BLxLy der magnetische Fluß durch die Fläche LxLy. Dann kann man
das magnetische Flußquantum Φ0 einführen, das man sich als den magnetischen Fluß
durch eine Fläche 2πl2B vorstellen kann:

LxLy → 2πl2B ⇒ NB → 1 ⇒ Φ0 = B(2πl2B) = 2π~
e

⇒ (6.11.11)

NB = Φ
Φ0

. (6.11.12)
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6.12 Translationen im Magnetfeld

Zunächst eine kleine Wiederholung zum Operator für Translationen in der Physik. Sei
ψ(~x) eine Wellenfunktion der Schrödingergleichung und T (~d) der Operator einer 1-
dimensionalen Darstellung kontinuierlicher Translationen im Ortsraum R3. Dann folgt
aus einer Talorentwicklung für T (~d):

(T (~d)ψ)(~r) ..= ψ(~r − ~d) =
∞∑
n=0

1
n! (−

~d~∇)nψ(~r) = e−
~d~∇ψ(~r)

= .. e− i
~
~dp̂ψ(~r) mit p̂ ..= −i~~∇ . (6.12.1)

Es gilt also:

(e− i
~
~dp̂ψ)(~r) = ψ(~r − ~d)

und durch Differenzieren beider Seiten nach ~d bei ~d = ~0 folgt:
−i
~

(p̂ψ)(~r) = ~∇~dψ(~r − ~d)|~d=~0 = −~∇~rψ(~r) ⇒

(p̂ψ)(~r) = −i~~∇~rψ(~r) . (6.12.2)

Der Impuls p̂ ist also der infinitesimale Generator der Translationensgruppe. So weit,
so bekannt :-)

Im Folgenden orientieren wir uns an Tong (2016) S. 57 ff., S. 68 ff. und Eschrig (2011)
S. 289 ff.
Wir untersuchen jetzt einen in der (x, y)-Ebene liegenden 2-dimensionalen Festkörper
mit den Abmessungen Lx × Ly, bei dem wir wieder periodische Randbedingungen ver-
langen. Damit handelt es sich also erneut um einen 2-dimensionalen Torus T 2. Diesen
Festkörper modellieren wir zunächst als ein freies Elektronengas, bevor wir in einem
anschließenden Schritt eine Gitterstruktur einführen. Senkrecht zur (x, y)-Ebene, also
in Richtung der z-Achse, stehe ein statisches Magnetfeld der Stärke B. Wir wählen
erneut die Landau-Eichung, also

~A ..=

 0
xB

0

 ⇒ ~B = ~∇× ~A =

 0
0
B

 . (6.12.3)

Jetzt kann der obige Operator der Translationsgruppe im Sinne derminimalen Kopplung
um das Vektorpotential ~A erweitert werden. Der Ausdruck (~p−q ~A) mit der elektrischen
Ladung q wird für Elektronen zu (~p+ e ~A) mit der Elektronenladung e:

TB(~d) ..= e−
i
~
~d(p̂+e ~A) = e−

i
~
~d(−i~~∇+e ~A) (6.12.4)
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TB(~d) ist also der Operator der magnetischen Translationsgruppe mit dem infinitesima-
len Generator

p̂B ..= ~k̂B ..= p̂+ e ~A = −i~~∇+ e ~A . (6.12.5)

Seien

Tx ..= TB

 Lx

0
0

 , Ty ..= TB

 0
Ly

0

 . (6.12.6)

Damit schreiben sich die periodischen Randbedingungen als:

Txψ(x, y) = ψ(x+ Lx, y) != ψ(x, y) , (6.12.7)

Tyψ(x, y) = e−
i
~LyexBψ(x, y + Ly)

!= ψ(x, y) . (6.12.8)

Man sieht, daß sich Tyψ(x, y) von ψ(x, y) durch eine U(1)-Eichtransformation unter-
scheidet.
Im nächsten Schritt vergleicht man TyTxψ(x, y) mit TxTyψ(x, y) und erhält:

TyTxψ(x, y) = Tyψ(x+ Lx, y) = e−
i
~LyexBψ(x+ Lx, y + Ly) ,

TxTyψ(x, y) = Txe
− i

~LyexBψ(x, y + Ly) = e−
i
~Lye(x+Lx)Bψ(x+ Lx, y + Ly) ,

⇒ TyTx = e−
i
~LyLxeBTxTy (6.12.9)

⇒ eB

~
LxLy

!= 2πN mit N ∈ Z , (6.12.10)

da bei einer Vollumrundung des Torus via TyTx und via TxTy in beiden Fällen das
Resutat die gleiche Wellenfunktion ψ(x, y) sein muß.
Diese Quantisierungsbedingung ist nun die Gleiche, wie beim Aharonow-Bohm Effekt,
siehe 5.2.8 mit Φ = BLxLy. Und es ist der gleiche Wert, wie die Anzahl der Landau-
Niveaus, siehe 6.11.10.

Im nächsten Schritt erweitert man den Hamilton-Operator 6.11.2 um ein in der (x, y)-
Ebene liegendes 2-dimensionales periodisches Gitterpotential U(x, y):

Ĥ = 1
2mp̂2

B + U(x, y) = 1
2m(p̂+ e ~A)2 + U(x, y)

= 1
2m(p̂2

x + (p̂2
y + exB)2) + U(x, y)

= ~2

2m((−i∂x)2 + (−i∂y + e

~
xB)2) + U(x, y) . (6.12.11)
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Dieser Hamilton-Operator ist nicht mehr periodisch in x-Richtung. Der Einfachheit
halber gehen wir von einem rechteckigen Gitter aus. Dann sind die Gitterpunkte gegeben
durch

~d ..= n1aex + n2bey ,

wenn die Vektoren ~a = aex und ~b = bey das Gitter im Ortsraum der (x, y)-Ebene mit
den Einheitsvektoren (ex, ey) definieren. Damit wird jetzt der Translations-Operator
6.12.4 zu

(T (~d) ..= e−
i
~
~dp̂B = e−

i
~
~d(p̂+e ~A) = e−

i
~
~d(−i~~∇+e ~A) = e−

i
~
~d(−i~~∇+exBey) . (6.12.12)

p̂B ..= ~k̂B ..= p̂+ e ~A = −i~~∇+ e ~A . (6.12.13)

T (~d) kommutiert mit H wegen

[T (~d), H] = [e− i
~ (n1aex+n2bey)(p̂+e ~A),

1
2m(p̂+ e ~A)2 + U(x, y)] = 0 (6.12.14)

da

e−
i
~ (n1aex+n2bey)(p̂+e ~A)U(x, y) = U(x+ n1a, y + n2b) = U(x, y) .

Analog dem obigen Vorgehen definieren wir

Tx ..= TB

 n1a

0
0

 , Ty ..= TB

 0
n2b

0

 (6.12.15)

und erhalten

TyTx = e−
i
~n1n2ab eBTxTy . (6.12.16)

Jetzt kommt der entscheidende Punkt: man definiert ein magnetisches Übergitter mit
aBex und bBey derart, daß sich gerade

eB

~
aBbB

!= 2π (6.12.17)

ergibt. Das heißt, die Einheitszelle des magnetischen Übergitters mit der Fläche aBbB
wird durchdrungen von einem magnetischen Fluß

Φ0 ..= BaBbB = 2π~
e

. (6.12.18)

Damit kommutieren Tx und Ty und der Hamilton-Operator auf dem magnetischen Über-
gitter und es gibt einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren. Also kann man wie ge-
wohnt mit dem Bloch-Theorem 3.2 und der Konstruktion einer magnetischen Brillouin
Zone mit magnetischen reziproken Gittervektoren ~kB fortfahren.

ψ(x, y) = ei
~kB~ru~kB(x, y) mit ~r ..= n1aBex + n2bBey . (6.12.19)
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Mit

p̂Be
i~kB~ru~kB(x, y) = (−i~~∇+ e ~A)ei~kB~ru~kB(x, y)

= ~~kBei
~kB~ru~kB(x, y) + ei

~kB~r(−i~~∇+ e ~A)u~kB(x, y) (6.12.20)

folgt:

Ĥψ(x, y) = Ĥei
~kB~ru~kB(x, y)

= ( 1
2mp̂2

B + U(x, y))ei~kB~ru~kB(x, y)

= 1
2mp̂B p̂Be

i~kB~ru~kB(x, y) + U(x, y)ei~kB~ru~kB(x, y)

= 1
2mp̂B{~~kBei

~kB~ru~kB(x, y) + ei
~kB~rp̂Bu~kB(x, y)}

+ U(x, y)ei~kB~ru~kB(x, y)

= 1
2m{~

2~k2
Be

i~kB~ru~kB(x, y) + ~~kBei
~kB~rp̂Bu~kB(x, y)

+ ~~kBei
~kB~rp̂Bu~kB(x, y) + ei

~kB~rp̂2
Bu~kB(x, y)}

+ U(x, y)ei~kB~ru~kB(x, y)

= ei
~kB~r

1
2m(p̂B + ~kB)2u~kB(x, y) + U(x, y)ei~kB~ru~kB(x, y) .

Damit kann man schreiben:

Ĥψ(x, y) = ei
~kB~rĤ~kB

u~kB(x, y) = ei
~kB~rE~ku~kB(x, y) mit (6.12.21)

Ĥ~kB
= 1

2m(p̂B + ~kB)2 + U(x, y)

= ~2

2m(k̂B + ~kB)2 + U(x, y) . (6.12.22)

Auf den 2-dim. Torus des Bandes α~kB der magnetischen Brillouin-Zone T 2
α~kB

kann man
jetzt das TKNN-Theorem (6.10.1) anwenden und erhält die elektrische transversale
Leitfähigkeit σxy eines Nichtleiter-Kristalls.
Das heißt zusammengefaßt: man definiert eine Zusammenhangs-1-Form Aαi(~kB), d.h.
ein Eichpotential (6.10.3), und durch Differenzieren die entsprechende Krümmungs-2-
Form Fαxy(~kB), d.h. eine Feldstärke (6.10.4):

Aαi(~kB)dkiB ..= −i〈uα~kB |
∂

∂kiB
uα~kB〉dk

i
B , (6.12.23)
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Fαxydkx ∧ dky = (∂Aαx(
~kB)

∂kyB
− ∂Aαy(~kB)

∂kxB
)dkxB ∧ dk

y
B

= (−i〈∂kyBuα~kB | ∂kxBuα~kB〉+ i〈∂kxBuα~kB | ∂kyBuα~kB〉)dk
x
B ∧ dk

y
B .

(6.12.24)

Das Integral der Krümmungs-2-Form für das Band α über den Torus T 2
α~kB

ergibt eine
topologische Invariante, die 1. Chern-Zahl, die eine natürliche Zahl ist (6.10.5).

Cα ..= − 1
2π

∫
T 2
α~kB

d2~kFαxy . (6.12.25)

Damit ergibt sich jetzt für die elektrische transversale Leitfähigkeit σxy (6.10.6):

σxy = − e2

2π~
∑
α

Cα = −e
2

h

∑
α

Cα . (6.12.26)

Die Topologie führt also zu einer ganzzahligen Quantisierung der Leitfähigkeit mal e2/h,
bzw. zu einer ganzzahligen Quantisierung des Hall-Widerstands mal der von Klitzing-
Konstanten h/e2.
Der Unterschied zwischen dem obigen Fall ohne Magnetfeld und dem jetzigen Fall mit
Magnetfeld liegt also nur darin, daß im ersten Fall ~k-Vektoren aus der gewöhnlichen
Brillouin-Zone verwendet werden, und im zweiten Fall ~k-Vektoren der magnetischen
Brillouin-Zone.

6.13 Hall-Plateaus

In unserer bisherigen Darstellung des Quanten-Hall-Effektes und der Landau-Niveaus
ist die Frage unbeantwortet geblieben, wieso der quantisierte Hall-Widerstand im Ex-
periment diese speziellen Plateaus zeigt. In der Literatur wird die folgende heuristische
Überlegung vorgetragen.
Wenn die verwendeten 2-D Nichtleiter-Strukturen völlig ’rein’ wären, dann würden wir
mit dem Modell des freien Elektronengases die oben beschriebenen hochdimensional
entarteten Landau-Niveaus erhalten (6.11.3, 6.11.4, 6.11.10). Jedes Energieniveau En
ist NB fach entartet:

ωB = eB

m
und lB = ( ~

eB
)1/2 und En = ~ωB(n+ 1

2) ,

Ny = Ly
2π und Nx =

Lx/l2B∫
0

dk = Lx
l2B

⇒
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NB = NxNy = LxLy
2πl2B

= eBLxLy
2π~ .

Die Zustandsdichte NB(E) ist hier nun eine Folge von δ-Funktionen.
Die experimentell verwendeten 2-D MOSFETs (metal oxide semiconductor field effect
transistors) auf Silizium-Basis sind nun aber nicht wirklich ’rein’, sondern enthalten
mikroskopisch betrachtet zahlreiche Störstellen. Wenn man diese statischen Störpoten-
tiale jetzt quantenmechanisch störungstheoretisch behandelt, dann führen sie zu einer
Verbreiterung der δ-Funktionen der Zustandsdichte. Dabei befinden sich die delokali-
sierten Elektronen nach wie vor in der Mitte der Zustandsdichte bei En, und die an den
Störstellen gebundenen Elektronen haben eine niedrigere oder höhere Energie als En.

NB(E)  

E

EF

NB(E)  

E

EF

B 

Abbildung 6.8: Zustandsdichte NB(E) der Landau-Niveaus

En und NB sind beide proportional zu B. Seien jetzt bei einem gewissen Wert des
Magnetfeldes B alle Landau-Niveaus gefüllt. Wenn nun B verringert wird, wandern ei-
nerseits die Landau-Niveaus En nach unten und andererseits können diese Niveaus nicht
mehr soviele Eletronen aufnehmen, wie zuvor. Aber anstatt jetzt auf das nächst höhere
Landau-Niveau zu springen, besiedeln diese Elektronen jetzt zunächst die energetisch
höheren lokalisierten Zustände der Störstellen. Da die lokalisierten Zustände nichts zur
Leitfähigkeit beitragen, bleibt diese gleich und das führt genau zu dem beobachtenen
Plateau-Verhalten.
Wenn umgekehrt B erhöht wird, wandern die Landau-Niveaus En nach oben, und bevor
die Elektronen auf das nächst tiefere Landau-Niveau springen, besiedeln sie zunächst die
energetisch tieferen lokalisierten Zustände der Störstellen. Wenn letztlich alle Landau-
Niveaus En bis auf den Grundzustand über die Fermi-Energie angewachsen sind gibt
es keine weiteren Stufen im Quanten-Hall-Widerstand mehr (magnetic quantum limit).
Die Übergänge zwischen den verschiedenene Quanten-Hall Plateaus werden heute als
Phasenübergänge mit Hilfe der Renormierungsgruppe und krititischen Exponenten be-
schrieben (Wikipedia-Quantum_Hall_Transitions (2022)).
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6.14 Andre Geim (1958)

Abbildung 6.9: A. Geim,
Bengt Oberger (2018),

CC BY-SA 4.0.
[https://en.wikipedia.org/wiki/

Andre_Geim]

Andre Geim wurde als Russlanddeutscher
1958 in Sotschi am Schwarzen Meer in der So-
wjetunion geboren. Er besuchte im nahegele-
genen Naltschik die Schule, die er schon mit
16 Jahren erfolgreich abschloß. Von 1976 bis
1982 studierte er am Moskauer Institut für
Physik und Technologie, wo er mit einem Di-
plom abschloß (äquivalent zu unserem jetzi-
gen M.Sc.) und graduierte 1987 zum ’Kandi-
daten der Wissenschaften’ (äquivalent zu un-
serem Doktor/Ph.D.) am ’Institut für Festkör-
perphysik der Russischen Akademie der Wis-
senschaften’ in Tschernogolowka. Nach dem
Ende der Sowjetunion wechselte er 1990 als
Postdoc an die University of Nottingham in
Großbrittanien und danach an die Radboud-
Universität Nijmegen in den Niederlanden. Im
Jahr 2001 nahm er eine Berufung auf die
’School of Physics and Astronomy’ der Uni-
versität Manchester in Großbrittanien an, wo
er augenblicklich als Direktor des ’Manche-
ster Centre for Mesoscience and Nanotechno-
logy and chair of condensed matter physics’
tätig ist. Gleichzeitig arbeitet er auf einer For-
schungsprofessur der Royal Society am ’Britischen Nationalen Graphen- Institut’. Seine
berühmteste Arbeit, zusammen mit seinem Schüler Konstantin Novoselov (Novoselov
u. a. (2004)), ist die Herstellung und Untersuchung von Graphen, d.h. von stabilen 1-
lagigen 2-dimensionalen Graphitschicht-Kristallen. Hierfür erhielten beide im Jahr 2010
den Nobelpreis für Physik.
[Quelle: en.wikipedia: Andre_Geim]

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://en.wikipedia.org/wiki/Andre_Geim
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6.15 Konstantin Novoselov (1974)

Abbildung 6.10: K. Novoselov,
Zp2010 (2013),
CC BY-SA 3.0.

[https://en.wikipedia.org/wiki/
Konstantin_Novoselov]

Konstantin Novoselov wurde 1974 in Niz-
hny Tagil in der Sowjetunion geboren. Er er-
warb 1997 am Moskauer Institut für Phy-
sik und Technologie sein Diplom (äquiva-
lent zu unserem jetzigen M.Sc.). Anschlie-
ßend folgt er Andre Geim an die Radboud-
Universität Nijmegen in den Niederlanden, wo
er im Jahr 2004 unter dessen Anleitung zum
Doktor/Ph.D. graduierte. Gegenwärtig arbei-
tet Novoselov auf einem Lehrstuhl für Physik
an der ’School of Physics and Astronomy’ der
Universität Manchester in Großbrittanien und
gleichzeitig als Professor am ’Centre for Ad-
vanced 2D Materials’ der National University
of Singapore. Er hat bis heute (Anfang 2023)
bereits 376 Forschungspublikationen veröf-
fentlicht. Seine berühmteste Arbeit, zusam-
men mit seinem Lehrer Andre Geim (Novo-
selov u. a. (2004)), ist die Herstellung und
Untersuchung von Graphen, d.h. von stabi-
len 1-lagigen 2-dimensionalen Graphitschicht-
Kristallen. Hierfür erhielten beide im Jahr

2010 den Nobelpreis für Physik.

[Quelle: en.wikipedia: Konstantin_Novoselov]

6.16 Graphen

Im Jahr 2004 gelang es Andre Geim und Konstantin Novoselov stabile einlagige Graphen-
Kristalle herzustellen und zu untersuchen. Diese 2-dimensionalen Graphen-Kristalle zei-
gen eine Reihe sehr interessanter physikalischer Effekte, u.a. einen fraktionalen Quanten-
Hall-Effekt bei Zimmertemperatur - siehe die beiden schönen Übersichtsartikel Geim u.
Novoselov (2007) und Katsnelson (2007). Im Jahr 2010 erhielten Geim und Novoselov
für ihre Arbeiten der Physik-Nobelpreis.

Diese 2-dimensionalen Graphen-Kristalle bestehen aus Kohlenstoffatomen, die sich ’bie-
nenwabenförmig’ in hexagonalen Strukturen anordnen. Ein Kohlenstoffatom hat vier
Valenzelektronen, 2 Elektronen besetzen das 2s Niveau, und je ein Elektron befindet
sich im 2px und 2py Niveau. In Graphen sind nun alle Kohlenstoffatome sp2-hybridisiert,
d.h. jedes Kohlenstoffatom kann 3 gleichwertige σv-Bindungen in der Ebene zu anderen
C-Atomen ausbilden. Der Winkel zwischen diesen 3 gleichwertigen Bindungen in der
Ebene beträgt 360◦/3 = 120◦. Daraus folgt die hexagonale Struktur des Atom-Gitters

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
https://en.wikipedia.org/wiki/Konstantin_Novoselov
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in der Ebene. Das nicht hybridisierte 2p-Orbital steht wie in Benzol und Graphit senk-
recht zur Ring-Ebene und bildet mit den 2p-Orbitalen der benachbarten Atome ein
delokalisiertes π-Bindungssystem aus.

Wir folgen zunächst González u. a. (1993).

T1

T2 a

x

y

Abbildung 6.11: Geometrie des Graphen-Gitters und seine Elementarzelle

Mit den Translations-Operatoren T̂1 und T̂2 erreicht man nur die Hälfte der Graphen-
Gitterpunkte, oder anders ausgedrückt, die räumliche Elementarzelle enthält 2 zu un-
terscheidende Kohlenstoffatome, hier als • = A und ◦ = B bezeichnet.

Der Winkel zwischen den im Koordinatenursprung beginnenden Vektoren ~T1 und ~T2
beträgt 60◦, denn der Winkel zwischen ~T2 und der Senkrechten beträgt ja gerade
1
2(180◦ − 120◦) = 30◦. Seien ~ex und ~ey die Einheitsvektoren in x und y Richtung und a
der Betrag der Kantenlänge des Hexagons, dann ergibt sich die folgende Koordinaten-
darstellung für ~T1 und ~T2:

|~T1| /2
a

= cos(30◦) =
√

3
2 , ⇒ ~T1 =

√
3a · ex , (6.16.1)

~T2 =
~T1

2 + |
~T1|
2 tan(60◦) · ~ey =

√
3

2 a · ~ex +
√

3
2 a
√

3 · ~ey =
√

3
2 a · ~ex + 3

2a · ~ey .
(6.16.2)

Aus den Vektoren ~T1 und ~T2 und dem senkrecht dazu stehenden Vektor ~ez kann man
jetzt die Basisvektoren des reziproken Gitters ~b1 und ~b2 berechnen, welche die erste
Brillouin-Zone des ~k-Raums aufspannen.

~T1 · (~T2 ∧ ~ez) =
√

3a~ex · ((
√

3
2 a · ~ex + 3

2a · ~ey) ∧ ~ez)
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=
√

3a2~ex(
√

3
2 (−~ey) + 3

2~ex) = 3
√

3
2 a2 , (6.16.3)

~b1 ..= 2π
~T2 ∧ ~ez

~T1 · (~T2 ∧ ~ez)
= 4π

3
√

3a2
((
√

3
2 a · ~ex + 3

2a · ~ey) ∧ ~ez)

= 4π
3
√

3a
(
√

3
2 (−~ey) + 3

2~ex) = 2π√
3a
~ex −

2π
3a~ey , (6.16.4)

~b2 ..= 2π ~ez ∧ ~T1
~T1 · (~T2 ∧ ~ez)

= 4π
3
√

3a2
(~ez ∧

√
3a · ~ex) = 4π

3a~ey . (6.16.5)

Während der Winkel zwischen den Ortsraum-Translations-Vektoren ~T1 und ~T2 60◦ be-
trägt, ergibt sich für den Winkel zwischen den ~k-Raum-Translations-Vektoren ~b1 und ~b2
120°, und damit wiederum eine hexagonale Struktur der ~k-Raum-Elementarzelle, d.h.
der 1. Brillouin-Zone:

cos(~b1,~b2) =
~b1 ·~b2

|~b1| · |~b2|
=

−8π2

9a2√
(4π2

3a2 + 4π2

9a2 ) · 16π2

9a2

=
−8π2

9a2√
16π2

9a2 · 16π2

9a2

= − 8π2

16π2 = −1
2 ⇒ ∠(~b1,~b2) = 120◦ .

kx

ky

b1

b2

K'

K'K'

K'

K

K

K

M



Abbildung 6.12: 1. Brillouin-Zone von Graphen

Für die ausgezeichneten Punkte Γ,M,K und K ′ im ersten Quadranten der 1. Brillouin-
Zone ergeben sich die folgenden Koordinaten im ~k-Raum:

• Der Punkt Γ liegt definitionsgemäß im Ursprung:

Γ = (0, 0) .
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• Der Punkt M im ersten Quadranten hat als y-Koordinate gerade den Wert von
b2/2 und damit folgen die Koordinaten von M :

M = (0, 2π
3a ) .

• Des VertexK hat die y-Koordinate b2/2. Der Winkel zwischen der y-Achse und der
Linie ΓK beträgt 30° (nämlich 180°-90°-60°) und damit folgt für die x-Koordinate
von K gerade b2/2 · tan(30◦) = b2/2 ·

√
3

3 . Also sind die Koordinaten von K:

K = ( 2π
3
√

3a
,
2π
3a ) .

• Der Vertex K ′ liegt auf der x-Achse. Der Winkel zwischen der x-Achse und der
Linie ΓM beträgt erneut 30° (nämlich 180°-90°-60°) und damit folgt für die Län-
ge der Linie ΓK ′ gerade ΓM/ cos(30◦) = (b2/2)/(

√
3/2) = 4π

3
√

3a . Also sind die
Koordinaten von K ′:

K ′ = ( 4π
3
√

3a
, 0) .

• Alle anderen Vertizes der 1. Brillouin-Zone folgen durch Symmetrieoperationen.
Im nächsten Schritt sollen die ~k-abhängigen Energieeigenwerte von Graphen in einem
allereinfachsten Modell, dem Tight-Binding-Modell, berechnet werden. Bei diesem Mo-
dell wird eine 1-Elektronen Näherung verwendet und in unserem Fall darüber hinaus
auch nur die Wechselwirkung eines Valenz-Elektrons eines Graphen-Atoms mit jeweils
einem Valenz-Elektron seiner drei unmittelbar benachbarten Atome berücksichtigt.
Sei ψn~k eine Bloch-Wellenfunktion zum Energieband n und dem Energie-Eigenwert En~k,
siehe 3.2. Dann gilt:

ψn~k(~r) ..= ei
~k~rwn~k(~r) , und (6.16.6)

wn~k(~r + ~R) = wn~k(~r) mit ~R ..= p~T1 + q ~T2 , p, q ∈ Z , (6.16.7)

ψn~k(~r + ~R) = ei
~k(~r+~R)wn~k(~r + ~R) = ei

~k ~Rei
~k~rwn~k(~r) = ei

~k ~Rψn~k(~r) . (6.16.8)

Im Tight-Binding Modell ist eine Beschreibung der elektronischen Wellenfunktionen
mittel delokalisierter Bloch-Wellenfunktionen nicht sehr sinnvoll und man wählt des-
halb als Ansatz für eine Wellenfunktion eine Überlagerung lokaler atomarer Wellen-
funktionen φn(~r − ~Ri) an den verschiedenen Gitterpunkten ~Ri.
Man könnte die Qualität dieser Näherung noch verbessern, indem man als Ansatz-
funktionen nicht φn(~r − ~Ri) verwendet, sondern an jedem Gitterpunkt ~Ri eine Linear-
kombination

∑
n αnφn(~r− ~Ri) verwendet, und anschließend die Faktoren αn mit einem

Variationsverfahren bestimmt. Man spricht dann von einer LCAO-Wannierfunktion,
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aber diesen numerischen Aufwand wollen wir für unsere einfachen Überlegungen nicht
betreiben. Wir machen also den einfachen Wannier-Ansatz:

ψn~k(~r) ..=
1√
N

∑
i

ei
~k ~Riφn(~r − ~Ri) . (6.16.9)

Hierbei sei N die Normierungskonstante der Wellenfunktion ψn~k(~r). Tatsächlich erfüllt
diese Wannier-Wellenfunktion auch die Bloch’sche Periodizitätsbedingung, denn mit
einem Gittervektor ~R gilt:

ψn~k(~r + ~R) = 1√
N

∑
i

ei
~k ~Riφn(~r + ~R− ~Ri) = 1√

N

∑
i

ei
~k(~Ri−~R+~R)φn(~r + ~R− ~Ri)

= 1√
N

∑
j

ei
~k ~Rjei

~k ~Rφn(~r − ~Rj) = ei
~k ~Rψn~k(~r) mit ~Rj ..= ~Ri − ~R .

(6.16.10)

Wenn man hierbei pro Atom eine Linearkombination atomarer Wellenfunktionen ver-
wendet spicht man von einer Wannier-LCAO-Wellenfunktion, wenn man pro Atom
jedoch nur eine atomare Wellenfunktion auswählt spricht man von einer einfachen
Wannier-Wellenfunktion. Wir wählen hier für die Konstruktion der Wannier-Wellenfunktion
pro Atom nur eine einzige atomare Wellenfunktion und nur das unterste Band mit n = 1,
also:

ψ~k(~r) ..=
1√
N

∑
i

ei
~k ~Riφ(~r − ~Ri) . (6.16.11)

Sei nun Ĥ der Schrödinger-Hamilton-Operator, dann kann man die Schrödinger-Gleichung
auch als das folgende Variationsproblem formulieren:∫

d2r ψ∗~k(~r)Ĥψ~k(~r) = E~k

∫
d2r ψ∗~k(~r)ψ~k(~r) ⇒

1
N

∑
i,j

ei
~k(~Rj−~Ri)

∫
d2r φ∗(~r − ~Ri)Ĥφ(~r − ~Rj)

= 1
N

∑
i,j

ei
~k(~Rj−~Ri)

∫
d2r′ φ∗(~r′)Ĥφ(~r′ − (~Rj − ~Ri))

= 1
N

∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r′ φ∗(~r′)Ĥφ(~r′ − ~Rl) ⇒

∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗(~r)Ĥφ(~r − ~Rl) = E~k

∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗(~r)φ(~r − ~Rl) . (6.16.12)



6.16 Graphen 149

Satz 6.16.1 (Graphen-Bandstruktur) Die Elementarzelle von Graphen enthält 2
Kohlenstoff-Atome, die hier als die Atome A und B des Graphen-Gitters-A und des
Graphen-Gitters-B bezeichnet werden. Die Vektoren ~ui seien die Vektoren von einem
Graphen A Atom zu seinen drei nächsten Nachbar Graphen B Atomen. Die Wellen-
funktionen φA(~r) und φB(~r) seien die atomaren Wellenfunktionen der Valenzelektronen
der Atome A und B.
Im allereinfachsten Tight-Binding Modell der Schrödinger-Gleichung für das 2-dimen-
sionale hexagonale Graphen-Gitter folgt für die Energie-Eigenwerte E~k:

E~k = ±γ

√
1 + 4 cos(

√
3

2 kxa) cos(3
2kya) + 4 cos2(

√
3

2 kxa) (6.16.13)

mit dem ’Transfer-Integral’ (oder ’Hopping-Integral’) γ:

γ =
∫
d2r φ∗A(~r)ĤφB(~r − ~ui) . (6.16.14)

Beweis: Da der Überlapp der atomaren Wellenfunktionen φ∗(~r)φ(~r − ~Rl) für ~Rl 6= 0
sehr klein ist, reduzieren wir die Summe über ~Rl auf ~Rl = 0 plus ~Rl der nächsten Nach-
barn und setzen als nächste Näherung die Normierung der Wannier-Wellenfunktionen
als konstant an, d.h. der Einfachheit halber als 1:

E~k =
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗(~r)Ĥφ(~r − ~Rl) , (6.16.15)

N =
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗(~r)φ(~r − ~Rl)

!= 1 . (6.16.16)

Die Summe über ~Rl 6= 0 soll nun in der üblichen Tight-Binding Näherung nur über
die jeweils drei nächsten Nachbarn jedes Graphen-Atoms gehen. Allerdings haben wir
in der Graphen-Elementarzelle zwei Atome, welche durch einen Vektor ~a der Länge a
verbunden seien. Deshalb erweitern wir also unseren Ansatz für die Wannierfunktion
φ(~r) zur folgenden Linearkombination:

φ(r) ..= cAφA(~r) + cBe
i~k~aφB(~r − ~a) . (6.16.17)

Mit diesem Ansatz ergibt sich für die Normierung:

N =
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗(~r)φ(~r − ~Rl)

= c∗AcA
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗A(~r)φA(~r − ~Rl)

+ c∗AcB
∑
l

ei
~k ~Rlei

~k~a

∫
d2r φ∗A(~r)φB(~r − ~Rl − ~a)
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+ c∗BcA
∑
l

ei
~k ~Rle−i

~k~a

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)φA(~r − ~Rl)

+ c∗BcB
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)φB(~r − ~Rl − ~a) .

In allen vier Zeilen werden nur die Terme mit ~Rl = 0 betrachtet und die 2. und 3. Zeile
werden komplett gestrichen, wegen des Arguments eines zu geringen Überlapps der ato-
maren Wellenfunktionen φ∗A(~r) und φB(~r−~a). Weiter seien die atomaren Wellenfunktion
φA(~r) und φB(~r) auf 1 noriert. Damit bleibt für N übrig:

N = c∗AcA

∫
d2r φ∗A(~r)φA(~r)

+ c∗BcB

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)φB(~r − ~a)

= c∗AcA + c∗BcB = (c∗A, c∗B)
(
cA

cB

)
..= 1 , (6.16.18)

da wir für die Wannier-Funktion ja die Normierung 1 angenommen hatten.

Für den Energieeigenwert E~k ergibt sich:

E~k =
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗(~r)Ĥφ(~r − ~Rl)

= c∗AcA
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗A(~r)ĤφA(~r − ~Rl)

+ c∗AcB
∑
l

ei
~k ~Rlei

~k~a

∫
d2r φ∗A(~r)ĤφB(~r − ~Rl − ~a)

+ c∗BcA
∑
l

ei
~k ~Rle−i

~k~a

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφA(~r − ~Rl)

+ c∗BcB
∑
l

ei
~k ~Rl

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφB(~r − ~Rl − ~a) .

Diese Ausdrücke kann man nun weiter vereinfachen. Zunächst einmal hat ein 2-dim.
Gitter mit periodischen Randbedingungen (Born-von-Kármán Randbedingungen) die
topologische Form eines Torus und eine Summe über alle Gitterpunkte ~Rl ± einem
Gittervektor ~a ist wieder gleich einer Summe über alle Gittervektoren:

~Rl + ~a = ~Ri , ~Rl − ~a = ~Rj .
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In der Tight-Binding Näherung mit der ausschließlichen Berücksichtigung der nächsten
Nachbarn kann in der 1. und der 4. Zeile aus der Summe

∑
l nur der Term mit l = 0

eine Rolle spielen, denn der Überlapp der Wellenfunktionen von A-Atomen, welche mit
einem ~Rl 6= 0 voneinander entfernt sind wird nicht mehr berücksichtigt. Das Gleiche
gilt für den Überlapp der Wellenfunktionen von B-Atomen.

E~k = c∗AcA

∫
d2r φ∗A(~r)ĤφA(~r)

+ c∗AcB
∑
i

ei
~k ~Ri

∫
d2r φ∗A(~r)ĤφB(~r − ~Ri)

+ c∗BcA
∑
j

ei
~k ~Rj

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφA(~r − a− ~Rj)

+ c∗BcB

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφB(~r − ~a) .

Übrig bleiben also die 2. und 3. Zeile, welche den Überlapp von A-Atomen mit ihren
3 benachbarten B-Atomen und den Überlapp von B-Atomen mit ihren 3 benachbarten
A-Atomen beschreiben.
Seien ~u1, ~u2, ~u3 die Vektoren von einem Atom • = A zu seinen drei nächsten Nachbarn,
und ebenso ~v1, ~v2, ~v3 die Vektoren von einem Atom ◦ = B zu dessen drei nächsten
Nachbarn. Seien ~ex und ~ey wieder die 2-dim. Einheitsvektoren. Dann gilt:

~u1 = a~ey , (6.16.19)

~u2x = −a cos(30◦)~ex = −a
√

3
2 ~ex , ~u2y = −a sin(30◦)~ey = −a1

2~ey , (6.16.20)

~u3x = a cos(30◦)~ex = a

√
3

2 ~ex , ~u3y = −a sin(30◦)~ey = −a1
2~ey , (6.16.21)

~v1 = −a~ey , (6.16.22)

~v2x = a cos(30◦)~ex = a

√
3

2 ~ex , ~v2y = a sin(30◦)~ey = a
1
2~ey , (6.16.23)

~v3x = −a cos(30◦)~ex = −a
√

3
2 ~ex , ~v3y = a sin(30◦)~ey = a

1
2~ey . (6.16.24)

Damit folgt:

E~k = c∗AcA

∫
d2r φ∗A(~r)ĤφA(~r)

+ c∗AcB
∑
i

ei
~k~ui

∫
d2r φ∗A(~r)ĤφB(~r − ~ui)



152 6 Integraler Quanten-Hall-Effekt

+ c∗BcA
∑
j

ei
~k~vj

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφA(~r − a− ~vj)

+ c∗BcB

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφB(~r − ~a) .

Nun gilt aus Symmetriegründen:

β ..=
∫
d2r φ∗A(~r)ĤφA(~r) =

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφB(~r − ~a) , (6.16.25)

γ ..=
∫
d2r φ∗A(~r)ĤφB(~r − ~ui) =

∫
d2r φ∗B(~r − ~a)ĤφA(~r − a− ~vj) , (6.16.26)

und damit folgt:

E~k = (c∗A, c∗B)

 β γ
∑
i

ei
~k~ui

γ
∑
j

ei
~k~vj β

( cA

cB

)
, bzw.

E~k

(
cA

cB

)
=

 β γ
∑
i

ei
~k~ui

γ
∑
j

ei
~k~vj β

( cA

cB

)
. (6.16.27)

Dies ist eine Eigenwertgleichung zur Bestimmung von E~k und (cA, cB)T :∣∣∣∣∣∣∣
β − E~k γ

∑
i

ei
~k~ui

γ
∑
j

ei
~k~vj β − E~k

∣∣∣∣∣∣∣ != 0 ⇒

(β − E~k)
2 = γ2

∑
ii

ei
~k~ui
∑
j

ei
~k~vj .

Nun ist β =
∫
d2r φ∗A(~r)ĤφA(~r) eine von ~k unabhängige Konstante, die nur den Ener-

gienullpunkt veschiebt, und ist für uns daher uninteressant. Also setzen wir β = 0 und
erhalten:

E~k = ±γ
√∑

i

ei~k~ui
∑
j

ei~k~vj . (6.16.28)

Dieser Ausdruck soll im Folgenden mit den ~ui und ~vj der jeweils nächsten Nachbarn
ausgewertet werden. Wir weichen nun in unseren Bezeichnungen leicht von der Arbeit
von González u. a. (1993) ab, welche den Faktor a in ~ui und ~vj nicht explizit aufführen.
Damit erhalten wir:
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3∑
i=1

ei
~k~ui = ei

~k~u1 + ei
~k~u2 + ei

~k~u3

= eikya + e−i
√

3
2 kxa−i 1

2kya + ei
√

3
2 kxa−i 1

2kya ,

3∑
j=1

ei
~k~vj = ei

~k~v1 + ei
~k~v2 + ei

~k~v3

= e−ikya + ei
√

3
2 kxa+i 1

2kya + e−i
√

3
2 kxa+i 1

2kya .

3∑
i,j=1

ei
~k~uiei

~k~vj =
(
eikya + e−i

√
3

2 kxa−i 1
2kya + ei

√
3

2 kxa−i 1
2kya
)

·
(
e−ikya + ei

√
3

2 kxa+i 1
2kya + e−i

√
3

2 kxa+i 1
2kya
)

= 1 + ei
√

3
2 kxa+i 3

2kya + e−i
√

3
2 kxa+i 3

2kya

+ e−i
√

3
2 kxa−i 3

2kya + 1 + e−i
√

3kxa

+ ei
√

3
2 kxa−i 3

2kya + ei
√

3kxa + 1

= 3 + 2 cos(
√

3
2 kxa+ 3

2kya) + 2 cos(
√

3
2 kxa−

3
2kya) + 2 cos(

√
3kxa) .

Mit cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y) und cos(2x) = 2 cos2(x)− 1 folgt:

3∑
i,j=1

ei
~k~uiei

~k~vj = 3 + 2 cos(
√

3
2 kxa+ 3

2kya) + 2 cos(
√

3
2 kxa−

3
2kya)

+ 4 cos2(
√

3
2 kxa)− 2

= 1 + 4 cos(
√

3
2 kxa) cos(3

2kya) + 4 cos2(
√

3
2 kxa) .

Damit folgt für E~k die Behauptung:

E~k = ±γ

√
1 + 4 cos(

√
3

2 kxa) cos(3
2kya) + 4 cos2(

√
3

2 kxa) . 2

Tatsächlich bestätigen aufwendigere Bandstruktur-Berechnungen (siehe z.B. Ribeiro
u. a. (2009), Bross (2013)) diesen schlichten Tight-Binding Ansatz. Das ist zunächst
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einmal eigentlich recht erstaunlich. Die Erklärung für diese Tatsache liegt in der deut-
lichen Lokalisierung der Kohlenstoff-Atome im 2-dim. Graphen-Gitter in Verbindung
mit den geometrisch-topologischen Randbedingungen.

An den sechs Vertizes der 1.Brillouin-Zone berühren sich das obere und das untere
Energieband bei E~k = 0. Dies sei hier für K und K ′ im ersten Quadranten gezeigt.

K : (E~k)
2 = γ2[1 + 4 cos(

√
3

2 kxa) cos(3
2kya) + 4 cos2(

√
3

2 kxa)]

= γ2[1− 4 cos(
√

3
2

2π
3
√

3a
a) cos(3

2
2π
3aa) + 4 cos2(

√
3

2
2π

3
√

3a
a)]

= γ2[1 + 4 cos(π3 ) cos(π) + 4 cos2(π3 )]

= γ2[1 + 4 cos(60◦) cos(180◦) + 4 cos2(60◦)]

= γ2[1 + 41
2(−1) + 41

4] = 0 ,

K ′ : (E~k)
2 = γ2[1 + 4 cos(

√
3

2 kxa) cos(3
2kya) + 4 cos2(

√
3

2 kxa)]

= γ2[1 + 4 cos(
√

3
2

4π
3
√

3a
a) cos(0) + 4 cos2(

√
3

2
4π

3
√

3a
a)]

= γ2[1 + 4 cos(2π
3 )1 + 4 cos2(2π

3 )]

= γ2[1 + 4 cos(120◦) + 4 cos2(120◦)]

= γ2[1 + 4(−1
2) + 41

4] = 0 .

Da sich bei Graphen in jedem Kohlenstoffatom ein Elektron in einem nicht hybridi-
sierten 2p-Orbital senkrecht zur Ringebene befindet ist im Grundzustand das negative
Valenzband komplett besetzt und das positive Leitungsband komplett leer. Wegen der
Bandstruktur E~k liegt daher das Fermi-Niveau bei Null und es wird tatsächlich nur an
den 6 Vertex-Punkten K, K ′ und deren Symmetriepunkten erreicht. Diese 6 Vertizes
heißen auch Dirac-Punkte und die Bandstruktur in ihrer Umgebung Dirac-Kegel. Die
Linearität der Bandstruktur in der Umgebung der Vertizes erlaubt in Zusammenhang
mit der 2-atomigen Elementarzelle (A-Atom und B-Atom) eine Beschreibung mittels
einer 2-komponentigen masselosen Dirac-Gleichung.
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Zur Erinnerung an die Dirac-Gleichung und zur Festlegung unserer Bezeichnungen
seien diese hier nochmals aufgeführt:

Wir verwenden in der vierdimensionalen Raumzeit die ’Plus’-Minkowski-Metrik
diag(−1,+1, . . . ,+1) und als Basen der Gruppe SL(2,C) diese beiden Sätze von
2× 2 Matrizen:

σµ ..= (−1, σi) und σ̄µ = (−1,−σi) bzw.

σµ ..= (1, σi) und σ̄µ = (1,−σi) mit

µ ∈ {0, 1, 2, 3}, i ∈ {1, 2, 3}.

mit den Pauli-Matrizen

σ0 ..= −
(

1 0
0 1

)
, σ1 ..=

(
0 1
1 0

)
, σ2 ..=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ..=

(
1 0
0 −1

)
.

Daraus folgt

[σi, σj] = 2iεijkσk , {σi, σj} = 2δij1 ,

σµσ̄ν + σν σ̄µ = −2ηµν1 .

Die Diracschen Gamma-Matrizen verwenden wir in der folgenden
Weyl-Darstellung:

γµ ..=
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
⇔ γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
.

Daraus folgt in der ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1).

{γµ, γν} ..= γµγν + γνγµ = −2ηµν1 .

γ∗ ..= γ5 ..= γ5 ..= (−i)3γ0γ1γ2γ3 =
(

1 0
0 −1

)
.

Damit gilt für den Diracschen Bispinor ψT ..= (ψL, ψR)T die folgende
Dirac-Gleichung:

(/p+mc1)ψ = (γµpµ +mc1)ψ = ~0 , bzw.

(i~/∂ −mc)ψ(p, x) = (i~γµ∂µ −mc1)ψ(p, x) = ~0 .
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Wenn nun für die Teilchenmasse m = 0 gilt, dann entkoppeln in der
Dirac-Gleichung die beiden Bispinor-Anteile und man erhält die beiden
Dirac-Weyl-Gleichungen:

(σ̄µpµ)ψL(p, x) = ~0 ,

(σµpµ)ψR(p, x) = ~0 .

Für ψR und stationäre Zustände kann man schreiben:

ψR(p, x) = e−i
Et
~ χR(~p, x) .

(σ0p0 + σipi)ψR(p, x) = i~(σ0 ∂

c∂t
+ σi∂i)ψR(p, x)

= i~(σ0(−i E
c~

) + σi∂i)e−i
Et
~ χR(~p, ~r) = ~0 ⇒

E

c
1χR(~p, x) = −i~σi∂iχR(~p, ~r) ⇒

E1χR(~p, x) = −i~c~σ~∇χR(~p, ~r) .

Für den Hamilton-Operators für relativistische Quasi-Teilchen mit
verschwindender Masse in einem 2-dimensionalen Festkörper, welche aufgrund der
Gitterperiodizität der Bloch-Bedingung gehorchen, folgt daher:

χ(~p, ~r) = ei~
~k~ru(~r) mit u(~r + ~a) = u(~r) ,

ĤuR(~r) = ±(−i~c~σ~∇)uR(~r) = ±(~c~σ(~~k))uR(~r) .

In der Nähe eines Dirac-Punktes von Graphen mit EF = 0 ergibt sich in der
Tight-Binding Näherung ein effektiver Hamilton-Operator:

ĤeffuR(~r) = ±(~vF~σ(~~k))uR(~r) .

Dieser Hamilton-Operator ähnelt also einem rechtshändigen Weyl-Dirac-Operator
mit vF statt c.

Satz 6.16.3 (Graphen Dirac-Punkte) Wenn man Ĥ um einen Dirac-Punkt her-
um entwickelt, wir nehmen hier K ′, dann erhält man eine 2-komponentige masselo-
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se Dirac-Gleichung, bei welcher anstelle der Lichtgeschwindigkeit c jetzt die Fermi-
Geschwindigkeit vF ..= 3γa

2~ steht. Bei Graphen ergibt sich mit a ≈ 2.46 Å und γ ≈
2.8 eV die Fermi-Geschwindigkeit vF ≈ 1.57 · 105 m

s .

Ĥ =

 0 γ
∑
i

ei~
~k~ui

γ
∑
j

ei~
~k~vj 0

 ≈ −3
2γa

(
0 ~(δkx − iδky)

~(δkx + iδky) 0

)

= −~vF (~σ · ~δ~k) . (6.16.29)

vF ..= 3γa
2~ ≈ 1.57 · 105m

s . (6.16.30)

Beweis: In der Umgebung von K ′ gilt: K ′+δ~k = ( 4π
3
√

3a +δkx, δky). Daraus folgt (unter
Berücksichtigung von cos(x+a) ≈ cos(a)−x sin(a) , Bronstein u. Semendjajew (1971),
S.279):∑

i

ei~(K′+δ~k)~ui = exp[i~(K ′ + δ~k)~u1] + exp[i~(K ′ + δ~k)~u2] + exp[i~(K ′ + δ~k)~u3]

= exp[i~(δky)a]

+ exp[i~( 4π
3
√

3a
+ δkx)(−

√
3a
2 ) + i~(δky)(−

a

2)]

+ exp[i~( 4π
3
√

3a
+ δkx)(

√
3a
2 ) + i~(δky)(−

a

2)]

= exp[i~(δky)a] + exp[−i~(δky)(
a

2)]2 cos[
√

3a
2 ~δkx + 2π

3 ]

≈ (1 + i~aδky) + (1− i~a2δky)2[cos(2π
3 )−

√
3a
2 ~δkx sin(2π

3 )]

= (1 + i~aδky) + (1− i~a2δky)2[cos(120◦)−
√

3a
2 ~δkx sin(120◦)]

= (1 + i~aδky) + (1− i~a2δky)2[−1
2 −
√

3a
2 ~δkx

√
3

2 ]

= (1 + i~aδky) + (1− i~a2δky)(−1− 3a
2 ~δkx)

≈ (1 + i~aδky) + (−1 + i~
a

2δky −
3a
2 ~δkx) = −3a

2 ~(δkx − iδky) .

∑
j

ei~(K′+δ~k)~vj = exp[i~(K ′ + δ~k)~v1] + exp[i~(K ′ + δ~k)~v2] + exp[i~(K ′ + δ~k)~v3]
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= exp[i~(δky)(−a)]

+ exp[i~( 4π
3
√

3a
+ δkx)(

√
3a
2 ) + i~(δky)(

a

2)]

+ exp[i~( 4π
3
√

3a
+ δkx)(−

√
3a
2 ) + i~(δky)(

a

2)]

= exp[−i~(δky)a] + exp[i~(δky)(
a

2)]2 cos[
√

3a
2 ~δkx + 2π

3 ]

≈ (1− iaδky) + (1 + i
a

2δky)2[cos(2π
3 )−

√
3a
2 δkx sin(2π

3 )]

= (1− i~aδky) + (1 + i~
a

2δky)2[cos(120◦)−
√

3a
2 ~δkx sin(120◦)]

= (1− i~aδky) + (1 + i~
a

2δky)2[−1
2 −
√

3a
2 ~δkx

√
3

2 ]

= (1− i~aδky) + (1 + i~
a

2δky)(−1− 3a
2 ~δkx)

≈ (1− i~aδky) + (−1− i~a2δky −
3a
2 ~δkx)

= −3a
2 ~(δkx + iδky) .

Mit ~σ ..= (σx, σy) folgt:

Ĥ ≈ −3
2γa

(
0 ~(δkx − iδky)

~(δkx + iδky) 0

)
= −3

2γa(~σ · ~δ~k) .

Der 2-dim. Dirac-Hamilton-Operator ist:

Ĥ(~r) = c(~σ · ~∇) ↔ Ĥ(~k) = c((~σ · ~~k)) ,

und damit steht hier anstelle von c die Geschwindigkeit am Dirac-Punkt vF ..= 3γa
2~ .

vF ≈
3
2 · (

1
6.6 · 10−34Js)(2.8 · 1.6 · 10−19J) · (2.46 · 10−10m)

= 1.5 · 1
6.6 · 2.8 · 2.46 · 10−10m = 1.57 · 105m

s . 2
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Abbildung 6.13: Graphen-Bandstruktur mit Dirac-Punkten
Ponor, 2020, CC BY-SA 4.0

[https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Electronic_band_structure_of_graphene.svg]

Von großer Bedeutung für das Verständnis einer Anomalie im integralen Quanten-
Hall-Effekt bei Graphen sind die Nullmoden des masselosen Weyl-Dirac-Operators, die
letztlich ein Ergebnis eines Atiyah-Singer Indexsatzes sind. Wir folgen der Arbeit von
Tenjinbayashi u. a. (2007). Als Geometrie für das 2-dimensionale Graphen wählen die
Autoren, wie in der Festkörperphysik üblich, eine d-dimensionale Fläche Dab mit der
Dimension d ≥ 2 und mit periodischen Randbedingungen (Born-von-Kármán-Modell).
Dadurch ist Dab topologisch äquivalent zu einem Torus T d. Der erste Schritt ist der
Nachweis, daß in der Quantenmechanik auf einem Torus T d das Raum-Integral über
die Feldstärke 2-Form eine ganze Zahl mal 2π ist.

Lemma 6.16.5 Sei eine quantenmechanische Wellenfunktion auf einem d-dimesionalen
Torus T d gegeben. Sei weiter ein Abelsches Eichfeld A als eine 1-Form gegeben, dann
ist das folgende Integral der Feldstärke 2-Form F ..= dA, also der Fluß der Feldstärke
F des Eichfeldes A durch Dab, eine ganze Zahl mal 2π:

A ..=
∑
a

Aa(x) dxa ⇒ (6.16.31)

F ..= dA = 1
2
∑
ab

Fab(x) dxa ∧ dxb , (6.16.32)

2πφab =
∫
Dab

F mit φab ∈ Z . (6.16.33)

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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Beweis: Sei C ein geschlossener Weg im Bereich Dab. Wir betrachten den Parallel-
transport einer quantenmechanischen Wellenfunktion bei einer Umrundung auf C und
erhalten dabei als Phasenfaktor der Wellenfunktion:

exp

−i ∮
C

A

 =



exp
[
−i
∫
D1

F

]
mit D1 ⊂ Dab und D1 innerhalb vonC ,

exp
[
−i
∫
D2

F

]
mit D2 ⊂ Dab und D2 außerhalb vonC .

Das Wegintegral
∮
C
A ist nach dem Satz von Stokes gleich den Flächenintegral von F

über die eingeschlossenen Fläche D1. Im Fall von Dab ' T d ist aber
∮
C
A auch gleich

dem Flächenintegral von F über die eingeschlossene äußere FlächeD2 - und diese beiden
Integrale müssen ja gleich sein.

Sei nun

2πφab =
∫
Dab

F ,

dann folgt

exp [−i2πφab] = exp

−i ∫
Dab

F

 = exp

−i ∫
D1∪D2

F

 = exp

−i (
∫
D1

F +
∫
D2

F )



= exp

−i ∫
D1

F

 exp

−i ∫
D2

F

 = exp

−i 2
∫
D2

F

 .

Nun können wir C immer weiter vergrößern, so daß es letztlich ganz Dab umfaßt. Ma-
thematisch gesprochen bedeutet das, daß man die folgende Homtopie auf Dab einführt

Dab = (t− 1) ·D1 ∪ (t) ·D2 mit t ∈ [0, 1] ⊂ R .

Für t = 1 ist also Dab = D2 und damit folgt:

exp

−i ∫
Dab

F

 = exp

−i 2
∫
D2

F

 = exp

−i 2
∫
Dab

F

 ⇒

exp [−i2πφab] = exp [−i4πφab] ⇒

1 = exp [−i2πφab] ⇒ φab ∈ Z . 2
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Im Folgenden betrachten wir, im Gegensatz zu Tenjinbayashi u. a. (2007), nur noch den
2-dimensionalen Fall T 2, wie er für die Anwendung auf Graphen von Bedeutung ist. Sei
nun ein konstantes Magnetfeld B senkrecht zur Graphen-Ebene Dab gegeben. In der
Landau-Eichung (6.11.1) schreibt man dann:

~A ..=

 0
xB

0

 ⇒ ~B = ~∇× ~A =

 0
0
B

 , (6.16.34)

bzw. in der Differentialformen-Schreibweise mit (x1, x2) ..= (x, y):

A ..= Aidx
i = Bx1dx2 ⇒

F = dA = (∂kAi) dxk ∧ dxi = ∂1A2 dx
1 ∧ dx2 = B . (6.16.35)

Mit dem obigen Lemma folgt also, daß der magnetische Fluß durch Dab diskret ist.
Hierbei setzen wir das Volumen von Dab der Einfachheit halber auf 1, d.h.

∫
Dab

= 1:

φab = 1
2π

∫
Dab

F = B

2π .

Der 2-dim. masselose Weyl-Dirac-Operator ist mit den Pauli-Matrizen σ1 und σ2:

σ1 ..=
(

0 1
1 0

)
, σ2 ..=

(
0 −i
i 0

)
, (6.16.36)

Ĥ(~r) = −i~c(σk · ∂k) = ~c

(
0 −i∂1 − ∂2

−i∂1 + ∂2 0

)
(6.16.37)

wobei für Graphen in der Nähe der Dirac-Punkte statt der Lichtgeschwindigkeit c die
Fermigeschwindigkeit vF steht. In Anwesenheit eines konstanten Magnetfeldes B senk-
recht zur (x1, x2)-Ebene gehen die Operatoren p̂k = −i~∂k über in p̂k = −i~∂k + eAk,
bzw. die ∂k gehen über in ∂k + i e~Ak (hierbei ist e die negative Elektronenladung, d.h.
e = −|e|):

Ĥ(~r) = ~vF (σk · (−i∂k + e

~
Ak))

= ~vF

(
0 −i∂1 + e

~A1 − ∂2 − i e~A2

−i∂1 + e
~A1 + ∂2 + i e~A2 0

)

= ~vF

(
0 −i∂1 − ∂2 − i e~Bx

1

−i∂1 + ∂2 + i e~Bx
1 0

)
.
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Wegen ∂†k = −∂k auf einer Mannigfaltigkeit ohne Rand folgt:

Ĥ†(~r) = (Ĥ∗T (~r) = ~vF

(
0 i∂†1 + ∂†2 − i e~Bx

1

i∂†1 − ∂
†
2 + i e~Bx

1 0

)

= ~vF

(
0 −i∂1 − ∂2 − i e~Bx

1

−i∂1 + ∂2 + i e~Bx
1 0

)
= Ĥ(~r) .

Wenig überraschend ist also unser 2-dim. Dirac-Operator immer noch selbstadjungiert.
Das Symbol σ(~r, ~ξ) dieses 2-dim. masselosen Dirac-Operators ist:

σ(~r, ~ξ) = ~vF

(
0 −iξ1 − ξ2 − i e~Bx

1)
−iξ1 + ξ2 + i e~Bx

1 0

)
. (6.16.38)

und dieses Symbol ist für alle Werte von B für ξ2 ± iξ1 6= 0 invertierbar, und damit ist
der 2-dim. masselose Dirac-Operator ein elliptischer Operator. Infolge dessen kann der
Atiyah-Singer Indexsatz in seiner einfachsten Form Anwendung finden. Und wegen der
Selbstadjungiertheit von Ĥ ist der Index trivialerweise gleich 0:

index(Ĥ) = dim(ker(Ĥ))− dim(ker(Ĥ†)) = 0 . (6.16.39)

Als nächstes kann man den chiralen Teil dieses Dirac-Operators betrachten. Doch zuvor
ist es vielleicht hilfreich, sich an die mathematische Struktur der Theorie von Dirac-
Operatoren zu erinnern.
2-dim. Dirac-Spinoren ψ ∈ ∆(T 2), d.h. Eigenfunktionen des 2-dim. Dirac-Operators,
sind einerseits irredizible Darstellungen der Clifford-Algebra, andererseits aber auch
Elemente eines Spinbündels S(T 2) über der differenzierbaren Mannigfaltigkeit eines To-
rus T 2, d.h. eines Tangentialbündels mit Kartenwechselfunktionen tij ∈ Spin(2), wobei
Spin(2) die zweifache Überlagerungsgruppe von SO(2) ist, also SO(2) = Spin(2)/Z2.
Dadurch stellen die Dirac-Spinoren gleichzeitig auch eine reduzible Darstellung von
Spin(2) dar. Mittels des Chiralitäts-Operators

Γ ..= (−i)σ1σ2 = σ3 =
(

1 0
0 −1

)
(6.16.40)

zerfällt der Raum der Dirac-Spinoren in seine zwei irreduziblen Teile

∆(T 2) = ∆+(T 2)⊕∆−(T 2) , (6.16.41)

ψ =
(
ψ+

0

)
⊕

(
0
ψ−

)
, (6.16.42)

mit den Projektoren

P+ ..= 1
2(1 + Γ) =

(
1 0
0 0

)
, (6.16.43)
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P− ..= 1
2(1− Γ) =

(
0 0
0 1

)
, (6.16.44)

und mit

Ĥ(~r) : ∆+(T 2)→ ∆−(T 2) ,Ĥ(~r) : ∆−(T 2)→ ∆+(T 2) . (6.16.45)

Erneut wegen ∂†k = −∂k auf einer Mannigfaltigkeit ohne Rand kann man also den
Dirac-Operator mit seinen beiden chiralen Anteilen in der folgender Weise schreiben:

Ĥ(~r) = ~vF

(
0 −i∂1 − ∂2 − i e~Bx

1

−i∂1 + ∂2 + i e~Bx
1 0

)
= .. ~vF

(
0 D̂†

D̂ 0

)
(6.16.46)

Allerdings sollte man hier darauf hinweisen, daß es sich bei den Räumen ∆+(T 2) und
∆−(T 2) nicht wie aus der Teilchenphysik gewohnt um Räume von Wellenfunktionen
mit Spin ↑ und Spin ↓ handelt, sondern um Wannierfunktionen von Elektronen der
Kristall-Positionen A und der Kristall-Positionen B.
Um die Nullmoden des obigen chiralen Anteils D̂ oder D̂† des Dirac-Operators zu
bestimmen kann man nun entweder die Gleichung D̂ = 0 oder D̂† = 0 direkt lösen
(siehe etwa Tenjinbayashi u. a. (2007), Neto u. a. (2009)), oder man kann auf eines der
Atiyah-Singer Indextheoreme zurückgreifen, was wir hier tun wollen.
In unserem Fall haben wir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M = T 2, einen da-
zugehörigen Tangentialraum T T 2, ein Prinzipalbündel P (T 2, U(1)) mit der Gruppe
G = U(1) und der dazugehörigen Lie-Algebra g, und einem zu P (T 2, U(1)) assoziierten
Vektorbündel E mit einem abelschen Eichpotential A, (d.h. einer lokalen g-wertigen
Zusammenhang-1-Form) und einer Feldstärke F = dA. Dann ist der analytische Index
gegeben als (33.6.4):

index(D̂, T T 2, E) ..= ν+ − ν− = dim(ker(D̂))− dim(ker(D̂†)) , (6.16.47)

und der topolgische Index (identisch mit dem analytischen Index) ist dann mit dem 1.
Chern-Charakter ch1(F) gerade (siehe 32.6.5, 33.7.6 und 33.7.7):

ind(P , T T 2, E) = ν+ − ν− = ch1(F) = i

2π

∫
T 2

F . (6.16.48)

Die Physiker verwenden hier die Feldstärke-2-Form F mit F = .. iF und setzen das
Volumen Dab des Torus T 2 der Einfachheit halber auf 1, d.h.

∫
Dab

= 1, und damit
ergibt sich:

ind(P , T T 2, E) = ν+ − ν− = − 1
2π

∫
Dab

F = − B2π , (6.16.49)
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und aus 6.16.33 wissen wir, daß diese Größe tatsächlich ganzzahlig ist:

ind(P , T T 2, E)φab = ν+ − ν− = − 1
2π

∫
Dab

F = − B2π = −φab ∈ Z .

Mit diesen Nullmoden gibt es jetzt also zwischen den beiden Landau-Niveaus des inte-
gralen Quanten-Hall-Effektes (siehe 6.11.4) mit n = 0

En = ±~ωB(n+ 1
2) , ωB = eB

m
, n ∈ N0

den weiteren Zustand der chiralen Dirac-Nullmode mit E = 0, der sich im Hall-
Widerstand mit einer Stufe bei E = 0 darstellt.
Wir haben die beiden Kohlenstoffatome vom Typ A und Typ B in einer Elementarzelle
und jedes dieser Kohlenstoffatome hat im Magnetfeld B Landau-Niveaus, die 2NB-
fach entartet sind, wobei der Faktor 2 hier von den beiden möglichen Spin-Zuständen
herrührt mit (6.11.10)

NB = eBLxLy
2π~ .

Sei nun 4NB die Summe der Elektronen der besetzten Landau-Niveaus der beiden Koh-
lenstoffatome, so kommen jetzt bei Graphen eben noch die beiden Elektronen mit Spin↑
und Spin↓ der Nullmode hinzu, die sich die beiden Atome teilen. Damit gilt für die Hall-
Leitfähigkeit σxy:

σxy ∼ 2(2NB + 1) = 4(NB + 1
2) .
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Abbildung 6.14: Quanten-Hall-Effekt: Hall-Widerstand bei Graphen
Ponor (2020), CC BY-SA 4.0.

[https://en.wikipedia.org/wiki/Graphene/
wiki/File:Graphene_-_Geim_-_Chiral_half-integer_quantum_Hall_effect.svg]

Frage: Da wir hier topologische Betrachtungen durchführen, stellt sich nun allerdings
noch eine ganz andere Frage. Die Geometrie unserer Mannigfaltigkeit ist ja wegen der
periodischen Randbedingungen (Born-von-Kármán-Modell) der Torus T 2 und wir be-
schäftigen uns also mit einer Dirac-Gleichung auf einer gekrümmten Mannigfaltigkeit.
Also würden wir erwarten, daß in der Dirac-Gleichung auch ein Term mit dem Spin-
Zusammenhang Ωµ = 1

2Γa b
µ Σab mit dem Spintensor Σab auftaucht (siehe 29.7).

Zur Erinnerung: es seien an einem Punkt p des gekrümmten Raumes M die Vekto-
ren {∂µ} und {dxµ} die Basen des Tangentialraums TpM und des Kotangentialraums
T ∗pM . Mittels des Vierbeins e µ

a , bzw. eaµ, (siehe 15.2.1 und 15.2.3) kann man nun die
Orthonormalbasen {ea} und {θa} einführen:

ea ..= e µ
a ∂µ , θa ..= eaµdx

µ .

Damit kann man lokal am Punkt p ∈M von der Metrik gµν der gekrümmten Raumzeit
zu einer Lorentz-Metrik ηab übergehen:

gµν = eaµe
b
νηab .

In Bezug auf diese Lorentz-Metrik definiert man jetzt die Diracschen Gamma-Matrizen:

{γa, γb} ..= γaγb + γbγa = −2ηab1 .

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
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Statt des gewohnten metrisch-affinen Zusammenhangs Γκµν der Differentialgeometrie
taucht in der Dirac-Gleichung der Spin-Zusammenhang Ωµ ..= 1

2Γa b
µ Σab mit dem Spin-

tensor Σab ..= −1
4 [γa, γb] auf. In keiner Veröffentlichung zu Graphen taucht nun dieser

Spin-Zusammenhang auf. Warum ist das so?
Antwort: in zeitunabhängigen 2-dimensionalen Systemen entfällt der Raumkrümmungs-
term Ωµ = 1

2Γa b
µ Σab mit dem Spintensor Σab (siehe das Lemma 29.7.11).
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Der integrale Quanten-Hall-Effekt wurde im Jahr 1980 durch von Klitzing (von Klitzing
u. a. (1980)) im Hochfeld-Magnetlabor in Grenoble an MOSFETs (metal oxide semi-
conductor field effect transistors) auf Silizium-Basis experimentell entdeckt. Wir haben
im vorangegangenen Kapitel gesehen, daß sich diese Strukturen lassen sehr gut als ein
2-dimensionales freies Elektronengas beschreiben lassen.
Im Jahr 1982 haben Tsui, Störmer und Gossard bei den Bell Laboratories, Murray
Hill, New Jersey, (Tsui u. a. (1982)) an GaAs-GaAlAs Heterostrukturen den fraktio-
nalen Quanten-Hall-Effekt entdeckt. Hierbei hat sich dann gezeigt, daß diese Struktu-
ren durch ein nur teilbesetztes tiefstes Landau-Niveau beschrieben werden können und
daß hierbei im Gegensatz zum integralen Quanten-Hall-Effekt die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung eine wesentliche Rolle spielt.
In diesen beiden 2-dim. Strukturen liegt die Elektronendichte etwa bei 1011-1012 / cm2.
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7.1 Frank Wilczek (1951)

Abbildung 7.1: F. Wilczek,
Betsy Devine (Stockholm, 2004),

CC BY 2.5.
[https://en.wikipedia.org/wiki/

Frank_Wilczek]

Frank Wilczek wurde 1951 in Queens, New
York City, geboren. Er studierte Mathema-
tik an der University of Chicago (BA 1970)
und an der Princeton University (MA, 1972).
In Princeton promovierte er 1974 bei David
Gross in Physik mit der Doktorarbeit ’Non-
Abelian Gauge Theories and Asymptotic Free-
dom’. Von 1974 an wirkte Wilczek als Pro-
fessor an verschiedenen amerikanischen Hoch-
schulen, zunächst an der Princeton University
in New Jersey, an der University of Califor-
nia in Santa Barbara und am Massachusetts
Institute of Technology in Cambridge, Massa-
chusetts. Unterbrochen wurde diese Zeit von
zwei Forschungsjahren 1976-1977 am Institute
for Advanced Study in Princeton, New Jersey.
Im Jahr 2004 erhielt Wilczek zusammen mit
David Gross and H. David Politzer den Nobel-
preis für Physik für die Entdeckung des ’asym-
ptotischen Freiheit’ in der Quantenchromody-
namik, d.h. der Theorie der starken Wechsel-
wirkung.

In seiner Forschung beschäftigte sich Wilczek hauptsächlich mit zahlreichen Aspekten
der Quantenfeldtheorie. Bekannt wurde er für seine kreativen Vorschläge zu ’Anyonen’,
’Axionen’ und ’Zeitkristallen’. In 2-dimensionalen Systemen können Quasiteilchen auf-
treten, deren Spin jeden Wert zwischen 0 und 1 annimmt - Wilczek gab ihnen den
Namen ’Anyonen’ (von any phase): „Since interchange of two of these particles can give
any phase, I will call them generically anyons.” Mit Hilfe dieser Anyonen arbeitete er
über die Theorie des fraktionalen Quanten-Hall-Effektes.
Neben dem Nobelpreis hat Wilczek viele weitere Preise und Auszeichnungen erhalten,
darunter die Dirac-Medaille, den Julius Wess Preis, die Oskar-Klein-Medaille, und zahl-
reiche andere.
[Quelle: en.wikipedia: Frank_Wilczek]

https://creativecommons.org/licenses/by/2.5
https://en.wikipedia.org/wiki/Frank_Wilczek
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7.2 Emil Artin (1898 - 1962)

Abbildung 7.2: E. Artin
Konrad Jacobs (unbekanntes Datum),
Mathematisches Forschungsinstitut

Oberwolfach,
CC BY-SA 2.0 de

[https://de.wikipedia.org/wiki/Emil_Artin]

Artin wurde 1898 in Wien geboren und wuchs
in Böhmen auf. Nach dem Abitur 1916 und
einem Semester Studium der Mathematik an
der Universität Wien wurde er noch als Sol-
dat in die österreichische Armee eingezogen.
Nach Kriegsende studierte er dann ab 1919
an der Universität Leipzig, wo er bereits 1921
bei Gustav Herglotz promoviert wurde. Artin
wechselte dann an die Universität Hamburg,
wo er sich 1923 habilitierte und 1925 zunächst
als Extraordinarius und im nächsten Jahr als
Ordinarius wirkte. Im Jahr 1932 erhielt er zu-
sammen mit Emmy Noether den Ackermann-
Teubner-Gedächtnispreis. 1937 verlor er auf-
grund der Nazi-Gesetze seine Anstellung an
der Universität Hamburg, da seine Frau Jü-
din war. Unmittelbar danach emigierte die Fa-
milie Artin in die USA. Er selbst konnte zu-
erst an der University of Notre Dame, dann an
der Indiana University in Bloomington, India-
na, und danach an der Princeton University in
New Jersey arbeiten. Im Jahr 1958 kehrte er
nach Deutschland an die Universität Hamburg
zurück.
Artin arbeitete auf dem Gebiet der Algebra
und der Zahlentheorie. Das auch bei Physi-
kern beliebte Lehrbuch über Algebra von van der Waerden stammt teilweise aus den
Vorlesungen von Emil Artin und Emmy Noether. Neben seinem eigentlichen Arbeits-
gebiet lieferte er auch Beiträge, die heute theoretische Physiker interessieren, etwa zu
quasiergodischen Bahnen und ab 1925 zur Theorie der Zopfgruppen (Artin (1925)), die
für uns im Zusammenhang mit Anyonen und dem fraktionaler Quanten-Hall-Effekt von
Bedeutung sind.
Artin hatte zahlreiche Schüler, die selbst bedeutende Mathematiker wurden, darunter
David Gilbarg, Serge Lang, John T. Tate, Bartel van der Waerden, u.v.a.
[Quelle: en.wikipedia: Emil_Artin]

7.3 Anyonen und Zopfgruppe

In unserem Physik-Grundstudium lernen wir, daß alle Quantenpartikel mit halbzah-
ligem Spin der Fermi-Dirac-Statistik gehorchen und alle Quantenpartikel mit ganz-

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.en
https://en.wikipedia.org/wiki/Emil_Artin
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zahligem Spin der Bose-Einstein-Statistik. Die Frage nach dem tieferen Grund dieses
Zusammenhang zwischen Spin und Statistik beantwortet für relativistische Quanten-
feldtheorien in 3 und mehr Dimensionen das berühmte Spin-Statistik-Theorem, das
zuerst 1939 von Markus Fierz formuliert und 1940 von Wolfgang Pauli ausführlicher
bewiesen wurde, allerdings nur für den Fall nichtwechselwirkender Felder. Der Beweis
von Pauli und spätere Beweise sind recht anspruchsvoll in ihren Voraussetzungen und in
ihrer Durchführung, insbesondere verlangen sie eine relativistische Quantenfeldtheorie
(siehe hierzu z.B. Streater u. Wightman (1969), S. 193). Für nichtrelativistische Quan-
tenfeldtheorien könnte man nun denken, daß der Beweis einfacher ist, da die 3-dim.
Drehgruppe nur halb- und ganzzahlige Darstellungen aufweist. Andererseits kann man
im nichtrelativistischen Fall mittels antikommutierender Spin-0-Felder und kommutie-
render Spinor-Felder Gegenbeispiele zum Spin-Statistik-Theorem formulieren.
Im Fall der nichtrelativistischen Quantenmechanik in 3 Dimensionen, d.h. im Fall der
Schrödingergleichung, stützt man sich auf 1-dim. Darstellungen der 3-dim Drehgruppe
SO(3).
Seien zwei identische Teilchen gegeben, die durch die nichtrelativistische Quantenme-
chanik beschrieben werden. Die entsprechende 2-Teilchen-Wellenfunktion sei ψ(r1, r2).
Da die Teilchen ununterscheidbar sind, muß |ψ(r1, r2)|2 invariant unter der Permuta-
tionsgruppe S2(R) sein. Eine einfache Permutation von r1 und r2, bzw. der Teilchen
an diesen Orten, können wir auch als eine SO(3)-Drehung beider Teilchen um 180°
betrachten, und also eine 1-dim. Darstellung von SO(3) auf die Wellenfunktion ψ un-
tersuchen.

|ψ(r1, r2)|2 = |ψ(r2, r1)|2 ⇒

ψ(r1, r2) = eiπαψ(r2, r1) . (7.3.1)

Zwei solcher Permutationen entsprechen jetzt einer SO(3)-Drehung um 360° und führen
uns wieder zum Ausgangspunkt zurück. Wir erhalten zwei Klassen von Lösungen und
definieren als Spin s ..= α

2 :

ψ(r1, r2) = ei2παψ(r1, r2) ⇒

{
α = 2n, n ∈ N, ψ(r1, r2) = ψ(r2, r1), s = n Bosonen,
α = 2n+ 1, n ∈ N, ψ(r1, r2) = −ψ(r2, r1), s = n+ 1

2 Fermionen.
(7.3.2)

Daß hier bei der 1-dim. Darstellung von SO(3) gerade zwei Klassen entstehen ist nun
topologisch leicht verständlich, denn für die Fundamentalgruppe von SO(3) gilt (19.2.6):

π1(SO(n)) = Z2 für n ≥ 3 . (7.3.3)

SO(3) ' Spin(3)/Z2 ist also nicht einfach zusammenhängend, im Gegensatz zu seiner
universellen Überlagerungsgruppe Spin(3) ' SU(2).
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Wenn wir jetzt aber von einem 3-dim. Raum übergehen zu einem 1-dim. oder einem
2-dim. Raum, dann ändern sich die topologischen Verhältnisse grundlegend.
Zunächst der 1-dim. Fall:
die Gruppen O(1) = S0 = {+1,−1} und SO(1) = {+1} sind diskrete Mengen für
welche keine Fundamentalgruppen definiert werden können. So bleibt hier als Symmetrie
für die Zweiteilchen-Wellenfunktion nur die Permutationsgruppe S2(R). Eine 1-dim.
unitäre Darstellung von S2(R) kann nun geschrieben werden als

ψ(r1, r2) = eiπαψ(r2, r1) mit beliebigem α ∈ R ,

aber es gibt keinen Grund, warum der Phasenfaktor von zwei aufeinanderfolgende Per-
mutationen ei2πα jetzt wieder eine Einheit ergeben sollte. Leinaas u. Myrheim (1977)
haben als erste auf diesen Punkt hingewiesen und ein einfaches dynamisches Modell für
2 identische Teilchen auf einer Linie vorgeschlagen, aus dem sofort folgte, daß der Spin
der Teilchen jeden Wert zwischen 0 für Bosonen und 1

2 für Ferminonen annehmen konn-
te. Später folgten von anderen Autoren viele weitere Arbeiten für identische Teilchen in
1-dim Räumen sowohl mit verschiedenen Potentialen und Randbedingungen, als auch
in Hinblick auf den thermodynamischen Grenzfall.
Nun zum interessanteren 2-dim. Fall:
dieser wurde auch schon von Leinaas u. Myrheim (1977) behandelt, wurde aber richtig
bekannt erst durch die Arbeit von Wilczek (1982), der auch den Namen Anyonen ein-
führte: „Since interchange of two of these particles can give any phase, I will call them
generically anyons.”
In 2-Raumdimensionen kann man sich nun auf die Gruppe SO(2) stützen und für diese
gilt (19.2.6):

π1(SO(2)) = Z . (7.3.4)

Dadurch ist Spin(2) als die zweifache Überlagerung auch nicht mehr einfach zusam-
menhängend und also keine universelle Überlagerungsgruppe.
Dem entspricht, daß in 2 Dimensionen die Gruppe der Permutationen von zwei quan-
tenmechanischen Teilchen nicht mehr die symmetrische Gruppe S2(R2) ist, sondern die
größere Artin’sche Zopfgruppe (Braid-group) B2(R2). Physikalisch ausgedrückt bedeu-
tet dies, daß wir mit zwei Permutationen, bzw. mit zwei 180°-Drehungen, nicht am
Ausgangszustand ankommen, weil der Weg mit zwei Permutationen nicht homotop zu
einem Null-Weg ist. Der Weg mit den zwei Permutationen ist jetzt zweifach zu einem
Zopf verschlungen und kann nicht mit stetigen Wegdeformationen in einen Nullweg
überführt werden.
Wie im 1-dimensionalen Fall können wir jetzt bei Elektronen und Quasiteilchen in 2-
dimensionalen Festkörper-Strukturen Spin-Werte erwarten, die jeden Wert zwischen 0
für Bosonen und 1

2 für Ferminonen annehmen können.
Die Zopfgruppe Bn(X) mit X ∈ {R2,C} wurde von Emil Artin im Jahr 1925 eingeführt
(Artin (1925)). Wir folgen dieser ursprünglichen Arbeit und zusätzlich den neueren
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Darstellungen von Artin (1947), Zeidler (2011), S. 290 ff., Kassel u. Turaev (2008) und
Lechner (2021).
Artin beginnt zunächst mit einer Beschreibung seiner Zöpfe in 2-dimensionalen Räumen.
Eine Zopf aus Bn(X) besteht aus n vertikal angeordneten Strängen, die an der Ober-
und Unterseite fixiert sind. Ferner werden keine Schleifen zugelassen.
Für Physiker ist natürlich interessant, daß diese vertikalen Stränge ’ununterscheidbar’
sind, d.h. physikalisch können wir mit diesen Strängen ’Weltlinien’ ununterscheidbarer
quantenmechanischer Teilchen modellieren.
Im nächsten Schritt identifiziert Artin die Generatoren dieser Zöpfe. So, wie man jede
Permutation aus Sn aus einem Produkt von Transpositionen zusammensetzen kann,
ebenso kann man jeden Zopf aus einer Abfolge von Überkreuzungen zweier benachbarter
Stränge erzeugen. Diese Überkreuzungen können im 2-dimensionalen Raum jetzt nur
so stattfinden, daß Strang i über dem Strang i + 1 liegt, diese Operation nennt Artin
σi, oder darunter, was er als σ−1

i bezeichnet. Zugleich werden stetige Deformationen der
Stränge erlaubt. Der gesamte Zopf wird also als eine von oben her gelesene beliebige
Abfolge dieser Generatoren σ1, . . . , σn−1, σ

−1
1 , . . . , σ−1

n−1 betrachtet. Im folgenden werden
wir dann sehen, daß diese Generatoren σ1, . . . , σn−1 tatsächlich aus 2 fundamentalen
Generatoren zusammen mit 3 Relationen abgeleitet werden können.
Dies legt es nahe in Bn eine Gruppenstruktur zu definieren, indem man für zwei Ele-
mente a, b ∈ Bn die Multiplikation ab definiert als die Verklebung der Unterseite von
a mit der Oberseite von b. So wie das Produkt σiσ−1

i = e ∈ B2, ergibt, nämlich zwei
unverknüpfte parallele Stränge, so gibt es auch zu jedem b ∈ Bn ein b−1 ∈ Bn mit
bb−1 = e ∈ Bn. Durch diese Gruppen-Multiplikation gibt es in Bn, im Gegensatz zu Sn,
abzählbar unendlich viele Elemente.
Hier ein erstes kleines Beispiel:

a = σ2 , b = σ1σ
−1
2 , ab = σ2σ1σ

−1
2 , ba = σ1σ

−1
2 σ2 ' σ1 . (7.3.5)

a = b = ab = ba =

Man sieht sofort, daß diese Multiplikation zwar assoziativ, aber nicht kommutativ ist.
Zu jedem Element gibt es ein inverses Element:

b = σ1σ
−1
2 , b−1 = σ2σ

−1
1 , bb−1 = σ1σ

−1
2 σ2σ

−1
1 = e . (7.3.6)

Die stetigen Deformationen der Stränge führen zu algebraischen Äquivalenzrelationen
und damit zu Äquivalenzklassen von Zöpfen. Hier sehen wir 3 mögliche Formen stetiger
Deformationen einzelner Stränge eines Zopfes:

σiσ
−1
i ' e , σiσk ' σkσi für i 6= k ± 1 , (7.3.7)

σiσi+1σi ' σi+1σiσi+1 . (7.3.8)
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b = b−1 = bb−1 = ' = e

' ' '

Diese stetigen Deformationen geschehen einfach durch ein Verschieben der Stränge,
wobei in dem nichttrivialen letzten Beispiel der Strang von links oben nach rechts un-
ten über die unterste Überkreuzung nach links hinweggeschoben wird, wodurch diese
Überkreuzung nach rechts oben wandert. Diese elementaren stetigen Veschiebungen ent-
sprechen den Relationen 7.3.7, 7.3.8 zwischen den (n−1) Generatoren σi und definieren
die Algebra der Zopfgruppe Bn.
Andererseits kann von diesen (n − 1) Generatoren σi mit den Relationen 7.3.7, 7.3.8
auch übergehen zu einem deutlich kleineren Satz von nur 2 Generatoren, um die ganze
Zopfgruppe Bn zu erzeugen (Artin (1925), S. 52 ff.).

Definition 7.3.1
σ ..= σ1 und a ..= σ1σ2 . . . σn−1 . (7.3.9)

In diesem Bild sieht man anschaulich, daß der Zopf an durch eine volle Torsion aller
Fäden erhalten wird und daß deshalb an mit jedem σi kommutiert, d.h. σian = anσi.

a = a3 =

Das folgenden Lemma zeigt, daß sich die ganze Zopfgruppe Bn aus den beiden Gene-
ratoren σ und a und zwei Relationen erzeugen läßt.

Lemma 7.3.2
σi = ai−1σa−(i−1) , (7.3.10)

an = (aσ)n−1 , (7.3.11)

σajσa−j = ajσa−j σ für 2 ≤ j ≤ n

2 . (7.3.12)
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Beweis: Mit 7.3.9, 7.3.7, 7.3.8 folgt:

aσi = σ1σ2 . . . σi−1σiσi+1σi+2 . . . σn−1σi

= σ1σ2 . . . σi−1σiσi+1σiσi+2 . . . σn−1

= σ1σ2 . . . σi−1σi+1σiσi+1σi+2 . . . σn−1

= σi+1σ1σ2 . . . σi−1σiσi+1σi+2 . . . σn−1

= σi+1a .

σi+1 = aσia
−1 = aiσ1a

−i = aiσa−i , bzw.

σi = a(i−1)σa−(i−1) .

Damit lassen sich alle σi durch σ und a ausdrücken. Im nächsten Schritt setzt man
dieses Ergebnis in 7.3.9 ein und erhält:

a = σ1σ2 . . . σn−1 = σ(aσa−1)(a2σa−2) . . . (a(n−3)σa−(n−3))(a(n−2)σa−(n−2))

= σ(aσ)(n−2)a−(n−2) = σ(aσ)−1(aσ)(n−1)a−(n−2)

= σ(σ−1a−1)(aσ)(n−1)a−(n−2) = a−1(aσ)(n−1)a−(n−2) ⇒

an = (aσ)(n−1) .

Deswegen kommutiert an mit allen σi, denn mit 7.3.10 und 7.3.11 folgt:

anσi = anai−1σa−(i−1) = anai−2(aσ)a−(i−1)

= ai−2an(aσ)a−(i−1) = ai−2(aσ)n−1(aσ)a−(i−1)

= ai−2(aσ)(aσ)n−1a−(i−1) = ai−1σana−(i−1)

= ai−1σa−(i−1)an = σia
n .

Ebenso folgt für 7.3.7 bei 3 ≤ i ≤ n− 1, bzw. 2 ≤ j ..= i− 1 ≤ n− 2

σ1σi = σiσ1 ⇒

σa(i−1)σa−(i−1) = a(i−1)σa−(i−1) σ ⇒

σajσa−j = ajσa−jσ .

Andererseits können wir diese Gleichung auch mit a−j multiplizieren und erhalten:

a−jσajσa−j = σa−jσ ⇒
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a−jσajσ = σa−jσaj .

Und mit einer Multiplikation mit 1 = ana−n folgt:

ana−na−jσajσ = ana−nσa−jσaj ⇒

ana−jσa−najσ = σana−jσa−naj ⇒

an−jσa−(n−j)σ = σan−jσa−(n−j) .

Diese Gleichung zusammen mit der obigen Gleichung

ajσa−jσ = σajσa−j 2

erlaubt es jetzt diese Relation nur für 2 ≤ j ..= i− 1 ≤ n
2 zu fordern.

Also kann man die Zopfgruppe statt mit der Algebra 7.3.6, 7.3.7, 7.3.8 der Generatoren
σi auch mit der Algebra 7.3.10, 7.3.11, 7.3.12 der Generatoren a und σ = σ1 erzeugen.
Hieraus sieht man also, daß die Darstellung der erzeugenden Algebra der Zopfgruppe
nicht eindeutig ist. In einem neueren, recht anspruchsvollen, mathematischen Über-
sichtsartikel über Zopfgruppen von Joan Birman und Tara Brendle (Birman u. Brendle
(2005)) werden weitere alternative Definitionen, Zusammenhänge mit der Knotentheorie
und mathematische Anwendungen der Zopfgruppe Bn und ihrer Darstellungen aufge-
zeigt und diskutiert.
Im nächsten Schritt hat Artin (Artin (1925), S. 55 ff.) ’geschlossene’ Zöpfe konstruiert
und mit diesen die Äquivalenz der Definition von Bn mittels Generatoren und ihren Re-
lationen mit der folgenden Definition von Zöpfen über die Fundamentalgruppe gezeigt.

Definition 7.3.4 Sei X eine 2-dim. Mannigfaltigkeit. Artin hatte hier X ..= R2 ge-
nommen, wir verwenden X ..= C. Sei weiter

Xn
∗ ..= {(x1, . . . , xn)| xi ∈ X, xi 6= xj für i 6= j , i, j ∈ {1, . . . , n} ⊆ N}

die Menge der ungeordneten n-Tupel mit verschiedenen Punkten xi ∈ X. Im nächsten
Schritt definiert man mittels der Permutationsgruppe Sn eine Äquivalenzrelation auf
diesen n-Tupeln:

(x1, . . . , xn) ∼ (xσ(1), . . . , xσ(n)) | mit σ ∈ Sn ,

d.h. man geht von der Menge der ungeordneten n-Tupel mit verschiedenen Punkten
zur entsprechenden symmetrisierten Menge über (dies entspricht in der Physik dem
Übergang von unterscheidbaren zu ununterscheidbaren Teilchen):

Xn
sym ..= Xn

∗ /Sn .

Auf diesem Raum kann man jetzt geschlossene Pfade γ = (γ1, . . . , γn) mit γi : [0, 1]→
X und γi(0) = γσ(i)(1) definieren und bezüglich dieser n geschlossenen Pfade γi die
Fundamentalgruppe definieren: dies ist nun per Definition die Zopfgruppe Bn:

Bn(X) ..= π1(Xn
sym) = π1(Xn

∗ /Sn) . (7.3.13)
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Die reine Zopfgruppe Pn(X) ⊂ Bn(X) ist die Identität von Bn(X), die aus den Pfaden
γi(0) = γi(1) hervorgeht.

Aus dieser Definition folgt nun sofort, daß es einen Homomorphismus φ gibt mit

φ : Bn(X)→ Sn mit φ((γ1, . . . , γn)) = (σ(1), . . . , σ(n)) . (7.3.14)

Dies kann man in der folgenden kurzen Sequenz zusammenfassen (siehe 21.3.2, bzw.
das ganze Unterkapitel zu Exakten Sequenzen 21.3):

1 −→ Pn
i−→ Bn

φ−→ Sn −→ 1 . (7.3.15)

Das heißt: Im(i) = ker(φ).

Zurück zur Physik.
In der Quantentheorie arbeiten wir aber im Allgemeinen nicht mit den Gruppen selbst,
sondern mit entsprechenden Darstellungen dieser Gruppen. Daher wollen wir hier kurz
2 bekannte Darstellungen der Zopfgruppen betrachten.
Für den eingangs diskutierten Fall von 2 identischen nichtrelativistischen quantenme-
chanischen Teilchen in der Dimension 2 ist die Zopfgruppe B2(R2) die vorliegende Sym-
metriegruppe. Für die Zweiteilchenwellenfunktion suchen wir jetzt eine 1-dim. unitäre
Darstellung von B2(R2). Wir wählen wie in 7.3.1 für eine rechtshändige Drehung:

ψ(r1, r2) = eiπαψ(r2, r1) ,

allerdings mit einem umbestimmten α = 2n + x mit x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1, d.h. mit einem
Spin s ..= α

2 mod n zwischen 0 ≤ s ≤ 1
2 . Für die linkshändige Drehung wählen wir

entsprechend

ψ(r1, r2) = e−iπαψ(r2, r1) ,

wiederum mit positivem α.
Die Darstellung ist multiplikativ, unitär und erfüllt die Zopfbedingungen 7.3.7 und
7.3.8:

eiπα1eiπα2 = eiπα2eiπα1 ,

eiπα1eiπα2eiπα1 = eiπα2eiπα1eiπα2 ⇔ eiπα1 = eiπα2 .

Die zweite Zeile, die Yang-Baxter-Bedingung, ist erfüllt, wenn für beide zu vertauschen
identischen Teilchen α1 = α2 gilt, d.h. wenn wir für die beiden identischen Teilchen die
gleiche Phase in der Wellenfunktion annehmen.
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Es gibt mehrere bekannte höherdimensionale Darstellungen der Zopfgruppen. Wir fol-
gen in der Präsentation der Burau-Darstellung dem Beginn des Kapitels 3 von Kassel u.
Turaev (2008), S. 93 ff.. Mittels dieser Darstellung kann man dann zeigen, daß die be-
kannten Alexander-Polynome der Knotentheorie Knoteninvarianten sind. Und mittels
der Lawrence–Krammer–Bigelow-Darstellung, die wir hier nicht vorführen, läßt sich die
Linearität der Zopfgruppen beweisen.

Definition 7.3.5 Sei n ≥ 2. Dann definiert man für alle i = 1, . . . , n − 1 entspre-
chend den Generatoren σ1, . . . , σn−1 der Zopfgruppe Bn(X) die folgenden n×n-Matrizen
U1, . . . , Un−1:

Ui ..=

 Ii−1 0 0
0 T 0
0 0 In−1−i

 ..=


Ii−1 0 0 0

0 1− t t 0
0 1 0 0
0 0 0 In−1−i

 ,

wobei Ik eine k × k-Einheitsmatrix ist, mit der zusätzlichen Definition, daß die Matrix
I0 links oben, bzw. rechts unten komplett verschwindet.

Lemma 7.3.6 Aus dieser Definition folgt, daß die n×n-Matrizen U1, . . . , Un−1 eine n-
dimensionale lineare Darstellung der Generatoren σ1, . . . , σn−1 der Zopfgruppe Bn(X)
bilden.
Es folgt sofort, daß ein U−1

i existiert:

U−1
i

..=

 Ii−1 0 0
0 T−1 0
0 0 In−1−i

 =


Ii−1 0 0 0

0 0 1 0
0 t−1 1− t−1 0
0 0 0 In−1−i

 .

Ebenso folgt, daß die Ui die Vertauschungsrelationen 7.3.7 und 7.3.8 der σi erfüllen:

UiU
−1
i ' In , UiUk ' UkUi für i 6= k ± 1 ,

UiUi+1Ui ' Ui+1UiUi+1 für i = 1, . . . , n− 2 .

Beweis: 1. UiU−1
i :

TT−1 =
(

1− t t

1 0

)(
0 1
t−1 1− t−1

)
=
(

1 0
0 1

)
⇒ UiU

−1
i ' In .

2. UiUk ' UkUi für i 6= k ± 1, o.B.d.A. i > k + 1:
die Blockdiagonalform von Ui und Uk läßt sich ausfühlicher schreiben als:

UiUk =

 Ii−1 0 0
0 T 0
0 0 In−1−i


 Ik−1 0 0

0 T 0
0 0 In−1−k
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=


Ik−1 0 0 0 0

0 I2 0 0 0
0 0 Ii−k−2 0 0
0 0 T 0
0 0 0 In−1−i




Ik−1 0 0 0 0

0 T 0 0 0
0 0 Ii−k−2 0 0
0 0 0 I2 0
0 0 0 In−1−i



=


Ik−1 0 0 0 0

0 T 0 0 0
0 0 Ii−k−2 0 0
0 0 0 T 0
0 0 0 0 In−1−i

 ,

UkUi =

 Ik−1 0 0
0 T 0
0 0 In−1−k


 Ii−1 0 0

0 T 0
0 0 In−1−i



=


Ik−1 0 0 0 0

0 T 0 0 0
0 0 Ii−k−2 0 0
0 0 0 I2 0
0 0 0 In−1−i




Ik−1 0 0 0 0

0 I2 0 0 0
0 0 Ii−k−2 0 0
0 0 T 0
0 0 0 In−1−i



=


Ik−1 0 0 0 0

0 T 0 0 0
0 0 Ii−k−2 0 0
0 0 0 T 0
0 0 0 0 In−1−i

 .

3. UiUi+1Ui ' Ui+1UiUi+1 für i = 1, . . . , n− 2:
hier genügt es, die folgenden drei Zeilen von Ui und Ui+1 zu betrachten:(

T ~0
~0 1

)(
1 ~0
~0 T

)(
T ~0
~0 1

)

=

 1− t t 0
1 0 0
0 0 1


 1 0 0

0 1− t t

0 1 0


 1− t t 0

1 0 0
0 0 1



=

 1− t t 0
1 0 0
0 0 1


 1− t t 0

1− t 0 t

1 0 0
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=

 (1− t)2 + t(1− t) t(1− t) t2

1− t t 0
1 0 0



=

 1− t t(1− t) t2

1− t t 0
1 0 0

 ,

(
1 ~0
~0 T

)(
T ~0
~0 1

)(
1 ~0
~0 T

)

=

 1 0 0
0 1− t t

0 1 0


 1− t t 0

1 0 0
0 0 1


 1 0 0

0 1− t t

0 1 0



=

 1 0 0
0 1− t t

0 1 0


 1− t t(1− t) t2

1 0 0
0 1 0



=

 1− t t(1− t) t2

1− t t 0
1 0 0

 . 2

Zum Schluß ist aber noch unbedingt erwähnenswert, daß die Zopfgruppen-Relation
7.3.8

σiσi+1σi ' σi+1σiσi+1

eine Erweiterung als eine Matrixgleichung in der Yang-Baxter Gleichung findet:

ABA = BAB , A,B ∈ GL(X), X ein linearer Raum über R oder C .

Diese Bedingung wurde zuerst von Yang bei Untersuchungen der S-Matrix von 1-
dimensionalen Vielteilchen-Streuprozessen gefunden und später von Baxter bei Unter-
suchungen von exakt lösbaren Modellen in der statistischen Mechanik (Zeidler (2011),
S 291 ff.).
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7.4 Robert Laughlin (1950)

Abbildung 7.3: R. Laughlin,
Linda A. Cicero

(Stanford News Service, 1998),
CC BY 3.0.

[https://en.wikipedia.org/wiki/
Robert_B._Laughlin]

Laughlin wurde im Jahr 1950 in Visalia in
Kalifornien geboren. Er beendete 1972 sein
Mathematik-Studium an der University of Ca-
lifornia, Berkeley mit einem BA. Darauf folg-
te eine Promotion in theoretischer Physik bei
John D. Joannopoulos am Massachusetts In-
stitute of Technology (MIT), die er 1979 ab-
schloß. Weitere beruflich Stationen waren u.a.
das Lawrence Livermore National Labaratory
der University of California, und schließlich ei-
ne Professur für Physik und Angewandte Phy-
sik an der Stanford University. Daneben wirk-
te er von 2004 bis 2006 als Präsident des ’Ko-
rea Advanced Institute of Science and Techno-
logy’ (KAIST) in Daedeok Innopolis, Daejeon,
Süd-Korea.

Nachdem Tsui, Störmer und Gossard bei
den Bell Laboratories, Murray Hill, New Jer-
sey (Tsui u. a. (1982)) im Jahr 1982 den
fraktionalen Quanten-Hall-Effekt an GaAs-
GaAlAs Heterostrukturen entdeckt hatten,
konnte Laughlin bereits im darauffolgenden
Jahr eine theoretische Erklärung mittels einer
Vielteilchen-Elektronen-Wellenfunktion, heu-

te als Laughlin-Wellenfunktion bekannt, veröffentlichen (Laughlin (1983)). Für diese
Arbeit erhielten Robert Laughlin, Horst L. Störmer und Daniel C. Tsui den Physik-
Nobelpreis des Jahres 1998.

[Quelle: en.wikipedia: Robert_B._Laughlin]

7.5 Laughlin Wellenfunktion

Dieses Unterkapitel enthält 3 Teile:

1. Landau-Quantisierung des 1-Teilchen harmonischen Oszillators in einem stati-
schen Magnetfeld,

2. die Verallgemeinerung vom 1-Teilchen harmonischen Oszillator auf einen 2-Teilchen
harmonischen Oszillator in einem statischen Magnetfeld,

3. der Vorschlag von Laughlin für eine Grundzustands-Wellenfunktion eines n-Teilchen
harmonischen Oszillators in einem statischen Magnetfeld.

https://creativecommons.org/licenses/by/3.0
https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_B._Laughlin
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7.5.1 Landau-Quantisierung des 1-Teilchen harmonischen
Oszillators in einem statischen Magnetfeld

Wir führen hier die Überlegungen zu den Landau-Niveaus aus 6.11 fort und stützen uns
dabei erneut auf die umfangreiche und schöne Darstellung von Tong (2016), S. 16 ff.,
S. 76 ff. und auf die Originalarbeit von Laughlin (1983).
Ausgangspunkt dieser Überlegungen ist die Besetzungzahlen-Darstellung des quantisier-
ten harmonischen Einteilchen-Oszillators. Der Hamilton-Operator für dieses Problem
sei erneut:

Ĥ = 1
2m(p̂+ e ~A)2 = 1

2mπ̂π̂ , mit (7.5.1)

π̂ ..= p̂+ e ~A . (7.5.2)

Hierbei sei ~A das Vektorpotential für ein Magnetfeld in z-Richtung ~B = ~∇ × ~A =
(0, 0, B)T . Das Vektorpotential ~A ist als ein Eichpotential ja nur bis auf ein Gra-
dientenfeld bestimmt, da die Rotation eines Gradientenfeldes immer verschwindet. Wir
wählen im Gegensatz 6.11 jetzt die sog. symmetrische Eichung, da sie uns im Folgenden
Vorteile bei einer Definition von Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren innerhalb
der hochentarteten Landau-Niveaus (6.11.10) bietet.

~A ..=

 −
1
2yB

+1
2xB

0

 ⇒ ~B = ~∇× ~A =

 0
0
B

 . (7.5.3)

Für π̂ folgt:

[π̂x, π̂y] = [π̂x, π̂y] 1 = [p̂x + eAx, p̂y + eAy] 1

= [−i~ ∂
∂x

+ eAx,−i~
∂

∂y
+ eAy] 1

= −ie~∂Ay
∂x

+ ie~
∂Ax
∂y

= −ie~(∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
)

= −ie~B . (7.5.4)

Jetzt führt man die üblichen Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren des harmoni-
schen Oszillators bei Anwesenheit eines statischen Magnetfelds ein:

â ..= 1√
2e~B

(π̂x − iπ̂y) , â† ..= 1√
2e~B

(π̂x + iπ̂y) , (7.5.5)

π̂x =
√

2e~B 1
2(â† + â) , π̂y =

√
2e~B 1

2i(â
† − â) . (7.5.6)
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[â, â†] = 1
2e~B (iπ̂xπ̂y − iπ̂yπ̂x + iπ̂xπ̂y − iπ̂yπ̂x)

= 1
e~B

(iπ̂xπ̂y − iπ̂yπ̂x) = 1 . (7.5.7)

Ĥ = 1
2mπ̂π̂ = 1

2m(π̂2
x + π̂2

y)

= 2e~B
2m

1
4((â† + â)2 − (â† − â)2)

= ~ωB
1
4(2â†â+ 2ââ†) = ~ωB

1
4(4â†â+ 2)

= ~ωB(â†â+ 1
2) , mit ωB ..= eB

m
. (7.5.8)

In 6.11.4 und 6.11.5 hatten wir als analytische Lösung der Hamilton-Eigenwert-Gleichung
des harmonischen Oszillators mit einem Vektorpotential ~A in Landau-Eichung gefun-
den:

Ĥψn,~k = ~ωB(n+ 1
2)ψn,~k , mit n ∈ N0 . (7.5.9)

Ebenso kann man jetzt beim harmonischen Oszillator mit einem Vektorpotential ~A in
symmetrischer Eichung einen Besetzungszahlenoperator N̂â ..= â†â auf die herkömm-
liche Weise definieren, der die gewohnten Eigenschaften aufweist (siehe z.B. Rebhan
(2005), S. 147 ff.):

N̂â ..= â†â mit N̂â|n〉 = n |n〉 , n ∈ N0 , |n〉 ..= ψn . (7.5.10)

Lemma 7.5.1
â|n〉 =

√
n |n− 1〉 , â†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 , n ∈ N0 . (7.5.11)

|n〉 = (â†)n√
n!
|0〉 . (7.5.12)

Beweis:
n 〈n | n〉 = 〈n | (n)n〉 = 〈n | N̂ân〉 = 〈n | â†â n〉

= 〈ân | ân〉 ≥ 0 ⇒ (n) ≥ 0 .

N̂â|ân〉 = N̂ââ |n〉 = â†ââ |n〉 = (ââ†â− â) |n〉 = â(N̂â − 1) |n〉

= â(n− 1) |n〉 = (n− 1) |ân〉 ⇒ |ân〉 = cn−1|n− 1〉 .
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N̂â|â†n〉 = N̂ââ
† |n〉 = â†ââ† |n〉 = (â†â†â+ â†) |n〉 = â†(N̂â + 1) |n〉

= â†(n+ 1) |n〉 = (n+ 1) |â†n〉 ⇒ |â†n〉 = dn+1|n+ 1〉.

Jede Anwendung von â auf |n〉 erniedrigt die Besetzungszahl n um 1. Damit würde
aber N̂ââ

n+1|n〉 einen negativen Wert ergeben, im Widerspruch zu n ≥ 0. Also muß
ân|n〉 = |0〉 sein und N̂â|0〉 = 0 und somit n ∈ N0.
Wir setzten ohne Beschränkung der Allgemeinheit 〈0 | 0〉 = 1 und bestimmen jetzt die
Normierungskonstanten cn−1 und dn+1:

〈(â†)n+10 | (â†)n+10〉 = 〈(â†)n0 | ââ†(â†)n0〉 = 〈(â†)n0 | (N̂â + 1)(â†)n0〉

= (n+ 1) 〈(â†)n0 | (â†)n0〉 = . . . . . .

= (n+ 1)! 〈0 | 0〉 = (n+ 1)! ⇒

|n+ 1〉 = 1√
(n+ 1)!

(â†)n+1|0〉 und

|n+ 1〉 = â†√
n+ 1

1√
n!

(â†)n|0〉 = â†√
n+ 1

|n〉 ⇒

â†|n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 .

(n− 1) |n− 1〉 = N̂â|n− 1〉 = â†â|n− 1〉 = (ââ† − 1)|n− 1〉 ⇒

n |n− 1〉 = ââ† |n− 1〉 = â
√
n |n〉 ⇒

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 . 2

Wir hatten in 6.11 gesehen, daß die Landau-Niveaus des 2-dim. Elektronengases im
senkrechten Magnetfeld B hochgradig entartet sind (6.11.10):

NB ..= NxNy = LxLy
2πl2B

= eBLxLy
2π~ . (7.5.13)

Jetzt kann man mit Hilfe der oben eingeführten symmetrischen Eichung des Vektor-
potentials ~A ein neues Paar von Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren b̂ und b̂†

einführen, die entartete Zustände in einem Landau-Niveau vernichten, bzw. erzeugen.
Der Ausgangspunkt zu dieser Überlegung ist die Definition eines Operators σ̂ analog
zu π̂ aus 7.5.2:

σ̂ ..= p̂− e ~A . (7.5.14)
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Für dieses σ̂ folgt:

[σ̂x, σ̂y] = [σ̂x, σ̂y] 1 = [p̂x − eAx, p̂y − eAy] 1

= [−i~ ∂
∂x
− eAx,−i~

∂

∂y
− eAy] 1

= ie~
∂Ay
∂x
− ie~∂Ax

∂y
= ie~ (∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
)

= ie~B . (7.5.15)

Während π̂ eichinvariant ist, gilt dies für σ̂ nicht, was man unter anderem an den
folgenden Kommutatoren sieht:

[πx, σx] = [−i~ ∂
∂x

+ eAx,−i~
∂

∂x
− eAx] = 2i~e∂Ax

∂x
,

[πy, σy] = [−i~ ∂
∂y

+ eAy,−i~
∂

∂y
− eAy] = 2i~e∂Ay

∂y
,

[πx, σy] = [−i~ ∂
∂x

+ eAx,−i~
∂

∂y
− eAy] = i~e(∂Ay

∂x
+ ∂Ax

∂y
) ,

[πy, σx] = [−i~ ∂
∂y

+ eAy,−i~
∂

∂x
− eAx] = i~e(∂Ax

∂y
+ ∂Ay

∂x
) .

Aber mit der symmetrischen Eichung 7.5.3 werden alle diese Kommutatoren zu 0 und
und damit kommutiert σ̂ auch mit dem Hamilton-Operator Ĥ:

[πi, σj] = 0 , und [H, σj] = 0 . (7.5.16)

Also kann man mit b̂† und b̂ ein zweites Paar von Erzeugungs- und Vernichtungs-
Operatoren einführen:

b̂ ..= 1√
2e~B

(σ̂x + iσ̂y) , b̂† ..= 1√
2e~B

(σ̂x − iσ̂y) , (7.5.17)

σ̂x =
√

2e~B 1
2(b̂+ b̂†) , σ̂y =

√
2e~B 1

2i(b̂− b̂
†) . (7.5.18)

[b̂, b̂†] = 1
2e~B (−iσ̂xσ̂y + iσ̂yσ̂x − iσ̂xσ̂y + iσ̂yσ̂x)

= 1
e~B

(−iσ̂xσ̂y + iσ̂yσ̂x) = 1 . (7.5.19)

Damit können die Energie-Eigenwerte des Hamilton-Operators Ĥ durch die Eigenwerte
n und m der mit Ĥ kommutierenden Operatoren N̂â = â†â und N̂b̂

= b̂†b̂ beschrieben
werden: |n,m〉.
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Jetzt interessieren wir uns auf den Spuren von Laughlin insbesondere für die Grundzu-
standswellenfunktionen |0,m〉. Wir können hier nicht das Ergebnis von 6.11.8 verwen-
den, da wir dies unter Verwendung der Landau-Eichung abgeleitet hatten. Ein Weg zur
Grundzustandswellenfunktionen führt über die Lösung der Gleichung

â |0, 0〉 ..= 0 .

â = 1√
2e~B

(πx − iπy) = 1√
2e~B

(−i~ ∂
∂x

+ eAx − i(−i~
∂

∂y
+ eAy))

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
) + e

2(−yB − ixB)) . (7.5.20)

Die höheren Landau-Niveaus werden erreicht durch â†:

â† = 1√
2e~B

(πx + iπy) = 1√
2e~B

(−i~ ∂
∂x

+ eAx + i(−i~ ∂
∂y

+ eAy))

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x

+ i
∂

∂y
) + e

2(−yB + ixB)) . (7.5.21)

Entsprechend gilt für die Stufenoperatoren b̂ und b̂† in einem Landau-Niveau:

b̂ = 1√
2e~B

(σx + iσy) = 1√
2e~B

(−i~ ∂
∂x
− eAx + i(−i~ ∂

∂y
− eAy))

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x

+ i
∂

∂y
)− e

2(−yB + ixB)) . (7.5.22)

b̂† = 1√
2e~B

(σx − iσy) = 1√
2e~B

(−i~ ∂
∂x
− eAx − i(−i~

∂

∂y
− eAy)) (7.5.23)

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)− e

2(−yB − ixB)) .

Definition 7.5.3 Es ist üblich geworden bei statischen Magnetfeldern eine charakteri-
stische Länge lB einzuführen:

lB ..=
√

~
eB

. (7.5.24)

Zunächst sieht man, daß lB tatsächlich die Dimension einer Länge hat, denn mit J=Joule,
s=Sekunde, A=Ampere, T= Tesla, m=Meter folgt

[lB] =

√
[~]

[e][B] =
√

Js

AsT
=
√

J

AT
=
√
Nm

A N
Am

=
√
m2 = m .

Setzt man für ~ ≈ 10−34J ·s und für e ≈ 1, 6·10−19A·s ein, so erhält man lB ≈ 25nm√
B [Tesla]

.
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Lemma 7.5.4 Hinreichend für â |0, 0〉 ..= 0 und b̂ |0, 0〉 ..= 0 ist

ψ0,0(x, y) ..= 〈x, y | 0, 0〉 = e−(x2+y2)/(4l2B) mit lB ..=
√

~
eB

. (7.5.25)

Aus 7.5.13 folgt, daß jedes Landau-Niveau hochgradig entartet ist. Die weiteren Zustän-
de in einem gegebenen Landau-Niveau, hier n = 0, erreicht man mit b̂†. Sie werden mit
der Quantenzahl m ∈ N0 bezeichnet:

ψ0,1(x, y) ..= 〈x, y | 0, 1〉 = b̂†〈x, y | 0, 0〉

= ( 1√
2e~B

ieB(x− iy)) 〈x, y | 0, 0〉

= ( 1√
2e~B

ieB(x− iy)) e−(x2+y2)/(4l2B) .

ψ0,m(x, y) ..= 〈x, y | 0,m〉 = (b̂†)m√
m!
〈x, y | 0, 0〉

= 1√
m!

( 1√
2e~B

ieB(x− iy))m 〈x, y | 0, 0〉

= 1√
m!

( 1√
2e~B

ieB(x− iy))m e−(x2+y2)/(4l2B) . (7.5.26)

Mit z ..=x+iy und z̄ ..= x− iy und r ..= |z| = |z̄| wird dies häufig auch geschrieben als:

ψ0,m(z) ..= 〈z | 0,m〉 = 1√
m!

( 1√
2e~B

ieB(z̄)m e−|z|2/(4l2B) . (7.5.27)

Die Funktion f(x, y) = (x− iy)m ist antiholomorph und für eine solche antiholomorphe
Funktion gilt:

â 〈z | 0,m〉 = â f(x, y) e−(x2+y2)/(4l2B) = 0 . (7.5.28)

Mit der Definition eines Drehimpulsoperators in z-Richtung

Ĵz ..= (r̂ × p̂)z = x̂p̂y − ŷp̂x = −i~(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
) . (7.5.29)

zeigt sich, daß sich die Grundzustands-Eigenzustände 〈z | 0,m〉 gerade durch ihren
Drehimpuls unterscheiden:

Ĵz〈z | 0,m〉 = −m~ 〈z | 0,m〉 . (7.5.30)



7.5 Laughlin Wellenfunktion 187

Gleichzeitig gilt für diese Grundzustands-Eigenzustände 〈z | 0,m〉

Ĵz〈z | 0,m〉 = −~b̂†b̂ 〈z | 0,m〉 . (7.5.31)

Insgesamt bezeichnet man die Landau-Lösungen des zweidimensionalen Elektronengases
als |n,m〉 mit einem Vakuum-Zustand |0, 0〉:

|n,m〉 = (â†)n(b̂†)m√
n!m!

|0, 0〉 . (7.5.32)

Beweis: Eine komplexe Funktion f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) heißt bekanntlich dann
holomorph, wenn sie komplex differenzierbar ist und die Cauchy-Riemann-Gleichungen
erfüllt:

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, ⇒ ( ∂

∂x
+ i

∂

∂y
)f(x, y) = 0 . (7.5.33)

Eine komplexe Funktion f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) heißt antiholomorph, wenn sie
komplex differenzierbar ist und die komplex konjugierte Funktion f(x, y) = u(x, y) −
iv(x, y) holomorph ist, d.h. wenn f(x, y) die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfüllt:

∂u

∂x
= −∂v

∂y
,

∂u

∂y
= ∂v

∂x
, ⇒ ( ∂

∂x
− i ∂

∂y
)f(x, y) = 0 . (7.5.34)

Sei f(x, y) antiholomorph, d.h. ( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)f(x, y) = 0.

â f(x, y) 〈x, y | 0, 0〉 = â f(x, y) e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
) + e

2(−yB − ixB))

f(x, y) e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

[(−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)) f(x, y)] e−(x2+y2)/(4l2B)

+ 1√
2e~B

f(x, y)[(−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)) e−(x2+y2)/(4l2B)]

+ 1√
2e~B

f(x, y) e−(x2+y2)/(4l2B) e

2(−yB − ixB))

= 1√
2e~B

f(x, y)[(−i~(−2x
4l2B

+ i
2y
4l2B

)) e−(x2+y2)/(4l2B)]

+ 1√
2e~B

f(x, y) e−(x2+y2)/(4l2B) e

2(−yB − ixB))
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= 1√
2e~B

f(x, y)[(−i(−xeB2 + i
yeB

2 )) e−(x2+y2)/(4l2B)]

+ 1√
2e~B

f(x, y) e−(x2+y2)/(4l2B) e

2(−yB − ixB))

= 0 .

b̂ 〈x, y | 0, 0〉 = b̂ e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

[−i~( ∂
∂x

+ i
∂

∂y
)− e

2(−yB + ixB)] e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x

+ i
∂

∂y
)) e−(x2+y2)/(4l2B)

− 1√
2e~B

e

2(−yB + ixB)) e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

(−i~(−2x
4l2B
− i 2y

4l2B
)) e−(x2+y2)/(4l2B)

− 1√
2e~B

e

2(−yB + ixB)) e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

(−i(−xeB2 − iyeB2 )) e−(x2+y2)/(4l2B)

− 1√
2e~B

e

2(−yB + ixB)) e−(x2+y2)/(4l2B)

= 0 .

b̂† 〈x, y | 0, 0〉 = 1√
2e~B

[−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)− e

2(−yB − ixB)] e−(x2+y2)/(4l2B)

= 1√
2e~B

(−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)) e−(x2+y2)/(4l2B)

− 1√
2e~B

e−(x2+y2)/(4l2B) e

2(−yB − ixB))

= 1√
2e~B

(−i~(−2x
4l2B

+ i
2y
4l2B

)) e−(x2+y2)/(4l2B)

− 1√
2e~B

e−(x2+y2)/(4l2B) e

2(−yB − ixB))
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= 1√
2e~B

(−i(−eBx2 + i
eBy

2 )) e−(x2+y2)/(4l2B)

+ 1√
2e~B

e−(x2+y2)/(4l2B) e

2(yB + ixB)

= 1√
2e~B

(ieB(x− iy)) e−(x2+y2)/(4l2B) .

Jede weitere Anwendung von b̂† liefert einen weiteren Faktor 1√
2e~B ieB(x − iy) =

i√
2lB

(x− iy), so daß sich ergibt:

〈x, y | 0,m〉 ..= (b̂†)m√
m!
〈x, y | 0, 0〉

= 1√
m!

( 1√
2e~B

ieB(x− iy))m e−(x2+y2)/(4l2B) .

Weil (x− iy)m eine antiholomorphe Funktion ist gilt für jeden Zustand 〈x, y | 0,m〉

â 〈x, y | 0,m〉 = 0 .

Das heißt, alle entarteten Zustände |0,m〉 des Grundzustands n = 0 werden durch â
auf das Vakuum abgebildet.
Zugleich ist |0,m〉 ein Eigenzustand des Drehimpulsoperators in z-Richtung:

Ĵz〈x, y | 0, 0〉 = −i~(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
) e−(x2+y2)/(4l2B)

= −i~(−2
4l2B

)(xy − yx) = 0

Ĵz〈x, y | 0,m〉 = −i~(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
)( 1√

2e~B
ieB(x− iy))m 〈x, y | 0, 0〉

= −i~( 1√
2e~B

ieB)mm(x− iy)m−1(−ix− y) 〈x, y | 0, 0〉

= −m~ ( 1√
2e~B

ieB(x− iy))m 〈x, y | 0, 0〉

= −m~ 〈x, y | 0,m〉 .

Gleichzeitig gilt:

−~b̂†b̂ 〈x, y | 0,m〉 = −~b̂†b̂ (b̂†)m 1√
m!
〈x, y | 0, 0〉
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= −~b̂†b̂b̂† (b̂†)m−1 1√
m!
〈x, y | 0, 0〉

= −~b̂†(1 + b̂†b̂) (b̂†)m−1 1√
m!
〈x, y | 0, 0〉 = . . .

= −~b̂†(b̂†)m−1(m+ b̂†b̂) 1√
m!
〈x, y | 0, 0〉

= −~m(b̂†)m 1√
m!
〈x, y | 0, 0〉

= −m~ 〈x, y | 0,m〉 ⇒

Ĵz〈x, y | 0,m〉 = −~b̂†b̂ 〈x, y | 0,m〉 . 2

Lemma 7.5.6 Die Ladungsdichte ρ(r) des Grundzustands 〈x, y | 0,m〉 mit einem Dre-
himpuls m ist in der komplexen Ebene in einem Kreisring mit dem Radius r0 und einer
näherungsweisen Breite lB lokalisiert:

ρ(r) ..= |ψ0,m(x, y)|2 = 1
m! (

eB

2~ )m r2me−2r2/(4l2B) . (7.5.35)

r0 =
√

2mlB =
√

2m~
eB

. (7.5.36)

Beweis: Mit r2 ..= (x2 + y2) folgt

ψ0,m(x, y) = 〈x, y | 0,m〉 = 1√
m!

( 1√
2e~B

ieB(x− iy))m e−(x2+y2)/(4l2B) .

ρ(r) ..= |ψ0,m(x, y)|2 = 1
m! (

eB

2~ )m r2me−2r2/(4l2B) .

Für das Extremum von ρ(r) findet man:

∂

∂r
ρ(r) = 1

m! (
eB

2~ )m [2m(r)2m−1 e−r
2/(2l2B) + (r)2m (−2r

2l2B
)e−r2/(2l2B)]

= 1
m! (

eB

2~ )m(r)2m−1 e−r
2/(2l2B) [2m− r2

l2B
] != 0 ⇒

r0 =
√

2mlB .
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Bei r0 liegt ein Maximum vor wegen:

∂

∂r
ρ(r)

{
> 0 für r < r0 ,

< 0 für r > r0 .

Die Breite des Kreisrings der Ladungsdichte kann man grob abschätzen mit

e−(r±lB)2/(2l2B) ' e−r
2/(2l2B)e−l

2
B/(2l

2
B) = e−r

2/(2l2B)e−1/2 ,

d.h. in einem Abstand ±lB vom Maximum bei r0 ist ρ(r) etwa auf den e−1/2-fachen
Wert abgefallen. 2

Im Ausdruck für 〈x, y | 0,m〉 kommt jetzt der Faktor (x − iy)m vor. In der Litera-
tur haben sich verschiedene Formen der Abkürzung etabliert. Wir definieren hier die
holomorphe Variable w ..= (x− iy):

Definition 7.5.8 Mit lB =
√

~
eB

w ..= (x− iy) , w̄ ..= (x+ iy) , ⇒ (7.5.37)

〈w | 0,m〉 = 1√
m!

( 1√
2e~B

ieBw)m e−|w|2/(4l2B)

= 1√
m!

( i w√
2 lB

)m e−|w|2/(4l2B) . (7.5.38)

∂w ..= 1
2(∂x + i∂y) , ∂w̄ ..= 1

2(∂x − i∂y) ⇒ (7.5.39)

∂ww = 1 , ∂w̄w̄ = 1 , ∂ww̄ = 0 , ∂w̄w = 0 . (7.5.40)

Mit dieser Definition können wir 7.5.20, 7.5.21, 7.5.22 und 7.5.23 umschreiben:

â = 1√
2e~B

[−i~(∂x − i∂y) + eB

2 (−y − ix)]

= −i
√

2(lB∂w̄ + w

4lB
) , (7.5.41)

â† = 1√
2e~B

[−i~( ∂
∂x

+ i
∂

∂y
) + eB

2 (−y + ix)]

= −i
√

2(lB∂w −
w̄

4lB
) , (7.5.42)
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b̂ = 1√
2e~B

[−i~( ∂
∂x

+ i
∂

∂y
)− eB

2 (−y + ix)]

= −i
√

2(lB∂w + w̄

4lB
) , (7.5.43)

b̂† = 1√
2e~B

[−i~( ∂
∂x
− i ∂

∂y
)− eB

2 (−y − ix)]

= −i
√

2(lB∂w̄ −
w

4lB
) . (7.5.44)

Ĵz = −i~(x∂y − y∂x)

= −~[(1
2x∂x + i

1
2x∂y − i

1
2y∂x + 1

2y∂y)

− (1
2x∂x − i

1
2x∂y + i

1
2y∂x + 1

2y∂y)]

= −~[(x− iy)(1
2(∂x + i∂y)− (x+ iy)1

2(∂x − i∂y)]

= −~(w∂w − w̄∂w̄) . (7.5.45)

7.5.2 Verallgemeinerung vom 1-Teilchen harmonischen Oszillator
auf einen 2-Teilchen harmonischen Oszillator in einem
statischen Magnetfeld

Das Zwei-Körper-Problem der klassischen Mechanik mit einemWechselwirkungs-Potential
V (|r2 − r1|) ist durch Übergang zu einem Schwerpunkt-Koordinaten-System exakt lös-
bar. Die quantenmechanische Behandlung geschieht analog zur klassischen Behandlung.
Wir folgen Rebhan (2005), S. 151 ff.
Das Schwerpunkt-System wird definiert durch:

Definition 7.5.9 Seienm1,m2, r1, r2, p1, p2 die Massen und Orts- und Impuls-Vektoren
der beiden klassischen Teilchen. Dann definiert man M als Schwerpunktmasse, µ als
reduzierte Masse, R als Schwerpunkt-Ortsvektor und r als Relativ-Ortsvektor:

M ..= m1 +m2 , µ ..= m1m2

m1 +m2
, (7.5.46)

R ..= m1r1 +m2r2

m1 +m2
, r ..= r2 − r1 , (7.5.47)
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P ..= M∂tR = M
∂R

∂t
, p ..= µ∂tr = µ

∂r

∂t
. (7.5.48)

Bei zwei identischen Teilchen folgt:

M = 2m1 , µ = m1

2 , (7.5.49)

R =r1 + r2

2 , r = r2 − r1 . (7.5.50)

Wir beginnen der Betrachtung der klassischen Hamilton-Funktion ohne Wechselwir-
kungspotential V (|r2 − r1|).

Lemma 7.5.10 Die Hamilton-Funktion und die Drehimpuls-Funktion seien gegeben
als:

H = p2
1

2m1
+ p2

2
2m2

und (7.5.51)

L = r1 × p1 + r2 × p2 . (7.5.52)

H = HR +Hr = ( P
2

2M ) + ( p
2

2µ) und (7.5.53)

L = LR + Lr = (R× P ) + (r × p) . (7.5.54)

Damit ist das klassische System zweier gekoppelter Teilchen zurückgeführt auf zwei
komplett entkoppelte Systeme für je ein Teilchen, nämlich auf HR und Hr. Das von
R abhängige System heißt das Schwerpunkts-System, das von r abhängige System das
relative System.
Da zunächst kein Potential V (|r2 − r1|) angenommen wurde ist auch der Drehimpuls
eine Erhaltungsgröße und er ist die Summe der Drehimpulse der beiden Teilsysteme LR
und Lr.

Beweis:
HR +Hr = ( P

2

2M ) + ( p
2

2µ)

= 1
2(m1 +m2) [(m1 +m2)m1∂tr1 +m2∂tr2

(m1 +m2) ]2

+ 1
2 m1m2

(m1+m2)
[ m1m2

(m1 +m2)(∂tr2 − ∂tr1)]2

= 1
2(m1 +m2) [(m1∂tr1)2 + 2m1m2(∂tr1)(∂tr2) + (m2∂tr2)2]
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+ 1
2(m1 +m2) [m1m2((∂tr2)2 − 2(∂tr2)(∂tr1) + (∂tr1)2)]

= 1
2(m1 +m2) [(m2

1(∂tr1)2 +m1m2(∂tr1)2 +m2
2(∂tr2)2 +m1m2(∂tr2)2]

= 1
2m1

(m1∂tr1)2 + 1
2m2

(m2∂tr2)2 = p2
1

2m1
+ p2

2
2m2

.

LR + Lr = R× P + r × p

= m1r1 +m2r2

(m1 +m2) × (m1 +m2)m1∂tr1 +m2∂tr2

m1 +m2

+ (r2 − r1)× m1m2

m1 +m2
(∂tr2 − ∂tr1)

= 1
m1 +m2

[m2
1r1 × ∂tr1 +m1m2r1 × ∂tr2 +m1m2r2 × ∂tr1 +m2

2r2 × ∂tr2

+m1m2r2 × ∂tr2 −m1m2r2 × ∂tr1 −m1m2r1 × ∂tr2 +m1m2r1 × ∂tr1]

= 1
m1 +m2

[m1(m1 +m2)r1 × ∂tr1 +m2(m1 +m2)r2 × ∂tr2]

= r1 ×m1∂tr1 + r2 ×m2∂tr2 = r1 × p1 + r2 × p2 . 2

Auch wenn man jetzt ein Zentral-Potential V (|r2−r1|) = V (|r|) zur Hamilton-Funktion
addiert, z.B. die Elektron-Elektron-Coulomb Wechselwirkung,

V (|r2 − r1|) ..=
e2

4πε0|r2 − r1|
,

bleibt der Drehimpuls wegen der Radialsymmetrie des Potentials eine Erhaltungsgröße
und die Aufteilung H = HR+Hr besteht weiterhin, allerdings nun mit Hr = p2

2µ+V (|r|).
Die Verschiebung der Energieniveaus kann man für ’kleine’ V (|r2 − r1|) mittels der
Störungstheorie ausrechnen.
Im nächsten Schritt kann man zu HR und Hr ebenso wie im obigen Fall des Einteilchen-
Oszillators das Vektorpotential ~A für ein Magnetfeld in z-Richtung ~B = ~∇ × ~A =
(0, 0, B)T in der symmetrischen Eichung 7.5.3 hinzufügen und die Landau-Quantisierung
durchführen.
Jetzt geht man von den reellen Koordinaten r1, r2, R und r in 7.5.50 zu den entspre-
chenden holomorphen Variablen z1, z2, Z und z wie in 7.5.37 über und erhält:

Z ..= 1
2(z1 + z2) , z ..= z2 − z1 . (7.5.55)
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Nun kann man die Ausdrücke bzgl. des Faktors 1
2 noch etwas zu symmetrisieren:

lR ..= lB√
2
, lr ..=

√
2 lB , mit lB ..=

√
~
eB

. (7.5.56)

b̂†Z = −i
√

2(lR∂Z̄ −
Z

4lR
) , b̂†z = −i

√
2(lr∂z̄ −

z

4lr
) . (7.5.57)

Damit ergibt sich für das hoch-entartete tiefste Landau-Niveau |0, 0,M,m〉 mit den
Drehimpuls-Eigenwerten M bzgl. LR im Schwerpunkt-System und m bzgl. Lr im rela-
tiven System:

Lemma 7.5.12 ÑM und Ñm seien Normierungsfaktoren der Grundzustands-Funktion
|0, 0,M,m〉, in der Literatur auch als LLL = ’Lowest Landau Level’ bezeichnet.

〈Z, z | 0, 0,M,m〉 ..= (b̂†Z)M√
M !

(b̂†z)m√
m!
〈Z, z | 0, 0, 0, 0〉

= (b̂†Z)M√
M !

(b̂†z)m√
m!

e
− 1

4 ( |Z|
2

l2
R

+ |z|
2

l2r
)

= ÑMÑm Z
Mzme

− 1
4 ( |Z|

2

l2
R

+ |z|
2

l2r
)

= ( i√
2lR

)M( i√
2lr

)m (z2 + z1)M(z2 − z1)me
− 1

4 ( |z1|
2+|z2|

2

l2
B

)
. (7.5.58)

Beweis: Zunächst betrachten wir das Argument der Exponentialfunktion:

−( |Z|
2

4l2R
+ |z|

2

4l2r
) = −(

2
4 |z2 + z1|2

4l2B
+ |z2 − z1|2

2 · 4l2B
)

= −(z2z̄2 + z2z̄1 + z̄2z1 + z1z̄1) + (z2z̄2 − z2z̄1 − z̄2z1 + z1z̄1)
8l2B

= −|z2|2 + |z1|2

4l2B
.

Und die Anwendung von b̂†Z = −i
√

2(lR∂Z̄ − Z
4lR ) und b̂†z = −i

√
2(lr∂z̄ − z

4lr ) auf
〈Z, z | 0, 0, 0, 0〉 liefert:

b̂†Z〈Z, z | 0, 0, 0, 0〉 = −i
√

2(lR∂Z̄ −
Z

4lR
) e
− 1

4 ( |Z|
2

l2
R

+ |z|
2

l2r
)

= −i
√

2(lR(−1
4)Z
l2R
− Z

4lR
) = i√

2
Z

lR
,
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b̂†z〈Z, z | 0, 0, 0, 0〉 = −i
√

2(lr∂z̄ −
z

4lr
) e
− 1

4 ( |Z|
2

l2
R

+ |z|
2

l2r
)

= −i
√

2(lr(−
1
4) z
l2r
− z

4lr
) = i√

2
z

lr
. 2

7.5.3 Vorschlag von Laughlin für die
Grundzustands-Wellenfunktion eines n-Teilchen
harmonischen Oszillators in einem statischen Magnetfeld

Wir folgen wieder Tong (2016), S. 76 ff., S. 85 ff., S. 92 ff. und der Originalarbeit von
Laughlin (1983).

In einem 2-dim. Quanten-Hall System von n wechselwirkenden Elektronen in einem
’starken’ Magnetfeld setzt man zunächst einmal voraus, daß die Energie der Landau-
Niveaus deutlich größer als die Coulomb-Wechselwirkung ist, und diese wiederum größer
als etwaige Störstellen-Potentiale:

~ωB � ECoulomb � VStörstellen . (7.5.59)

Leider kann man aber jetzt den obigen Fall zweier Elektronen nicht auf einen n-
Elektronen Fall verallgemeinern. Zwar führt die Elektron-Elektron-Coulomb Wechsel-
wirkung als Zentralpotential wieder dazu, daß der Drehimpuls eine Erhaltungsgröße
bleibt, aber eine Störungstheorie mit 1011 Teilchen ist natürlich nicht möglich.

Hier hat jetzt Laughlin (Laughlin (1983)) für den niedrigsten Landau-Zustand (LLL)
einen Vorschlag für eine n-Teilchen Wellenfunktion gemacht, die tatsächlich den frak-
tionalen Quanten-Hall-Effekt von teilweise gefüllten niedrigsten Landau-Niveaus nähe-
rungsweise beschreibt, wobei Laughlin von einem ’Füllungsfaktor’ ν = 1

m
, m ∈ 2, 3, . . .

ausgeht. Seien ~z ..= (z1, . . . , zn) und ~̄z ..= (z1, . . . , zn). Dann postuliert Laughlin für die
Wellnfunktion ψm:

ψm(~z, ~̄z) ..=
∏

1≤i<j≤n

|zi − zj|me
−

∑n
i=1

|zi|
2

4l2
B . (7.5.60)

Zunächst sieht man, daß diese Wellenfunktion für ungerades m antisymmetrisch ist,
also tatsächlich einen Quanten-Hall-Effekt von Elektronen oder Löchern beschreiben
könnte. Bei geradem m könnte dies eine Wellenfunktion für einen Quanten-Hall Effekt
von Bosonen sein.

Lemma 7.5.14 Laughlins Behauptung ist nun, daß die Wellenfunktion ψm(~z, ~̄z) für
ungerades m den gewünschten ’Füllungsfaktor’ ν = 1

m
, m ∈ 3, 5, . . . habe. Der Beweis

ist heuristischer Natur :-)
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Beweis: Gegeben seien in einem 2-dim. System n Fermionen. Welche Fläche benötigt
ein einzelnes Teilchen? Der Vorfaktor von ψm(~z, ~̄z) für das einzelne Teilchen an der
Position z1 ist proportional zu∏

1<j≤n

|z1 − zj|m =
∏

2≤j≤n

|z1 − zj|m .

Also ist die höchste Potenz von z1, und damit der maximale Drehimpuls, gerade (n −
1)m, was für große Werte von n identisch mit nm ist. Aus 7.5.36 folgen also für die
Dichte ein Radius r0 und ein näherungsweiser Flächenbedarf A von

r0 =
√

2nmlB , A = 2πnml2B .

Aus der Landau-Theorie wissen wir (6.11.10, 6.11.11), daß für die Anzahl der Zustände
eines voll besetzten Landau-Niveaus einer Probe mit den Abmessungen Lx und Ly gilt:

LxLy
2πl2B

.

Setzen wir für die Probengröße hier unseren Wert A der Fläche eines Fermions mit
maximalem Drehimpuls ein, so erhalten wir für die maximale Anzahl an Zuständen

2πnml2B
2πl2B

= nm.

Wir haben also n Teilchen in nm Zuständen, also ist das Landau-Niveau nur gefüllt bis
zu einem Füllungsfaktor ν:

νnm
!= n ⇒ ν = 1

m
2

Wenn man jetzt eine näherungsweise Darstellung einer n-Teilchen Wellenfunktion in
einem statischen Magnetfeld im niedrigsten Landau-Zustand (LLL) hat, kann man sich
die Frage nach Anregungen in Form von Quasi-Loch-, bzw. Quasi-Teilchen-Zuständen
stellen. Wir behandeln hier nur die leichter zugänglichen Quasi-Loch-Zustände.
Sei ein Quasi-Loch an der (komplexen) Position η1 ∈ C, dann kann man in Erweiterung
der Laughlin-Grundzustands-Wellenfunktion (7.5.60) den Ansatz machen:

ψm,Loch(~z, ~̄z, η1) ..=
n∏
i=1

|zi − η1|
∏

1≤k<l≤n

|zk − zl|me
−

∑n
i=1

|zi|
2

4l2
B . (7.5.61)

An der Stelle η1 ∈ C verschwindet die Elektronenwellenfunktion, wir haben also ein
’Quasi-Loch’ erzeugt. Die Verallgemeinerung auf M Quasi-Löcher an den Positionen
~η ..= (η1, . . . , ηM) ist dann:

ψm,M−Löcher(~z, ~̄z, ~η) ..=
n∏
i=1

M∏
j=1

|zi − ηj|
∏

1≤k<l≤n

|zk − zl|me
−

∑n
i=1

|zi|
2

4l2
B . (7.5.62)
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Es ist ja ganz nett, solche Wellenfunktionen hinzuschreiben, nur rechnen kann man
damit nicht, denn dann müßte man für Erwartungswerte von Operatoren ja sofort
Integrale der Form

∫
dz1 . . .

∫
dzn mit einer makroskopischen Anzahl n berechnen (n ≈

1011 bei GaAs-GaAlAs Heterostrukturen).
Es liegt also nahe, sich bei diesem Problem von Modellbildungen in der statistischen
Physik inspirieren zu lassen.
Der erste Schritt ist die Definition einer Wahrscheinlichkeitsfunktion P (~z). Hier möchte
man eigentlich |ψm|2 mit der Laughlin-Wellenfunktion | ψm〉 aus 7.5.60 nehmen, aber da
die Laughlin-Wellenfunktion nicht normiert ist, dividieren wir noch durch einen Faktor
lmB , um die Wellenfunktion frei von Längeneinheiten zu machen:

ψ̃m(~z, ~̄z) ..=
∏

1≤i<j≤n

|zi − zj|m

lmB
e
−

∑n
i=1

|zi|
2

4l2
B . (7.5.63)

Dann kann man eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P (~z) definieren:

P (~z) ..=
∏

1≤i<j≤n

|zi − zj|2m

l2mB
e
−

∑n
i=1

|zi|
2

2l2
B . (7.5.64)

Z ..=
∫ n∏

i=1

d2ziP (~z) . (7.5.65)

Für eine quantenmechanische Obervable in z-Darstellung F(z1, . . . , zn) wäre dann der
Erwartungswert

〈ψ̃m | F(~z)ψ̃m〉 =
∫ ∏n

i=1 d
2zi(F(~z)P (~z))
Z

. (7.5.66)

Natürlich können wir die Integrale jetzt genausowenig lösen, wie zuvor :-) Aber wir
können diese eben eingeführte Größe Z als eine Zustandsfunktion wie in der statisti-
schen Mechanik interpretieren und dann für P (z1, . . . , zn) etwas Vergleichbares wie eine
Boltzmann-Verteilung mit einer freien Energie U(z1, . . . , zn) einführen:

P (~z) = .. e−βU(~z) ⇒ (7.5.67)

−βU(~z) = 2m
∑

1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

)− 1
2l2B

n∑
i=1

|zi|2

U(~z) = −2m
β

∑
1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) + 1
2βl2B

n∑
i=1

|zi|2 . (7.5.68)
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Die Bedeutung von β bleibt in diesem Vielteilchen-Kontext zunächst einmal offen, ist
also nicht auf den Wert 1

kT
der statistischen Mechanik festgelegt.

Wir untersuchen jetzt die beiden Terme von U(~z):

U1(~z) ..= −2m
β

∑
1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) ,

U2(~z) ..= 1
2βl2B

n∑
i=1

|zi|2 .

Lemma 7.5.16 (Plasma-Modell) Mit β = 2
m
, wobeim der Drehimpuls des Grundzu-

stands (LLL) ist, können wir den ersten Term von U , nämlich U1(~z), als eine Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Teilchen zi und zj mit einer Teilchen-Quasi-Ladung m,
dem Drehimpuls, ansehen:

U1(~z) = −m2
∑

1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) . (7.5.69)

und den zweiten Term von U, nämlich U2(~z), als ein Analog zu einem elektrischen
Hintergrundfeld mit der konstanten Teilchen-Dichte ρ0 = − 1

2πl2B

U2(~z) = m

4l2B

n∑
i=1

|zi|2 = mρ0 = − m

2πl2B
. (7.5.70)

Jedes einzelne Elektron mit der Quasi-Ladung m spürt also das Potential U2(~z) = mρ0
eines elektrischen Hintergrundfeldes mit einer konstanten Teilchen-Dichte ρ0.

Beweis: Wenn man sich jetzt U1(~z) anschaut, dann fällt eine Ähnlichkeit mit dem
elektrostatischen Potential in 2 Dimensionen auf, genauer gesagt mit der Greenschen
Funktion des Laplace-Operators in R2.
Zunächst eine Erinnerung an die Methode der Greenschen Funktionen zur Lösung linea-
rer partieller Differentialgleichungen (LDGL) - siehe z.B. Wikipedia-Green’s_Function
(2022). Sei L(r) ein linearer Differentialoperator auf Rn, Gesucht werde eine Lösung
u(r) der LDGL Lu(r) = f(r). Die bei Physikern gebräuchliche Definition der L ent-
sprechenden Green’s Funktion G(r, a) ist

LG(r, a) = δ(r − a) .

Die Mathematiker verwenden hier zumeist δ(a − r) statt δ(r − a). Wenn L transla-
tionsinvariant ist, so gilt G(r, a) = G(r − a). Unter Vernachlässigung mathematischer
Feinheiten folgt aus einer Kenntnis der Greenschen Funktion G(r, a) sofort die Lösung
der LDGL Lu(r) = f(r) :

L(r)
∫
G(r, a)f(a)da =

∫
(L(r)G(r, a))f(a)da =

∫
δ(r − a)f(a)da = f(r) ⇒
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L(r)u(r) = f(r) mit u(r) ..=
∫
G(r, a)f(a)da .

Die Greensche Funktion G(r − a) des Laplace-Operators ∇2 = ( ∂
∂x

)2 + ( ∂
∂y

)2 mit
r2 = x2 + y2 in R2 ist

∇2G(r − a) = δ(r − a) ⇒ G(r − a) = 1
2π log(r − a

lB
) ⇒

−∇2[− log(r − a
lB

)] = −2πδ(r − a) ⇔ −∇2[−m log( r
lB

)] = −2πmδ(r) .

Aus der Sicht der Elektrostatik ist also −2πmG(r) = −m log( r
lB

) als Lösung des 2 di-
mensionalen Laplace-Operators so etwas wie ein elekrostatisches Potential zwischen 2
Ladungen q im Abstand r, jedoch mit einer Quasi-Ladung q = m mit dem Drehimpuls
m. Wenn man jetzt im ersten Term von U(~z) den Faktor β, statt wie aus der statisti-
schen Mechanik gewohnt β = 1

kT
, zu β = 2

m
wählt wird die Analogie ganz deutlich:

−2m
β

∑
1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) = −m2
∑

1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) .

Auch den zweiten Term U2(z1, . . . , zn) kann man auf ein Bild der Elektrostatik zurück-
führen. Mit ri ..= |zi| und dem Laplace-Operator in 2 Dimensionen folgt:

−∇2
i (
m

4l2B
|zi|2) = −( m4l2B

) 1
ri

∂

∂ri
(ri

∂

∂ri
r2
i )

= −( m4l2B
) 1
ri

∂

∂ri
(2r2

i ) = −m
l2B

.

Das Potential U = qΦ eines konstanten elektrostatischen Feldes Φ, hier wieder mit
q = m, mit der Elektronendichte ρ0 erfüllt die Poisson-Gleichung

−∇2Φ = 2πρ0 ,

durch Vergleich mit der darüberstehenden Zeile können wir also folgern:

ρ0 = − 1
2πl2B

und U2(~z) = mρ0 . 2

Man sollte sich allerdings klarmachen, daß bis jetzt tatsächlich noch nichts passiert ist
:-), weder physikalisch noch mathematisch - wir haben nur ein paar neue Bezeichnungen
eingeführt und unsere Vielteilchen-Variablen ein wenig umgeschrieben.
Die entscheidende Näherung kommt jetzt! Wir interpretieren die freie Energie U(~z)
tatsächlich als ein Elektronenplasma mit Elektronen, die mit U1 über eine Coulomb-
Wechselwirkung mit Quasi-Ladungen q = m und mit U2 mit einer neutralisierenden
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homogenen Elektronendichte ρ0 wechselwirken, und zwar so, daß die freie Gesamtenergie
U(~z) minimiert wird. Unter dieser Vorraussetzung können wir dann sagen, daß mit ν =
Füllungsfaktor, n0 = 1

2πl2B
= Zustandsdichte eines Elektrons, q = m = Quasi-Ladung,

gelten muß:

νn0m
!= ρ0 ⇒ νn0 = 1

2πl2Bm
⇒ ν = 1

m
. (7.5.71)

Das Plasma-Modell liefert also schon einmal einen Füllungsfaktor ν = 1
m
, ist also zumin-

dest mit dem Ausgangspunkt der Laughlin-Wellenfunktion kompatibel. Ob die Elektro-
nen der Laughlin-Wellenfunktion zusammen mit dieser Plasma-Modell-Näherung jetzt
tatsächlich so beweglich sind, ist eine Frage numerischer Rechnungen, bzw. letztlich eine
Frage des Experiments. Tong (2016) spricht auf S. 82 davon, daß das Plasma-Modell
für Drehimpulse m < 70 anwendbar ist.
Wesentlich interessanter wird es, wenn wir versuchen dieses Plasma-Modell jetzt auf die
Quasi-Löcher Anregungen 7.5.62 anzuwenden.
Wir wollen mithilfe dieses Plasma-Modells zeigen, daß aufgrund der Vielteilchen-Wech-
selwirkung in einem 2-dim. Quanten-Hall System die elektrischen Ladungen einen ef-
fektiven Wert e∗ = e/m annehmen und auch die Statistik der Elektronen effektive
Werte zwischen 0 und 1/2, also sog. Anyonen, aufzeigt. Der Beweis stützt sich auf die
Untersuchung einer spezielle Berry-Phase (5.3.4).
In 7.5.67 und 7.5.68 erhalten wir jetzt einen Zusatzterm U3, der die Wechselwirkung
der Quasi-Löcher an den Stellen ηj mit den Elektronen des Plasmas an den Stellen zi
beschreibt (erneut β = 2/m):

Z =
∫ n∏

i=1

d2zi e
−βU(~z,~η) , (7.5.72)

U(~z, ~η) = U1(~z) + U2(~z) + U3(~z, ~η)

= −2m
β

∑
1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) + 1
2βl2B

n∑
i=1

|zi|2 −
2
β

n∑
i=1

M∑
j=1

log( |zi − ηj|
lB

)

= −m2
∑

1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

) + m

4l2B

n∑
i=1

|zi|2 −m
n∑
i=1

M∑
j=1

log( |zi − ηj|
lB

) .

(7.5.73)

Im folgenden werden wir im Zusammenhang mit der Berry-Phase die Ableitungen ∂Z
∂ηi

benötigen. Da wir Z aber wegen der makroskopischen Integrale
∏n

i=1 d
2zi nicht direkt

berechnen können, behilft man sich mit den folgenden zwei physikalisch-heuristischen
Annahmen. Aufgrund unserer physikalischen Interpretation von U als der freien Ener-
gie eines Elektronen-Plasmas mit Quasi-Löchern, die wir wie Störstellen behandeln,
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erweitern wir jetzt U um zwei weitere Terme zu einem Uges = U + U4 + U5:
- um die Wechselwirkung U4(~η) zwischen den Quasi-Löchern, wie in 7.5.69, nur mit der
Ladung m = −1, (Vorzeichen wegen der Löcher anstatt von Elektronen),
- um die Wechselwirkung U5(~η) zwischen den Quasi-Löchern und dem Plasma-Hintergrund,
wie in 7.5.70, nur mit der Ladung m = −1:

U4(~η) =
M∑

i<j=1

log( |ηi − ηj|
lB

) ,

U5(~η) = − 1
4l2B

M∑
i=1

|ηi|2 .

Uges.(~z, ~η) = U4(~η) + U5(~η)

+ U(~z, ~η) ,

Zges(~η) =
∫ n∏

i=1

d2zi e
−βUges(~z,~η)

= e−β(U4(~η)+U5(~η))
∫ n∏

i=1

d2zi e
−βU(~z,~η)

= e−β(U4(~η)+U5(~η))Z .

Jetzt interpretieren wir unsere Quasi-Löcher als Störstellen im Plasma und dadurch ord-
nen sich die beweglichen Elektronen so um diese Störstellen an, daß sie die Ladung der
Störstellen maximal abschirmen. Dieser Prozeß ist in Plasmen und Elektrolyten als De-
bye Abschirmung bekannt. Das Störstellenpotential fällt dann exponentiell mit e−r/λD
ab. Wir nehmen in unserer Näherung λD als entsprechend klein an, d.h. λD � |ηi−ηj|,
woraus folgt, daß Zges(~η) nicht mehr wesentlich von den Positionen der Störstellen
~η = (η1, . . . , ηM) abhängt. Also können wir Zges(~η) = C = const. setzen.

Zges(~η) =
{
C ∈ R ,

e−β(U4(~η)+U5(~η))Z .
⇒

Z = Ceβ(U4(~η)+U5(~η))

= C exp
(

2
m

(
M∑

i<j=1

log( |ηi − ηj|
lB

)− 1
4l2B

M∑
i=1

|ηi|2)
)

= C exp
(

1
m

M∑
i<j=1

log( |ηi − ηj|
2

l2B
)− 1

2ml2B

M∑
i=1

|ηi|2
)

(7.5.74)
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Das Plasma-Modell mit der Debye-Abschirmung der Quasi-Löcher an den Positionen
ηi liefert uns nun einen analytischen Zusammenhang zwischen der Zustandsdichte Z
der Laughlin-Wellenfunktion mit Quasi-Loch-Anregungen und ηi. Jetzt kann man mit
einem einzelnen ηi, wir nehmen hier o.B.d.A. η1, einen geschlossenen Weg ausführen
und unter den Voraussetzungen des quantenmechanischen Adiabatentheorems (5.3.3)
die Berry-Phase (5.3.4) berechnen.
Berry hat die die folgende 1-Form A(n, ~R(t)) (5.3.20) eingeführt, die sich wie eine
lokale Zusammenhangsform transformiert, oder in der Sprache der Physiker, wie ein
Eichpotential. Diese Zusammenhangsform führt zu der reellen Berry-Phase γn(t) und
dem entsprechenden Phasenfaktor eiγn(T ) der Wellenfunktion:

A(n, ~R(t)) ..= AµdRµ ..= 〈n, ~R(t) | d |n, ~R(t)〉 = 〈n, ~R(t) | ∂

∂Rµ
|n, ~R(t)〉dRµ ,

γn(T ) = i

~R(T )∫
~R(0)

A(n, ~R(t)) .

A(n, ~R(t)) ist antihermitesch, also rein imaginär, und deshalb ist γn(T ) reell, denn:

0 = d〈n, ~R(t) | n, ~R(t)〉 = (d〈n, ~R(t) |) | n, ~R(t)〉+ 〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉)

= 〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉)∗ + 〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉) ⇒

〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉)∗ = −〈n, ~R(t) | (d | n, ~R(t)〉) .

Gelegentlich definieren Physiker, wie z.B. Tong (2016), S. 30 ff., A(n, ~R(t)) auch reell
:-)
Diese Berry-Zusammenhangsform kann man jetzt für unseren Fall und für holomor-
phe Koordinaten verallgemeinern. Dabei gilt dann auch die Antihermitizität in einer
verallgemeinerten Form.

Definition 7.5.18 Seien η = (η1, . . . , ηM) und entsprechend η̄ = (η1, . . . , ηM). Sei
weiter die Laughlin-Wellenfunktion mit Quasi-Loch-Anregungen an den Positionen ηi
(7.5.62) gegeben, die wir mit der Normierung Z ∈ R (siehe 7.5.72, 7.5.73) auf die
folgende Weise schreiben können:

Z =
∫ n∏

i=1

d2zi exp
(
m2

∑
1≤i<j≤n

log( |zi − zj|
lB

)− m

4l2B

n∑
i=1

|zi|2 +m

n∑
i=1

M∑
j=1

log( |zi − ηj|
lB

)
)

und zugleich (7.5.74):

Z = C exp
(

1
m

M∑
i<j=1

log( |ηi − ηj|
2

l2B
)− 1

2ml2B

M∑
i=1

|ηi|2
)
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= C exp
(

1
m

M∑
i<j=1

log((ηi − ηj)(ηi − ηj)
l2B

)− 1
2ml2B

M∑
i=1

ηiηi

)
. (7.5.75)

Da dieses Z nur von den Variablen ηi und ηi abhängt verwenden wir es als Normierungs-
faktor der Laughlin-Wellenfunktion mit Quasi-Loch-Anregungen an den Positionen ηi
(7.5.62):

ψm,M−Löcher(~z, ~̄z, ~η) = 1√
Z
〈~z, ~̄z | ~η〉

= 1√
Z

n∏
i=1

M∏
j=1

|zi − ηj|
∏

1≤k<l≤n

|zk − zl|me
−

∑n
i=1

|zi|
2

4l2
B ,

1 !=
∫ n∏

i=1

d2zi ψ
∗
m,M−Löcher(~z, ~̄z, ~η) · ψm,M−Löcher(~z, ~̄z, ~η)

= 1
Z

∫ n∏
i=1

d2zi 〈~η | ~z, ~̄z〉〈~z, ~̄z | ~η〉 = 1
Z
〈~η | ~η〉 . (7.5.76)

Damit können wir die folgende verkürzte Schreibweise einführen:

|ψm,M−Löcher〉 ..=
1√
Z
| ~η〉 . (7.5.77)

Für diese Laughlin-Wellenfunktion mit Quasi-Loch-Anregungen an den Positionen ηi
kann man jetzt eine holomorphe Berry-Zusammenhangsform definieren:

Aη(η, η̄) ..= Aηi(η, η̄) dηi ..= 〈ψm,M−Löcher | dηi | ψm,M−Löcher〉

= 〈ψm,M−Löcher |
∂

∂ηi
| ψm,M−Löcher〉dηi ,

Aηi(η, η̄) = 〈ψm,M−Löcher |
∂

∂ηi
| ψm,M−Löcher〉 . (7.5.78)

Der entsprechende antiholomorphe Zusammenhang wird dann definiert als:

Aηi(η, η̄) = 〈ψm,M−Löcher |
∂

∂ηi
| ψm,M−Löcher〉 . (7.5.79)



7.5 Laughlin Wellenfunktion 205

Für die Antihermitizität ergibt sich jetzt Folgendes:

0 = d〈ψm,M−Löcher | ψm,M−Löcher〉

= (d〈ψm,M−Löcher |) | ψm,M−Löcher〉+ 〈ψm,M−Löcher | (d | ψm,M−Löcher〉)

= 〈ψm,M−Löcher | (d | ψm,M−Löcher〉)∗ + 〈ψm,M−Löcher | (d | ψm,M−Löcher〉) .

Jetzt ist aber im holomorphen Fall

d | ψm,M−Löcher〉 = ∂

∂ηi
| ψm,M−Löcher〉dηi + ∂

∂ηi
| ψm,M−Löcher〉dηi

und damit folgt, daß nicht wie im reellen Fall A(n, ~R(t)) antihermitesch ist, sondern
der Ausdruck

Aηi(η, η̄)dηi +Aηi(η, η̄)dηi

ist antihermitesch und der Phasenfaktor γ ist wieder reell:

γ ..= i

(∮
Aη1(η, η̄)dη1 +

∮
Aη1(η, η̄)dη1

)
.

Lemma 7.5.19 (Berry-Phase der Laughlin Wellenfunktion) Für die holomorphe
Berry-Zusammenhangsform gilt:

Aηi(η, η̄) = 1
2Z

∂Z

∂ηi
= 1

2
∂ logZ
∂ηi

= 1
2m

M∑
i<j=1

( 1
ηi − ηj

)− 1
4ml2B

ηi . (7.5.80)

Mit Z ∈ R folgt für die antiholomorphe Berry-ZusammenhangsformAηi(η, η̄), daß diese
gerade das konjugiert komplexe der holomorphen Berry-Zusammenhangsform Aηi(η, η̄)
ist:

Aηi(η, η̄) = 1
2Z

∂Z

∂ηi
= 1

2
∂ logZ
∂ηi

= 1
2m

M∑
i<j=1

( 1
ηi − ηj

)− 1
4ml2B

ηi . (7.5.81)

Beweis:
Aηi(η, η̄) = 〈ψm,M−Löcher |

∂

∂ηi
| ψm,M−Löcher〉 = 〈 1√

Z
~η | ∂

∂ηi
| 1√

Z
~η〉

= 1
Z1/2 (−1

2) 1
Z3/2

∂Z

∂ηi
〈~η | ~η〉+ 1

Z
〈~η | ∂

∂ηi
| ~η〉 = −1

2Z
∂Z

∂ηi
+ 1
Z
〈~η | ∂

∂ηi
| ~η〉 .
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Mit

∂Z

∂ηi
= ∂

∂ηi
〈~η | ~η〉 = ∂

∂ηi

∫ M∏
j=1

d2ηj ~̄η · ~η =
∫ M∏

j=1

d2ηj ~̄η ·
∂

∂ηi
~η = 〈~η | ∂

∂ηi
| ~η〉 ⇒

Aηi(η, η̄) = 1
2Z

∂Z

∂ηi
= 1

2
∂ logZ
∂ηi

.

Mit Z aus 7.5.75 folgt:

Aηi(η, η̄) = 1
2m

M∑
i<j=1

(ηi−ηj)
l2B

(ηi−ηj)(ηi−ηj)
l2B

− 1
4ml2B

ηi = 1
2m

M∑
i<j=1

( 1
ηi − ηj

)− 1
4ml2B

ηi .

Für die antiholomorphe Berry-Zusammenhangsform folgt entsprechend:

Aηi(η, η̄) = 1
2m

M∑
i<j=1

(ηi−ηj)
l2B

(ηi−ηj)(ηi−ηj)
l2B

− 1
4ml2B

ηi = 1
2m

M∑
i<j=1

( 1
ηi − ηj

)− 1
4ml2B

ηi . 2

Jetzt kann man mit Aηi(η, η̄) und Aηi(η, η̄) einen geschlossenen Weg Dη, bzw. Dη, in der
η-Ebene, bzw. η-Ebene, durchlaufen und nachschauen, was für eine Berry-Phase man
erhält. Zunächst wählen wir für das Quasi-Loch an der Position η1, bzw. η1, einen Weg,
der keine anderen Quasi-Löcher enthält. Infolgedessen hat der erste Term von Aη1(η, η̄),
bzw. von Aη1(η, η̄), keinen Pol und das geschlossene Wegintegral verschwindet. Als
Integrationsweg wählen wir einen geschlossenen Kreis η = reiϕ, bzw. η̄ = re−iϕ, in der
komplexen Ebene mit Radius r und einer umschlossenen Fläche F = πr2. Die dadurch
entstehende Größe Φ = BF ist gerade der magnetische Fluß durch die Fläche F . Wir
erhalten also für den zweiten Term eine Phasenverschiebungh γ2:

γ2 ..= i

∮
Dη

Aη1(η, η̄)dη1 +
∮
Dη

Aη1(η, η̄)dη1



= − 1
4mi

∮
Dη

η1

l2B
dη1 +

∮
Dη

η1

l2B
dη1

 = − eB

4m~
i

∮
Dη

η1dη1 +
∮
Dη

η1dη1



= − eB

4m~
i

 2π∫
0

re−iϕireiϕdϕ+
0∫

2π

reiϕ(−i)re−iϕdϕ

 = eB

4m~
4πr2 = eBF

m~
= eΦ
m~

.

(7.5.82)

Dies ist nun gerade die Aharonov-Bohm Phasenverschiebung (5.2.12) γ = e
~Φ, allerdings

mit einer effektiven Ladung

e∗ = e

m
. (7.5.83)
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In einem nächsten Schritt wählen wir für das Quasi-Loch an der Position η1, bzw. η1,
einen Weg, der ein zweites Quasi-Loch an der Position η2 umrundet. Diesmal müssen
beide Terme von 7.5.80 und 7.5.81 berücksichtigt werden. Der zweite Term gibt wie-
der die Aharonov-Bohm Phase γ2. Und für den ersten Term von Aη1(η, η̄), bzw. von
Aη1(η, η̄), können wir den Residuensatz der Funktionentheorie anwenden und erhalten

γ1 ..= 1
2mi

∮
Dη

1
η1 − η2

dη1 + 1
2m

∮
Dη

1
η1 − η2

dη1

 = 1
2mi(2πi+ 2πi) = −2π

m
. (7.5.84)

Für eine 360° Umrundung des Quasi-Lochs an der Position η1 um das Quasi-Loch an
der Position η2 erhalten wir eine Phasenänderung der Wellenfunktion von 2π

m
, für eine

halbe Umrundung, d.h. 180°, erhalten wir also eine eine Phasenänderung der Wellen-
funktion von π

m
. Eine halbe Umrundung entspricht aber zugleich einem Tausch der

Quasi-Teilchen an den Positionen η1 und η2. Wenn diese beiden Quasi-Teilchen Fermio-
nen wären, dann würde für die 2-Teilchen-Wellenfunktion gelten:

ψ(r1, r2) = −ψ(r2, r1) = eiπψ(r2, r1) .

Stattdessen haben wir aber

ψ(η1, η2) = ei
π
mψ(η2, η1) . (7.5.85)

Wenn das tiefste Landau-Niveau komplett gefüllt ist, dann ist m = 1 und unsere Quasi-
Löcher verhalten sich wie richtige Fermionen. Beim fraktionalen Quanten-Hall-Effekt
mit nur teilweiser Füllung des tiefsten Landau-Niveaus und daraus folgend Drehimpuls-
Werten m > 1 taucht eine fraktionale Statistik auf, es liegen also Anyonen vor. Deshalb
transformieren sich die Wellenfunktionen im 2-Dimensionalen also nach Darstellungen
der Zopfgruppe 7.3.

7.6 Topologische Entartung des Grundzustands

Gegeben sei wieder ein 2-dimensionaler Nichtleiter-Kristalls mit periodischen Rand-
bedingungen. Ein Rechteck mit periodischen Randbedingungen ist topologisch einem
2-dim. Torus äquivalent. Nichtleiter bedeutet hier, daß es eine Bandlücke zwischen den
vollständig besetzten Valenzbändern und den leeren Leitungsbändern geben möge und
daß die Fermienergie EF in dieser Bandlücke liege. Eine bemerkenswerte Eigenschaft
des fraktionalen Quanten-Hall-Effektes ist es nun, daß auf kompakten 2-dim. Mannig-
faltigkeiten der Grundzustand von der Topologie der Mannigfaltigkeit abhängt.
Die Entartung des Grundzustandes beim fraktionalen Quanten-Hall-Effekt als Funk-
tion der Topologie der Mannigfaltigkeit kann man verstehen, wenn man die folgende
Operator-Algebra an einem einfachen 2-dim. Torus untersucht. Am 2-Torus gibt es zwei
topologisch verschiedene Zyklen. Diese Zyklen mögen die unitären Darstellungen T1 und
T2 haben, welche den Hamilton-Operator unverändert lassen. Jetzt konstruiert man den
folgenden Prozeß:
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• Erzeugung eines Anyon-Antianyon-Paares im Grundzustand,
Verschiebung des Anyons entlang des Zyklus-1 um 360°, beschrieben durch T1,
danach Vernichtung des Anyon-Antianyon-Paares,

• Erzeugung eines neuen Anyon-Antianyon-Paares im Grundzustand,
Verschiebung des Anyons entlang des Zyklus-2 um 360°, beschrieben durch T2,
danach Vernichtung des Anyon-Antianyon-Paares,

• Erzeugung eines neuen Anyon-Antianyon-Paares im Grundzustand,
Verschiebung des Anyons entlang des Zyklus-1 um −360°, beschrieben durch T−1

1 ,
danach Vernichtung des Anyon-Antianyon-Paares,

• Erzeugung eines neuen Anyon-Antianyon-Paares im Grundzustand,
Verschiebung des Anyons entlang des Zyklus-2 um −360°, beschrieben durch T−1

2 ,
danach Vernichtung des Anyon-Antianyon-Paares.

ā

T1
T2

T1-1
T2-1

āa a

a

a
T2

T1a=Anyon, 
ā=Antianyon 

Abbildung 7.4: Anyon-Antianyon-Operatoralgebra auf einem 2-dim. Torus

Dieser Prozeß bedeutet, daß ein Anyon einmal um 360° um ein Antianyon gekreist ist.
Hierbei ist das Antianyon natürlich auch ein ’Anyon’ und wir gehen davon aus, daß
Anyon und Antianyon physikalisch jeweils durch ein Quasi-Loch realisiert seien. Dann
erhalten wir für die Umkreisung eines Quasi-Lochs durch ein anderes Quasi-Loch im
Uhrzeigersinn mit 7.5.84 den Phasenfaktor e2πi/m, mit ν = 1

m
dem Füllungsfaktor des

Grundzustands, d.h. des tiefsten Landau-Niveaus.

T1T2T
−1
1 T−1

2 = e2πi/m
1 ⇒ T1T2 = T2T1e

2πi/m . (7.6.1)

Eine solche Operator-Algebra kann auf einem eindimensionalen, d.h. nicht entarteten,
Grundzustand nicht realisiert werden, denn:

T1 unitär ⇒ Eigenwerte von T1 sind eiα , α ∈ [0.2π[ .

Sei nun |α〉 ein Eigenvektor von T1 zum Eigenwert eiα, dann folgt T1|α〉 = eiα|α〉, und
daraus folgt

T1T2|α〉 = e2πi/mT2T1|α〉 = e2πi/meiαT2|α〉 ,

T1T2T2|α〉 = e2πi/mT2T1T2|α〉 = e2πi/mT2e
2πi/meiαT2|α〉 = e2πi 2

m eiαT2T2|α〉 . (7.6.2)

Daraus folgt, daß T1 mindestens die n verschiedenen Eigenwerte e2πi n
m eiα mit n ∈

[0, 1, . . . ,m − 1] hat. Da T1 und T2 mit dem Hamilton-Operator kommutieren führt
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ihre Anwendung auf den Grundzustand des Hamilton-Operators nicht aus dem Grund-
zustand heraus. Also ist das tiefste Landau-Niveau mindestens m-fach entartet.

Interessant in diesem Zusammenhang ist, daß wir bei der theoretischen Beschreibung
des integralen Quanten-Hall-Effektes mittels der TKNN-Konstruktion von vollständig
besetzten Valenzbändern ausgegangen sind, d.h. in jenem Fall lag also immer m = 1
mit n = 0 vor, und der Grundzustand war eindimensional.

Und natürlich kann man dieses Ergebnis sofort auf 2-dim. kompakte Oberflächen mit
dem Geschlecht g, d.h. der Anzahl der ’Löcher’ (siehe 13.0.6), verallgemeinern. Für
jedes ’Loch’ kann man Operatoren analog zu T1 und T2 einführen und erhält so als
Entartung des Grundzustands mg.

7.7 Verallgemeinerte Anyonen-Modelle

7.7.1 Formalismus verallgemeinerter Anyonen-Modelle

Wie wir in den vorangegangenen Kapiteln gelernt haben, sind Anyonen Quasiteilchen
aufgrund der Elektron-Elektron-Wechselwirkung in 2-dimensionalen Systemen. Sie un-
terscheiden sich von anderen Teilchen und Quasiteilchen der Festkörperphysik durch
ihre fraktionale Statistik und ihre topologisch fixierten Quasiladungen. Diese Quasi-
ladungen sind delokalisiert, da die Anyonen ja das Resultat eines Vielteilcheneffektes
sind.

Die topologische Stabilisierung der Quasiteilchen-Zustände wirkt der der quantenme-
chanischen Dekohärenz entgegen und ermöglicht dadurch den Aufbau von Quanten-
computern.

Anstatt jetzt die vielfältigen aktuellen experimentellen physikalischen Ansätze zu disku-
tieren wollen wir hier ein mathematisches verallgemeinertes Anyonen-Modell vorstellen.
Dabei folgen wir Tong (2016), S. 131 ff. (4.3 The Theory of Non-Abelian Anyons) und
Preskill (1998), Kap. 9, S. 40 ff. (9.12 Anyon models generalized).

Dieses verallgemeinerte Ayonen-Modell setzt voraus, daß der betrachtete 2-dimesionale
Festkörper eine Bandlücke hat und daß es keine langreichweitigen Wechselwirkungen,
vermittelt duch masselosen Teilchen gibt, welche die topologische Erhaltung der Qua-
siladungen der Anyonen stören könnten.

Das Modell wird definiert durch die folgenden 3 Eigenschaften:

• es gibt eine endliche Anzahl verschiedener Anyonen-Typen mit unterschiedlichen
Quasiladungen,

• es gibt Regeln zur Fusion und zur Spaltung von Anyonen,

• es gibt Zopfregeln, die festlegen, was bei einer Vertauschung von Anyonen ge-
schieht.
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Wir bezeichnen die verschiedenen Ayonen-Typen des Modell mit den lateinischen Buch-
staben A ..= {a, b, c, . . .}. Zusätzlich gebe es noch ein ’neutrales’ Element, das mit 1
bezeichnet werde und einen Zustand ohne jedes Anyon beschreibe.
Je zwei Anyonen mit ihren entsprechenden Quasiladungen, hier als a und b bezeichnet,
können miteinander zu einem anderen Anyon, hier c genannt, fusionieren. Dies wird
ausgedrückt durch die folgende Schreibweise, die allerdings noch erklärungsbedürftig
ist:

a ? b ..=
∑
c

N c
ab c , mit N c

ab ∈ N. (7.7.1)

a ? b = b ? a ⇒ N c
ab = N c

ba . (7.7.2)

Der Ausdruck a?b bezeichne die Fusion von a und b in ein Objekt c mit dessen entspre-
chender Quasiladung. Und der Ausdruck

∑
cN

c
ab c ist keine direkte Summe, sondern

bezeichnet die Möglichkeiten, ob und wie das Anyon c aus der Fusion von a und b
entstehen kann. Dabei läuft c über die ganze Menge der Anyon-Typen A. Kurz gesagt,
wird jedem Tripel (a, b; c) ein N c

ab zugeordnet.

N c
ab ..=


0 c kann nicht aus a ? b entstehen,
1 c kann auf eindeutige Weise aus a ? b entstehen,
≥ 2 c kann auf N c

ab verschiedene Weisen aus a ? b entstehen.
(7.7.3)

Aus diesen N c
ab ∈ N können wir jetzt einen endlichen Hilbert-Raums V c

ab konstruieren,
den sog. Fusions-Raum, indem wir als Basisvektoren die folgenden Elemente wählen:

V c
ab = lineare Hülle{|ab; c, µ〉 , µ = 1, 2, . . . , N c

ab} . (7.7.4)

Der duale Hilbert-Raum V ab
c wird entsprechend definiert als

V ab
c = lineare Hülle{〈ab; c, µ| , µ = 1, 2, . . . , Nab

c } . (7.7.5)

Auf diese Weise ist gerade dim(V c
ab) = N c

ab. Wenn dim(⊕cV c
ab) =

∑
cN

c
ab ≥ 2 ist spricht

man von einem nichtabelschen Anyonen-Modell.

c

μ

a b c

μ

ba

Abbildung 7.5: Fusions-Raum Basiszustände
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Da die Fusionsräume V c
ab und der duale Raum V ab

c als Hilbert-Räume konstruiert sind
gilt für die Basiszustände:

< ab; cµ | ab, c′µ′ >= δc
′

c δ
µ′

µ ,
∑
c,µ

| ab, cµ >< ab; cµ |= 1ab , (7.7.6)

wobei 1ab der Projektor auf den Raum Hab

Hab ..= ⊕cV c
ab , (7.7.7)

den vollständigen Hilbert-Raum des Anyonen-Paares ab ist. Damit ist die Dimension
dieses vollständigen Hilbert-Raums

dim(Hab) =
∑
c

N c
ab . (7.7.8)

Wenn man nun n Anyonen a1, . . . , an nacheinander miteinander fusioniert, so ergibt
sich als Dimension

dim(Ha1...an) =
∑

b1...bn−2

N b1
a1a2N

b2
b1a3

. . . N
bn−1
bn−2an

. (7.7.9)

Wenn nun n gleiche Anyonen des Typs a miteinander fusioniert werden, so schreibt
man

dim(H(n)
a ) ..= dim(Ha...a) =

∑
b1...bn−2

N b1
aaN

b2
ab1
. . . N

bn−1
abn−2

. (7.7.10)

Wenn man jetzt N c
ab als die (c, b)-Komponenten einer Matrix Na betrachtet, dann ist

obige Ausdruck gerade die n-te Potenz der Matrix Na. Dies kann man folgendermaßen
schreiben:

dim(H(n)
a ) =

∑
b

[Na]nab . (7.7.11)

Da alle Elemente von Na entweder 0 oder größer gleich 1 sind folgt, daß im Grenzwert
n → ∞ das Matrizenprodukt vom größten Eigenwert der Matrix Na dominiert wird.
Diesen Eigenwert nennen wir die Quantendimension da und erhalten

lim
n→∞

dim(H(n)
a ) =

∑
b

lim
n→∞

[Na]nab = lim
n→∞

dna
def= da . (7.7.12)

Die Quantendimension des Vakuum-Anyons a = 1 ist 1, aber die Quantendimension
anderer Anyonen ist typischerweise keine natürliche Zahl. Dies spiegelt die Tatsache
wider, daß die Freiheitsgrade eines Anyonen-Ensembles nichtlokalisierte kollektive Frei-
heitsgrade sind.
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Der zu diesem größten Eigenwert da von Na zugehörige Eigenvektor sei ~e und damit
gilt:

Na~e = da~e bzw.
∑
c

[Na]cb(~e)c = da(~e)b . (7.7.13)

Wegen der Symmetrie N c
ab = N c

ba muß also gelten (~e)b = db und daraus folgt für die
Quantendimensionen: ∑

c

[Na]cb dc = dadb . (7.7.14)

Es gibt nun einige natürliche Isomorphismen zwischen den Fusions-Räumen. Wenn man
eine Ladungskonjugation C einführt mit C : a → ā und C2 = 1, dann kann man das
Heben und Senken der Indizes von V c

ab folgendermaßen definieren:

V c
ab ' V b̄

ac̄ ' V 1
abc̄ ' V b̄c

a ' V āb̄
c̄ ' . . . . (7.7.15)

In der graphischen Darstellung dreht man beim Übergang von a zu ā die Richtung des
Pfeils um.

c

μ

a b

μ

a

b

c

μ

a cb

c

μ

a

b

μ

b

c

a

...

...

Abbildung 7.6: Fusions-Raum Isomorphien

Für das ’neutrales’ Element 1 mit a ? 1 = a folgt daraus

V a
a1 ' V aā

1 , (7.7.16)

und das bedeutet, daß wenn aus dem Vakuum heraus Anyonen entstehen, diese nur als
Anyonen-Paare mit konjugierten Ladungen auftreten können.
Wenn die beiden Anyonen a und b mittels einer halben Drehung ihre Position vertau-
schen, dann ändert sich die Quasiladung des Fusion-Anyons c nicht. Zwar ist N c

ab = N c
ba

und daraus folgt, daß die Räume V c
ab und V c

ba isomorph sein müssen, aber da wir mit
dem Formalismus auch Zopf-Verdrehungen beschreiben wollen, konstruieren wir als na-
türlichen Isomorphismus der a mit b vertauscht ein Element einer linearen Darstellung
der Zopfgruppe B3. Die beiden Generatoren von B3 seien σ1 und σ2. Der Generator σ1
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operiert auf Strang 1 und Strang 2 des 3-Strang-Zopfes, der Generator σ2 auf Strang 2
und Strang 3. Die entsprechenden unitären Darstellungen dieser Generatoren seien σ̄1
und σ̄2.

R :V c
ab → V c

ba . (7.7.17)

Wir wählen für R eine unitäre N c
ab-dimensionale Darstellung der Zopfgruppe B3:

R : | ab; cµ >→| ba; cµ >=
∑
µ′

(Rc
ba)µ

′

µ | ab; cµ′ > . (7.7.18)

Die Reihenfolge der unteren Indizes von (Rc
ba)µ

′
µ , hier also ba, zeigt die Reihenfolge der

Anyonen in der Zielstruktur.

c

μ

a b

c

μ'

a b

c

μ'

b a

Abbildung 7.7: Zopf-Operation an einem Anyon

Die hier eingeführten Fusionsregeln sollen nun aus physikalischen Gründen auch asso-
ziativ sein, denn die Quasiladungen hängen ja nicht davon ab, ob wir erst a mit b und
das Ergebnis mit c fusionieren, oder eine andere Reihenfolge wählen. Diese Assoziati-
vität erlaubt nun wichtige Umformungen der Produkte von Fusionsräumen, die durch
unitäre Matrizen F d

abc realisiert werden.

i

a b

μ

ν

c

d

a b

ν'

c

d

i'

μ'

Abbildung 7.8: Assoziativität der Fusionen: F-Matrix

Die Reihenfolge der unteren Indizes von (F d
abc)e

′µ′ν′
eµν , hier also abc, zeigt die Reihenfolge

der assoziativen Anyonen-Fusionen bei dieser Transformation, d.h. (a?b)?c → a?(b?c).
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Neben der unitären Darstellung R ist auch die unitäre Darstellung B ..= FRF−1 =
FRF † wichtig. Wir sehen aus der folgenden Abbildung, daß wir σ̄1 = R und σ̄2 = B
wählen können, denn R vertauscht Strang 1 mit Strang 2 eines 3-Strang-Zopfes und B
Strang 2 mit Strang 3.

i

a b c

d

i

b a c

d

i

a b c

d

a b

d

c

j

a c

d

b

j i

a c b

d

Abbildung 7.9: R und B als Darstellungen von σ1 und σ2 der Zopfgruppe B3

Jetzt stellt sich die nicht triviale Frage, ob alle unitären Matrizen F d
abc und Rc

ba unter-
einander und miteinander kompatibel sind. Genauer formuliert bedeuted diese Kompa-
tibilitätsfrage:
seien zwei beliebige n-Anyonenbasen für einen Anfangs- und einen Endzustand gegeben
und zwischen diesen Zuständen verschiedene Wege von Transformationen mit F - und
R-Matrizen, sind dann alle diese Wege isomorph?

Moore und Seiberg (Moore u. Seiberg (1989)) haben im Rahmen von Untersuchungen
von (1 + 1)-dimensionalen konformen Feldtheorien gezeigt, daß diese Kompatibilität
genau dann besteht, wenn die beiden folgenden Diagramme erfüllt sind, das Pentagon-
Diagramm der F -Matrizen und das Hexagon-Diagramm der F - und R-Matrizen.

Wenn man sich diese Matrix-Diagramme als Gleichungen der entsprechenden Matrix-
elemente hinschreibt, dann resultieren daraus Polynomgleichungen, die alle gleichzeitig
erfüllt sein müssen. Dies sind die sog. Moore-Seiberg-Polynom-Gleichungen.

Man kann also bei der Konstruktion eines neuen Anyonen-Modells so vorgehen, daß
man zunächst eine endliche Anzahl verschiedener Anyonen-Typen mit unterschiedli-
chen Quasiladungen definiert, dann eine Fusionregel definiert und dann versucht die
Polynomgleichungen der F - und R-Matrizen zu lösen. Wenn diese Polynomgleichungen
keine Lösung haben, dann muß die angenommene Fusionsregel verworfen werden. Im
Falle von einer oder mehrerer Lösungen ergibt jede Lösung eine gültige Fusionsregel.
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i

a b c

e

j

d
i

a b c

e

d

k
a b c

e

d

k

l

a b c

e

j

d

m

a b c

e

d

m

l

Abbildung 7.10: Pentagon-Diagramm der F-Matrizen
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a b c

d

a b

d

c

j j

b c a

d

b c

d

a

k

i

b a c

d

b a

d

c

k

Abbildung 7.11: Hexagon-Diagramm der F- und R-Matrizen
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Die Bedingungen des Pentagon-Diagramms kann man auch formelmäßig ausdrücken:

(F e
abk)il(F e

icd)jk =
∑
m

(F l
bcd)mk(F e

amd)jl(F
j
abc)im . (7.7.19)

Und entsprechend gilt für das Hexagon-Diagramm:

Rk
ca(F d

bac)ikRi
ba =

∑
j

(F d
bca)jkRd

ja(F d
abc)ij . (7.7.20)

Allerdings benötigt ein Quantencomputer jetzt nicht ein oder zwei Anyonen für seine
Rechnungen, sondern sehr viele Anyonen. Wir stellen uns jetzt n Anyonen mit einer
Gesamt-Quasiladung c vor, die sequentiell auf einer Linie angeordnet seien.
Definition 7.7.1 Den topologischen Hilbertraum von n Anyonen kann man jetzt di-
rekte Summe über die Produkte der topologischen Hilberträume der einzelnen Anyonen
mit einer Gesamtladung c konstruieren:

V c
a1a2...an

..=
⊕

b1,b2,...,bn−2

V b1
a1a2 ⊗ V

b2
b1a3
⊗ V b3

b2a4
⊗ · · · ⊗ V c

bn−2an .

V c
a1a2...an ist eine direkte Summe über die (n− 1) Produkte von Anyonen-Einzelräumen
V
bi+i
biai+2

und damit nicht darstellbar als direktes Produkt lokalisierbarer Anyon-Zustände.
Dies drückt die quantenmechanische Delokalisation der n Anyonen aus.
Die Dimension von des Fusions-Raums V c

a1a2...an ist also

dim(V c
a1a2...an) =

∑
b1b2...bn−2

N b1
a1a2N

b2
b1a3
· · ·N c

bn−2an

und sie wächst exponentiell mit n - was ja für die Anwendung in Quantencomputern
sehr erwünscht ist.
Basiszustände in V c

a1a2...an kann man z.B. konstruieren als:

{ |a1a2; b1, µ1〉|b1a3; b2, µ2〉 · · · |bn−3an−1; bn−2, µn−2〉|bn−2an; c, µn−1〉 } ,

oder graphisch:

μ1

a2

a1 μ2

a3

μ3

a4

μn-1….…..

an

c
b1

a1
b2 b3 bn-2

Abbildung 7.12: Basis im Hilbert-Raum V c
a1a2...anvon n fusionierten Anyonen
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Bislang hatten wir nur die unitäre Darstellung der Zopfgruppe (Rc
ab)µ

′
µ auf einem Raum

V c
ab untersucht. Jetzt suchen wir eine unitäre Darstellung der Zopfgruppe, die auf
V c
a1a2...anoperiert. Dazu wenden wir also σ̄1 = R auf die Stränge ai und ai+1 und σ̄2 = B

auf die Stränge ai+1 und ai+2 an.
R operiert also auf dem topologischen Raum

V bi
bi−2,ai,ai+1

..=
⊕
bi−1

V
bi−1
bi−2,ai

⊗ V bi
bi−1,ai+1

.

Und B operiert auf dem topologischen Raum

V
bi+1
bi−1,ai+1,ai+2

..=
⊕
bi

V bi
bi−1,ai+1

⊗ V bi+1
bi,ai+2

.

In der folgenden Grafik seien: a ..= bi−1, b ..= ai+1, e ..= bi , c ..= ai+2, d ..= bi+1.

μ'''

b

a ν'''

c

e''' d
μ''

e'

ν'
d

a

b c

F
μ'

e'

ν'
d

a

cb

R F-1
μ

b

a ν

c

e d

μ'''

b

a ν'''

c

e''' d
μ

b

a ν

c

e d

Abbildung 7.13: Darstellung von σ̄2 = B
auf dem Fusions-Raum V bi

bi−1,ai+1,ai+2
⊂ V c

a1a2...an

7.7.2 Beispiel: Fibonacci-Anyonen

Das Fibonacci-Anyonen Modell ist das einfachste allgemeine Anyonen-Modell und eig-
net sich daher aus didaktischen Gründen sehr schön zur Veranschaulichung des allge-
meinen Formalismus. Wir folgen wieder Tong (2016), S. 134 ff. und der ausführlicheren
Arbeit von Trebst u. a. (2008).
Das Fibonacci-Anyonen Modell enthält nur den Vakuum-Zustand 1 und einen einzigen
Anyonen-Zustand τ , zusammen mit diesen Fusions-Regeln:

1 ? τ = τ ? 1 = τ ,

τ ? τ = 1⊕ τ . (7.7.21)
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Lemma 7.7.2 Für die Dimensionen der topologischen Hilberträume H(n)
τ = Hτ ...τ gilt:

dim(H(1)
τ ) = 1, dim(H(2)

τ ) = 2, aufgrund der Definition . (7.7.22)

dim(H(n+1)
τ ) = dim(H(n)

τ ) + dim(H(n−1)
τ ) . (7.7.23)

Dies ist gerade die Definition der Folge der Fibonacci-Zahlen fn, die folgendermaßen
beginnen 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . ., siehe Wikipedia-Fibonacci (2022).

Beweis: Der Beweis erfolgt per vollständiger Induktion.
Induktionsanfang:

H(1)
τ = τ , H(2)

τ = 1⊕ τ ⇒

H(3)
τ = τ [1⊕ τ ] = τ ⊕ (1⊕ τ) = 1⊕ τ ⊕ τ ⇒

H(3)
τ = H(2)

τ +H(1)
τ .

Induktionsvoraussetzung: die Behauptung gelte für H(n)
τ , d.h.

H(n)
τ = H(n−1)

τ ⊕H(n−2)
τ = τH(n−2)

τ ⊕H(n−2)
τ = (1⊕ τ)H(n−2)

τ ⇒

H(n+1)
τ = τ(1⊕ τ)H(n−2)

τ = (τ ⊕ (1⊕ τ))H(n−2)
τ

= τH(n−2)
τ ⊕ (1⊕ τ)H(n−2)

τ = H(n−1)
τ ⊕H(n)

τ . 2

Sei ~e = (1, τ)T ein Basisvektor im Raum V c
ab, dann ergibt sich für die Matrix Nτ aus

den Fusionsregeln:

Nτ =
(

0 1
1 1

)
. (7.7.24)

Die Quantendimension dτ ist dann der größte Eigenwert von Nτ und dieser ergibt sich
zu

−dτ (1− dτ )− 1 != 0 ⇒ d2
τ − dτ − 1 != 0 ⇒

dτ± = 1
2(1±

√
5) ⇒ dτ = dτ+ = 1

2(1 +
√

5) ≈ 1, 618034 . (7.7.25)

Diese Zahl dτ = 1
2(1 +

√
5) ≈ 1, 618034 ist gerade der sog. Goldene Schnitt. Die-

se Zahl wurde schon in der Antike definiert und ist wirklich in vielerlei Beziehun-
gen außerordentlich interessant, siehe Wikipedia-Goldener_Schnitt (2022), Wikipedia-
Golden_ratio (2022).
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Die Definition des Goldene Schnitt in der Antike war ein spezielles Teilungsverhältnis
einer Strecke:
sei eine Strecke der Länge a + b gegeben, dann soll das Verhältnis der Gesamtstrecke
a+ b zur Strecke a gleich dem Verhältnis von a zu b sein, d.h.

a+ b

a

!= a

b
⇒ (7.7.26)

a

b
− 1− b

a
= 0 , mit x ..= a

b
⇒ x2 − x− 1 = 0 ⇒

x± = 1±
√

5
2 . (7.7.27)

Definition 7.7.4 Der Goldenen Schnitt wird international mit dem Buchstaben ϕ be-
zeichnet und wir schließen uns dieser Konvention an.
Wir definieren also den Goldenen Schnitt ϕ ∈ R als

ϕ ..= 1
2(
√

5 + 1) ≈ 1, 618034 . (7.7.28)

Daraus folgt der Inverse Goldene Schnitt ϕ−1 ∈ R als

ϕ−1 = ϕ− 1 = 1
2(
√

5− 1) ≈ 0, 618034 . (7.7.29)

Der Goldene Schnitt kann auch mittels trigonometrischer Funktionen dargestellt wer-
den.

Lemma 7.7.5
ϕ =

√
5 + 1
2 = 2 cos(π5 ) = eiπ/5 + e−iπ/5 , (7.7.30)

ϕ−1 =
√

5− 1
2 = ϕ− 1 = 1

ϕ
= 2√

5 + 1
= 2 cos(2π

5 ) = (e2iπ/5 + e−2iπ/5) , (7.7.31)

−ϕ = 2 cos(4π
5 ) = e4iπ/5 + e−4iπ/5 , (7.7.32)

−ϕ−1 = 2 cos(3π
5 ) = e3iπ/5 + e−3iπ/5 . (7.7.33)

Beweis: Hier benützt man die trigonometrische Beziehung cos2(α) = 1
2(1 + cos(2α)).

Einerseits gilt:

cos(π5 ) = cos(−π5 ) = − cos(π − π

5 ) = − cos(4π
5 ) = 1− 2 cos2(2π

5 ) , ⇒
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2 cos2(2π
5 ) + cos(π5 )− 1 = 0 .

Andererseits ist

cos(2π
5 ) = 2 cos2(π5 )− 1 .

Dies setzen wir in die obere Zeile ein und erhalten:

2(2 cos2(π5 )− 1)2 + cos(π5 )− 1 = 0 ⇒

8 cos4(π5 )− 8 cos2(π5 ) + cos(π5 ) + 1 = 0 .

Damit ist x = cos(π5 ) eine Nullstelle des Polynoms:

8x4 − 8x2 + x+ 1 = 0 .

Man sieht sofort, daß eine Nullstelle x1 = −1 und eine andere Nullstelle x2 = 1
2 ist.

Diese beiden Nullstallen faktorisieren wir heraus.

(8x2 − 4x− 2)(x− x1)(x− x2) = (8x2 − 4x− 2)(x+ 1)(x− 1
2)

= (8x2 − 4x− 2)(x2 + 1
2x−

1
2)

= 8x4 − 4x3 − 2x2 + 4x3 − 2x2 − x− 4x2 + 2x+ 1

= 8x4 − 8x2 + x+ 1 .

Also bleibt übrig das Polynom

8x2 − 4x− 2 = 0 ⇒ 4x2 − 2x− 1 = 0 ⇒

x3,4 = 2±
√

4 + 16
8 = 1±

√
5

4 .

Jetzt ist cos(π5 ) > cos(π3 ) = 1
2 > 0, und daher kommt für uns nur die Lösung x3 in Frage

x3 = cos(π5 ) =
√

5 + 1
4 ⇒ ϕ = 2 cos(π5 ) =

√
5 + 1
2 .

Damit folgt auch sofort

ϕ = cos(π5 ) + cos(π5 ) = cos(π5 ) + cos(−π5 ) = eiπ/5 + e−iπ/5 .



7.7 Verallgemeinerte Anyonen-Modelle 221

Zur Bestimmung von ϕ−1 berechnen wir cos(2π
5 ):

cos(2π
5 ) = 2 cos2(π5 )− 1 = 2(

√
5 + 1
4 )2 − 1

= 1
8(5 + 2

√
5 + 1)− 1 = 1

8(−2 + 2
√

5)

= 1
4(−1 +

√
5) ⇒

ϕ−1 =
√

5− 1
2 = 2 cos(2π

5 ) = (e2iπ/5 + e−2iπ/5) .

Mit

e±iπ = cos(π)± i sin(π) = −1

folgt sofort

−ϕ = −(eiπ/5 + e−iπ/5) = e−5iπ/5eiπ/5 + e5iπ/5e−iπ/5 = e−4iπ/5 + e4iπ/5 ,

−ϕ−1 = −(e2iπ/5 + e−2iπ/5) = e−5iπ/5e2iπ/5 + e5iπ/5e−2iπ/5 = e−3iπ/5 + e3iπ/5 . 2

Und der Goldene Schnitt hat auch eine enge Verbindung zur Fibonacci-Folge. Es gilt
nämlich die Formel von Moivre-Binet (Moivre 1718, Binet 1843).
Lemma 7.7.7 (Moivre-Binet) Seien ϕ = 1

2(
√

5 + 1) und ϕ−1 = 1
2(
√

5− 1) = ϕ− 1,
dann gilt für die Fibonacci-Zahlen fn:

fn = ϕn − (−ϕ)−n
ϕ− (−ϕ−1) = ϕn − (−ϕ)−n

2ϕ− 1 = ϕn − (−ϕ)−n√
5

. (7.7.34)

Beweis: Der Beweis erfolgt wieder per vollständiger Induktion (Wikipedia-Fibonacci
(2022)).
Induktionsanfang:

ϕ1 − (−ϕ)−1

ϕ− (−ϕ) = 1 = f1 .

Induktionsvoraussetzung: die Behauptung gelte für alle Werte bis fn.

fn + fn−1

= ϕn − (−ϕ)−n + ϕn−1 − (−ϕ)−(n−1)
√

5
= ϕn−1(ϕ+ 1)− (−ϕ)−(n−1)((−ϕ)−1 + 1)√

5
.

Nun gehorchen ϕ und −ϕ−1 der charakteristischen Gleichung x2−x−1 = 0, also können
wir für x+ 1 in der obigen Gleichung x2 einsetzen und erhalten:

fn + fn−1 = ϕn−1(ϕ2)− (−ϕ)−(n−1)(−ϕ)−2)√
5

= ϕn+1 − (−ϕ)−(n+1)
√

5
= fn+1 . 2



222 7 Fraktionaler Quanten-Hall-Effekt

Im nächsten Schritt möchte man die Fusions-Matrix F und die Zopfgruppen-Matrix R
für die Fibonacci-Anyonen bestimmen.

Lemma 7.7.9 Wenn man unitäre Darstellungen von F und R sucht, so findet man:

F d
1bc = F d

a1c = F d
ab1 = F 1

abc =
(

1 0
0 1

)
. (7.7.35)

F ..= F τ
τττ =

(
ϕ−1 ϕ−1/2

ϕ−1/2 −ϕ−1

)
(7.7.36)

mit ϕ−1 = ϕ− 1 = 1
2(
√

5− 1) ≈ 0, 618034 .

R =
(
e4πi/5 0

0 −e2πi/5

)
. (7.7.37)

Die komplex konjugierte Matrix R∗ ist ebenfalls eine Lösung, beschreibt aber letztlich
das gleiche Modell, jedoch mit vertauschtem Drehsinn.

Beweis: Zunächst betrachtet man den Fall, bei welchem in F d
abc entweder a oder b

oder c gleich 1 und alle anderen Indizes gleich τ sind. Aus dem Pentagon-Diagramm
der F -Matrizen ergibt sich:

1. Aus (F e
icd)jk ergibt sich mit i = 1 und c = d = e = τ : (F τ

1ττ )jk und daraus folgt
auf der linken Seite e = j ? d = c ? d = τ ? τ
und auf der rechten Seite e = k = c ? d = τ ? τ , und daraus folgt F τ

1ττ = 1.
2. Aus (F e

abk)il ergibt sich mit k = 1 und a = b = e = τ : (F τ
ττ1)il und daraus folgt

auf der linken Seite e = i = a ? b = τ ? τ
und auf der rechten Seite e = a ? l = a ? b = τ ? τ , und daraus folgt F τ

ττ1 = 1.
3. Aus (F e

amd)jl ergibt sich mit m = 1 und a = d = e = τ : (F τ
τ1τ )jl und daraus folgt

auf der linken Seite: e = j ? d = a ? d = τ ? τ
und auf der rechten Seite e = a ? l = a ? d = τ ? τ , und daraus folgt F τ

τ1τ = 1.
4. Aus (F j

abc)im ergibt sich mit j = 1 und a = b = c = τ : (F 1
τττ )imund daraus folgt

auf der linken Seite e = j ? d = 1 ? d = d = τ
und auf der rechten Seite e = j ? d = 1 ? d = d = τ , und daraus folgt F 1

τττ = 1.
Um die Matrix F τ

τττ zu bestimmen betrachtet man die Pentagon-Gleichung mit a = b =
c = d = e = τ :

(F τ
ττk)il(F τ

iττ )jk =
∑
m

(F l
τττ )mk(F τ

τmτ )jl(F j
τττ )im .

Mit j = k = τ und i = l = 1 folgt daraus:

(F τ
τττ )11(F τ

1ττ )ττ =
∑
m

(F 1
τττ )mτ (F τ

τmτ )τ1(F τ
τττ )1m ⇒
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(F τ
τττ )11 = (F 1

τττ )1τ (F τ
τ1τ )τ1(F τ

τττ )11 + (F 1
τττ )ττ (F τ

τττ )τ1(F τ
τττ )1τ

= (F τ
τττ )τ1(F τ

τττ )1τ ,

da (F τ
1ττ )ττ = 1 und (F 1

τττ )ττ = 1 und (F 1
τττ )1τ = 0 ist.

Weiter sei F ..= F τ
τττ unitär und das bedeutet bei reellen Matrixelementen F = F † =

F T . Deshalb ist Fτ1 = F1τ . Also können wir für F den Ansatz machen:

F =
(

a
√
a

√
a b

)
und aus

FF T =
(

a
√
a

√
a b

)(
a
√
a

√
a b

)
=
(

a2 + a a3/2 + a1/2b

a3/2 + a1/2b a+ b2

)
!=
(

1 0
0 1

)
⇒

a3/2 + a1/2b = 0 ⇒ b = −a und

a2 + a = 1 ⇒ a2 + a− 1 = 0 ⇒ a± = −1±
√

5
2 .

Wir wählen a ..= a+ =
√

5−1
2 = ϕ−1 = ϕ− 1 ≈ 0, 618034 und erhalten

F =
(

ϕ−1 ϕ−1/2

ϕ−1/2 −ϕ−1

)
mit ϕ−1 = ϕ− 1 =

√
5− 1
2 .

Jetzt zur Zopfgruppen-Matrix R. Eine Zopfdrehung um das Vakuum-Element 1 liefert
für R nur die Einheitsmatrix, d.h. Rτ

1τ = Rτ
τ1 = 1.

Wir betrachten das Hexagon-Diagramm mit den F - und R-Matrizen mit a = b = c =
d = τ , denn wenn aus {a, b, c, d} ein Element gleich 1 ist, reduziert sich das Hexagon-
Diagramm zu einer Beziehung von Einheitsmatrizen. Also gibt sich:

Rk
ττ (F τ

τττ )ikRi
ττ =

∑
j

(F τ
τττ )jkRτ

jτ (F τ
τττ )ij .

1. i = τ , k = τ :

Rτ
ττ (F τ

τττ )ττRτ
ττ =

∑
j

(F τ
τττ )jτRτ

jτ (F τ
τττ )τj ⇒

(Rτ
ττ )2(−ϕ−1) = (ϕ−1/2)(ϕ−1/2) +Rτ

ττ (−ϕ−1)2 ⇒

(Rτ
ττ )2+ϕ−1Rτ

ττ + 1 = 0 .
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Nun ist ϕ−1 = 2 cos(2π
5 ) und damit folgt:

(Rτ
ττ )2+2 cos(2π

5 )Rτ
ττ + 1 = 0 ⇒

(Rτ
ττ )± =

−2 cos(2π
5 )±

√
4 cos2(2π

5 )− 4
2 = − cos(2π

5 )±
√
− sin2(2π

5 )

= − cos(2π
5 )± i sin(2π

5 ) .

Wir wählen für Rτ
ττ den Wert von (Rτ

ττ )−:

Rτ
ττ ..= (Rτ

ττ )− = −(cos(2π
5 ) + i sin(2π

5 )) = −e2πi/5 .

2. i = 1, k = 1:

R1
ττ (F τ

τττ )11R
1
ττ =

∑
j

(F τ
τττ )j1Rτ

jτ (F τ
τττ )1j ⇒

(R1
ττ )2(ϕ−1) = (ϕ−1)2 + (ϕ−1)Rτ

ττ ⇒

(R1
ττ )2 = (2 cos(2π

5 ))− e2πi/5 = (e2πi/5 + e−2πi/5)− e2πi/5

= e−2πi/5 ⇒

(R1
ττ )± = ±e−πi/5 .

Wir wählen für R1
ττ den Wert von (R1

ττ )−:

R1
ττ ..= (R1

ττ )− = −e−πi/5 = e5πi/5e−πi/5 = e4πi/5 .

3. i = τ , k = 1: Zuletzt bleibt noch die Frage, ob mit Rτ
ττ und R1

ττ auch die folgende
Konsistenz-Bedingung erfüllt ist:

R1
ττ (F τ

τττ )τ1R
τ
ττ =

∑
j

(F τ
τττ )j1Rτ

jτ (F τ
τττ )τj ⇒

(F τ
τττ )τ1R

1
ττR

τ
ττ = (F τ

τττ )11(F τ
τττ )τ1 + (F τ

τττ )τ1R
τ
ττ (F τ

τττ )ττ ⇒

e4πi/5(−e2πi/5) = ϕ−1 + (−ϕ−1)(−e2πi/5) ⇒

eπi/5 = ϕ−1(1 + e2πi/5) ⇒ 1 = ϕ−1(e−iπ/5 + eπi/5) ⇒

1 =ϕ−1ϕ ,

da ja ϕ = 1+
√

5
2 = 2 cos(π5 ) = eiπ/5 + e−iπ/5 ist. Damit ist auch diese Konsistenz-

bedingung unserer Lösung für F und R erfüllt. 2
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Da wir bei der Bestimmung der Matrixelemente von R die Wahl zwischen ± hatten,
sind komplex konjugierte Matrixelemente ebenfalls erlaubte Lösungen .

Hiermit wurde gezeigt, daß das Fibonacci-Anyonen Modell ein gültiges allgemeines
Anyonen-Modell ist. Man ahnt aber sofort, daß für Modelle mit mehr als zwei Anyonen-
Typen der Nachweis der Gültigkeit der Pentagon- und der Hexagon-Konsistenzgleichungen
sehr anspruchsvoll werden kann.
Häufig kommt die unitäre Matrix R auch im Zusammenhang mit F−1RF vor. Wir
nennen diese Matrix B, was an die Braid-group, die Zopfgruppe erinnern soll. Wegen
B = F−1RF = F †RF = F TRF = FRF ist auch B unitär.

Lemma 7.7.11
B ..= F−1 ◦R ◦ F : V d

acb → V d
abc , (7.7.38)

(Bd
abc)e

′′′µ′′′ν′′′

eµν ..=
∑

e′µ′ν′µ′′ν′′

((F−1)dabc)
e′′′µ′′′ν′′′

e′µ′′ν′′ (Re′

bc)
µ′′ν′′

µ′ν′ (F d
acb)e

′µ′ν′

eµν . (7.7.39)

B = F−1RF = F †RF = F TRF = FRF

=
(

e−4πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−1/2

−e−2πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1

)
. (7.7.40)

Beweis:
B = F−1RF = F †RF = F TRF = FRF

=
(

ϕ−1 ϕ−1/2

ϕ−1/2 −ϕ−1

)(
e4πi/5 0

0 −e2πi/5

)(
ϕ−1 ϕ−1/2

ϕ−1/2 −ϕ−1

)

=
(

e4πi/5ϕ−1 −e2πi/5ϕ−1/2

e4πi/5ϕ−1/2 e2πi/5ϕ−1

)(
ϕ−1 ϕ−1/2

ϕ−1/2 −ϕ−1

)

=
(

(e4πi/5ϕ−2 − e2πi/5ϕ−1) (e4πi/5ϕ−3/2 + e2πi/5ϕ−3/2)
(e4πi/5ϕ−3/2 + e2πi/5ϕ−3/2) (e4πi/5ϕ−1 − e2πi/5ϕ−2)

)
.

Jetzt kann man mit Hilfe von 7.7.30 und 7.7.31 die Matrixelemente von B noch etwas
vereinfachen:

B11 = e4πi/5ϕ−2 − e2πi/5ϕ−1 = e4πi/5ϕ−1(ϕ−1 − e−2πi/5)

= e4πi/5ϕ−1(e2πi/5 + e−2πi/5 − e−2πi/5) = e6πi/5ϕ−1

= e6πi/5 · 1−1ϕ−1 = e6πi/5e−10πi/5ϕ−1 = e−4πi/5ϕ−1 .
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B22 = e4πi/5ϕ−1 − e2πi/5ϕ−2 = e2πi/5ϕ−1(e2πi/5 − ϕ−1)

= e2πi/5ϕ−1(e2πi/5 − e2πi/5 − e−2πi/5) = −ϕ−1 .

B12 = B21 = e4πi/5ϕ−3/2 + e2πi/5ϕ−3/2

= e−2πi/5ϕ−1/2(e6πi/5ϕ−1 + e4πi/5ϕ−1)

= e−2πi/5ϕ−1/2(−eπi/5 − e−πi/5)ϕ−1

= e−2πi/5ϕ−1/2(−ϕ)ϕ−1 = −e−2πi/5ϕ−1/2 .

Damit kann man B jetzt schreiben als:

B =
(

e−4πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−1/2

−e−2πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1

)
. 2

In einem Quantencomputer auf der Grundlage von Anyonen geschehen die Zustands-
transformationen an den einzelnen Quantengattern durch Zopfverdrehungen. Als uni-
täre Zopf-Transformationen im Zusammenhang mit Fibonacci-Anyonen kann man zwei-
dimensionale unitäre Darstellungen der Zopfgruppe B3 wählen.

Die Matrix R vertauscht die Stränge 1 und 2, die Matrix B die Stränge 2 und 3 eines
Zopfes mit 3 Strängen.

Lemma 7.7.13 (Yang-Baxter) Die Gruppe B3 wird von den 2 Generatoren σ1 und
σ2 erzeugt. Als deren zweidimensionale unitäre Darstellungen definieren wir die oben
eingeführten Matrizen R und B:

σ̄1 ..= R , (7.7.41)

σ̄2 ..= B = F−1RF = F †RF = F TRF = FRF . (7.7.42)

Es gilt für die Darstellungen σ̄1, σ̄2 der B3-Generatoren σ̄1σ̄2 6= σ̄2σ̄1. Deshalb spricht
man von nichtabelschen Anyonen. Zugleich erfüllen diese Generatoren die Yang-Baxter
Gleichung

σ̄1σ̄2σ̄1 = σ̄2σ̄1σ̄2 ⇔ RBR = BRB , (7.7.43)

und damit also die notwendige und hinreichende Bedingung für eine unitäre 2-dimensionale
Darstellung der Zopfgruppe B3.

Beweis:
σ̄1σ̄2 = RB
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=
(
e4πi/5 0

0 −e2πi/5

)(
e−4πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−1/2

−e−2πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1

)

=
(

ϕ−1 −e2πi/5ϕ−1/2

ϕ−1/2 e2πi/5ϕ−1

)
,

σ̄2σ̄1 = BR

=
(

e−4πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−1/2

−e−2πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1

)(
e4πi/5 0

0 −e2πi/5

)

=
(

ϕ−1 ϕ−1/2

−e2πi/5ϕ−1/2 e2πi/5ϕ−1

)
.

Damit ist σ̄1σ̄2 6= σ̄2σ̄1 und für den Kommutator folgt:

[σ̄1, σ̄2] = [R,B] =
(

0 −(e2πi/5 + 1)ϕ−1/2

(e2πi/5 + 1)ϕ−1/2 0

)
.

Nun zur Yang-Baxter Gleichung.

σ̄1σ̄2σ̄1 = RBR

=
(

ϕ−1 −e2πi/5ϕ−1/2

ϕ−1/2 e2πi/5ϕ−1

)(
e4πi/5 0

0 −e2πi/5

)

=
(

ϕ−1e4πi/5 e4πi/5ϕ−1/2

e4πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1e4πi/5

)
.

σ̄2σ̄1σ̄2 = BRB

=
(

e−4πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−1/2

−e−2πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1

)(
ϕ−1 −e2πi/5ϕ−1/2

ϕ−1/2 e2πi/5ϕ−1

)
·

(
e−4πi/5ϕ−2 − e−2πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−3/2 − ϕ−3/2

−e−2πi/5ϕ−3/2 − ϕ−3/2 ϕ−1 − e2πi/5ϕ−2

)
.

Wir versuchen BRB wieder Hilfe von 7.7.30 und 7.7.31 umzuformen:

(BRB)11 = e−4πi/5ϕ−2 − e−2πi/5ϕ−1 = e4πi/5ϕ−1(e−8πi/5ϕ−1 − e−6πi/5)

= e4πi/5ϕ−1(−e−3πi/5(e2πi/5 + e−2πi/5) + e−1πi/5)
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= e4πi/5ϕ−1(−e−1πi/5 − e−5πi/5 + e−1πi/5) = e4πi/5ϕ−1(−e−5πi/5)

= e4πi/5ϕ−1 = (RBR)11 ,

(BRB)22 = ϕ−1 − e2πi/5ϕ−2 = e4πi/5ϕ−1(e−4πi/5 − e−2πi/5ϕ−1)

= e4πi/5ϕ−1(e−4πi/5 − e−2πi/5(e2πi/5 + e−2πi/5))

= e4πi/5ϕ−1(e−4πi/5 − 1− e−4πi/5) = −e4πi/5ϕ−1 = (RBR)22 ,

(BRB)12 = −e−2πi/5ϕ−3/2 − ϕ−3/2

= e4πi/5ϕ−1/2(−e−6πi/5ϕ−1 − e−4πi/5ϕ−1)

= e4πi/5ϕ−1/2(e−1πi/5 + e+1πi/5)ϕ−1 = e4πi/5ϕ−1/2(ϕ+1)ϕ−1

= e4πi/5ϕ−1/2 = (RBR)12 ,

(BRB)21 = (BRB)12 = (RBR)12 = (RBR)21 ,

das heißt

σ̄1σ̄2σ̄1 = RBR = BRB = σ̄2σ̄1σ̄2 . 2

7.7.3 Quantencomputer mit Fibonacci-Anyonen

Quantencomputer werden üblicherweise auf Zweizustands-Quantensystemen definiert
und realisiert. Ein Qubit ist das einfachste nichttriviale Zweizustands-Quantensystem
mit zwei orthogonalen Basiszuständen |0〉 und |1〉. Der dazugehörige Hilbertraum ist
H2 ..= {a|0〉+ b|1〉 | a, b ∈ C}. Die Operation eines Quantencomputers besteht zunächst
aus der Initialisierung seiner n Qubits, dann aus der Anwendung von Quantengattern,
d.h. unitären Transformationen, auf den Initialzustand, und dann aus dem Auslesen des
Ergebnisses, d.h. einer Projektion auf einen Vektor in H2n. Natürlich ist das Ergebnis
eines Quantencomputers im Gegensatz zum Ergebnis eines gewöhnlichen Digitalcompu-
ters immer ein quantenmechanischer Erwartungswert, d.h. ein Wahrscheinlichkeitswert.
Ein Qubit kann man sich als einen einfachen Spin-1

2 Zustand vorstellen. Gruppentheore-
tisch beschreibt man die Wellenfunktion eines solchen Spin-1

2 -Quantensystems als eine
Darstellung der SU(2)-Gruppe.
Von den vielen technologischen Problemen bei der Realisierung eines Quantencomputer
ist ein großes Problem die Dekohärenz der überlagerten Multi-Qubit-Wellenfunktion.
Hier bieten nun die Anyonen mit ihrer topologisch geschützten Multi-Anyonen-Wellen-
funktion eine interessante Alternative gegenüber anderen Realisierungsansätzen, aller-
dings verlangt der Anyonen-Ansatz sehr tiefe Temperaturen und starke Magnetfelder.
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Um aber mit einem Multi-Anyonen-System ein Spin-1
2 -Quantensystem simulieren zu

können, muß zunächst einmal gezeigt werden, daß die Zopf-Gruppe B3, mit der Quan-
tengatter in einem Anyonen-System realisiert werden, dicht in SU(2) liegt. Einen mög-
lichen Beweis zeigt das folgende Lemma.

Lemma 7.7.15 Die 2-dim. unitären Darstellungen R und B der Zopf-Gruppe B3 lie-
gen dicht im Vektorraum der 2-dim. Pauli-Matrizen, welche 2-dim. Darstellungen der
Gruppe SU(2) sind.

Beweis: Gegeben seien die Darstellungsmatrizen R und B der Zopf-Gruppe B3 und
die Pauli-Darstellungs-Matrizen σ1, σ2, σ3 der Gruppe SU(2):

R =
(
e4πi/5 0

0 −e2πi/5

)
, B =

(
e−4πi/5ϕ−1 −e−2πi/5ϕ−1/2

−e−2πi/5ϕ−1/2 −ϕ−1

)
,

σ1 ..=
(

0 1
1 0

)
, σ2 ..=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ..=

(
1 0
0 −1

)
.

R̃ ..= e−3πi/5R =
(
eπi/5 0

0 −e−πi/5

)
def=
(
x 0
0 −x−1

)
.

Jetzt kann man ein Folge von Matrizen definieren, die beginnend mit R̃ gegen σ3 kon-
vergieren:

Sn ..=
(
yn 0
0 −y−1

n

)
mit yn ..= 1 + x− 1

n
, ⇒

S1 = R̃ und lim
n→∞

Sn = σ3 .

Im nächsten Schritt gehen wir von B zur Matrix F über:

B = FRF−1 = FRF † = FRF mit F = F τ
τττ =

(
ϕ−1 ϕ−1/2

ϕ−1/2 −ϕ−1

)
,

F − ϕ−1

(
1 0
0 −1

)
=
(

0 ϕ−1/2

ϕ−1/2 0

)
⇒

ϕ1/2(F − ϕ−1σ3) =
(

0 1
1 0

)
= σ1 .
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Und im letzten Schritt multipliziert man ϕ1/2(F − ϕ−1σ3) = σ1 mit iσ3 und erhält

ϕ1/2(F − ϕ−1σ3)(iσ3) = σ1(iσ3) =
(

0 1
1 0

)(
i 0
0 −i

)
=
(

0 −i
i 0

)
= σ2 . 2

Damit lassen sich alle Pauli-Matrizen durch 2-dim. Darstellungs-Matrizen der Zopf-
gruppe B3 approximieren.

Zwei in der Literatur vorgeschlagene Abbildungen von 3- oder 4-strängigen Fibonacci-
Zöpfen auf die SU(2)-Zustände |0〉 und |1〉 zeigt die folgende Abbildung (siehe z.B.
Hormozi u. a. (2007), Nayak u. a. (2008)).

τ τ τ

τ

τ τ τ

τ

τ τ τ

1

τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ

11

11

1

Abbildung 7.14: Abbildung 3- und 4-strängiger Fibonacci-Anyonen nach SU(2)

Im Fall von 3 Fibonacci-Anyonen wird der dritte Zustand als |N〉, als ’noncomputatio-
nal’ bezeichnet. Da |N〉 im Gegensatz zu |0〉 und |1〉 eine andere Gesamt-Quasiladung
hat, kann der Zustand |N〉 nicht durch Zopfverdrehungen erreicht werden. Oder anders
ausgedrückt: wenn die Zustände von |N〉 am Anfang und Ende der Berechnung nicht
übereinstimmen, so ist bei der Berechnung ein Fehler aufgetreten. Hier kommen dann
ausgeklügelte Fehlerkompensations-Algorithmen zum Zuge - siehe insb. Preskill (1998).

Hiermit kommt dieses Kapitel über den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt zu seinem
vorläufigen Ende. Zur Ergänzung und Vertiefung sei nochmals auf zwei sehr schöne und
lesenwerte Online-Bücher hingewiesen:
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• David Tong „The Quantum Hall Effect” (Tong (2016)). Tong beschreibt gegen
Ende seines Online-Buches auch die entsprechenden Chern-Simons-Theorien in
Bezug auf den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt.

• John Preskill „Quantum Information and Computation” (Preskill (1998)). Preskill
beschreibt sehr viele Aspekte der Quanten-Informationsverarbeitung auf eine sehr
verständliche und umfassende Art und Weise.
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Mathematische Anhänge
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Diese Arbeit wendete sich an Studenten und Studentinnen der Physik und an Phy-
siker und Physikerinnen, die sich für eine Einführung in Geometrie und Topologie im
Zusammenhang mit moderner Festkörper-Physik interessieren. Dabei wurde in der Dar-
stellung keine moderne, höchstmögliche Abstraktion etwa im Sinne von Grothendieck
angestrebt, sondern ein leicht verständlicher Zugang zur historischen Entwicklung eini-
ger grundlegender Fragen der Geometrie und Differentialtopologie. Vorausgesetzt wur-
den daher nur einfache Kenntnisse der Analysis, linearen Algebra, differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten und der Differentialformen von Élie Cartan. Bei Physikern beliebte
Einführungen zu diesen Themen sind: Flanders (1989), Schutz (1980) und insbesondere
die schönen Darstellungen von Nakahara (2003) und Frankel (2004).
Diese mathematischen Anhänge wurden zur Erleicherung der Leser und Leserinnen
zum größten Teil aus Schiekel (2019) hier hereinkopiert, da dies durch die vielen Links
die Arbeit mit dem Physik-Teil des Manuskript deutlich erleichtert und so ein in sich
abgeschlossenes Buch entstanden ist. Dabei wurden neben zahlreichen kleinen Fehler-
korrekturen und Ergänzungen (Kapitelnummern in diesem Manuskript: 14.5, 15.3 neu,
15.4 neu, 15.14, 15.15, 19.2, 34.1) auch das Unter-Kapitel „Die Dirac-Gleichung in einer
gekrümmten Raumzeit” 29.7 deutlich erweitert und das Kapitel „Morse Theorie” 22
neu verfaßt und integriert.
Kommentare und Fehlerhinweise sind willkommen unter: mb.schiekel@arcor.de .
Möge diese Arbeit hilfreich sein. Viel Freude bei der Lektüre!





8 Euklid und Archimedes

8.1 Euklid von Alexandria (Εὐκλείδης, ca. 365-290 v.
Chr.)

Über das Leben von Euklid ist kaum etwas verläßliches bekannt. Eine Quelle (Proklos)
sagt, daß er etwa um 365 v. Chr. in Athen geboren worden sein soll und dann die
Akademie von Platon besuchte. Es heißt, über dem Eingang zu Platons Akademie in
Athen habe der Spruch gestanden:

Ἀγεωμέτρητος μηδεὶς εἰσvίτω. Ageōmetrētos mēdeis eisitō.
Für Geometrie-Unkundige kein Eintritt.

Und auch wenn dieser Satz möglicherweise erst eine Erfindung späterer Jahrhunderte
sein sollte, so hatte Platon doch eine große Wertschätzung für die Geometrie und gab
diese auch an seine Schüler weiter.
Schließlich wirkte Euklid in Alexandria, wo er Zugang zu der weltberühmten Bibliothek
hatte.
Das bekannteste und meistgeschätzte Werk von Euklid war seine systematische Zusam-
menstellung der kompletten antiken Mathematik in 13 Bänden, die Elemente (Στοιχεῖα,
Stoicheia‚ ’Anfangsgründe’, ’Prinzipien’, ’Elemente’). Aber daneben schrieb er auch
noch über Musiktheorie, Optik und Astronomie.
Euklids Elemente zeigen eine strenge Gliederung in Definitionen, Axiome, Sätze und
Beweise und sind dadurch logisch so klar, daß Teile dieses Werkes in der westlichen Welt
bis zum Beginn des 20. Jh. die Grundlage für den allgemeinen Mathematikunterricht
darstellten. Hier eine kurze Übersicht über die Inhalte der einzelnen Bände:

1. Definitionen und Satz des Pythagoras,
2. Geometrische Algebra,
3. Kreise,
4. Polyeder,
5. Irrationale Größen,
6. Proportionen,
7. Teilbarkeit und Primzahlen,
8. Quadratzahlen, Kubikzahlen, geometrische Reihen,
9. Gerade und ungerade Zahlen,
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10. Geometrie inkommensurabler Größen,
11. Einführung in die Raumgeometrie,
12. Exhaustionsmethode,
13. Die fünf ’platonischen’ Körper.

Obwohl es in Byzanz eine griechische Abschrift der Elemente aus dem 9. Jh. und im
Vatikan eine griechische Abschrift aus dem 10 Jh. gab, verbreitete sich in Europa die
Kenntnis von Euklid und seinen Werken erst mit den lateinischen Übersetzungen des
12. Jh. aus dem Arabischen.
Über Euklid sind einige Anekdoten überliefert, die vielleicht erst in späteren Jahrhun-
derten entstanden, die aber auch etwas über das Hineinwirken Euklids in die europäische
Kultur aussagen.

• Der Pharao Ptolemaios soll einmal Euklid gefragt haben, ob es nicht einen einfa-
cheren Weg zur Erlernung der Geometrie gebe, als das Studium seiner Elemente.
Dieser antwortete jedoch: „Oh Pharao, in der normalen Welt existieren immer
zwei Wege, einen auf dem das Volk reist und einen der dem König zum Reisen
vorbehalten ist. Zur Erlernung der Mathematik gibt es aber keinen Königsweg.”

• Ein Schüler Euklids fragte ihn nach dem Lernen des ersten Satzes der Elemente:
„Aber wozu soll das alles gut sein und was kann ich damit verdienen?” Euklid rief
nach seinem Sklaven und sagte ihm: „Gib ihm 3 Obolus, denn er muss mit dem
was er lernt, etwas verdienen.”

[Quellen: de.wikipedia: Euklid, Scriba u. Schreiber (2010)].

8.2 Euklid: Winkel in der Ebene

Der vielleicht einzige mathematische Satz, den viele Menschen aus ihrer Schulzeit in
Erinnerung behalten, ist der Satz: „die Winkelsumme in Dreieck beträgt 180°”. Wir
werden im Folgenden für einen Winkel anstelle des Gradmaßes α° das Bogenmaß α
verwenden:

α ..= 2π α°
360° . (8.2.1)

Der Satz über die Winkelsumme im Dreieck war möglicherweise schon Thales von Milet
(ca. 624 - 547 v. Chr.) oder seinen Schülern bekannt. Insbesondere dürfte dies für den
Spezialfall der rechtwinkligen Dreiecke gelten. Schriften von Thales liegen uns heute
jedoch nicht mehr vor.
Das obige Rechteck enthält vier rechte Winkel γ = π

2 , also eine Winkelsumme w4 von
2π, und damit ist die Winkelsumme w3 im rechtwinkligen Dreieck gerade π:

w4 ..= 2γ + 2(α+β) = 2π ⇒ w3 = α + β + γ = π . (8.2.2)

https://de.wikipedia.org/wiki/Euklid
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αβ

α β

γ

γ

Abbildung 8.1: Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck

Üblicherweise zitieren Mathematiker für die Grundlagen der antiken Geometrie das
berühmte 13-bändige Werk von Euklid von Alexandria (ca. 360 - 280 v. Chr.): Die Ele-
mente. Die einheitliche Darstellung und strenge Beweisführung in dieser ersten großen
Zusammenfassung der Mathematik war jahrhundertelang für die nachfolgenden Mathe-
matiker der islamischen Kulturen und des europäischen Mittelalters das bedeutendste
Grundlagenwerk (Scriba u. Schreiber, 2010).

 
α1 α1β1 β1

α2 β2
α3

β3

Abbildung 8.2: Winkelsumme in einem beliebigen Dreieck

Aus dem linken Bild können wir entnehmen, daß die Winkelsumme des dargestellten
Vierecks w4 = 2π ist, denn:

α1 + β1 = π

2 ; α2 + β2 = π

2 ⇒ w4 = α1 + β1 + α2 + β2 + 2π2 = 2π . (8.2.3)

Aus dem rechten Bild entnehmen wir, daß die Winkelsumme eines beliebigen Dreiecks
w3 = π ist, denn:

α1 + β1 = π

2 ; α3 + β3 = π

2 ⇒ w3 = α1 + β1 + α3 + β3 = π . (8.2.4)

Wenn man die Winkelsumme wn in einem n-Eck bestimmen möchte, so ist es sinnvoll
nicht nur die Innenwinkel αi zu betrachten, sondern auch die Außenwinkel βi. Wenn wir
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Abbildung 8.3: Winkelsumme in einem n-Eck

das n-Eck einmal im Gegenuhrzeigersinn umrunden, so summieren sich die Außenwinkel
gerade zu einer vollen Umdrehung:

n∑
i=1

βi = 2π ; αi = π − βi ; (8.2.5)

wn ..=
n∑
i=1

αi =
n∑
i=1

(π − βi) = nπ − 2π = (n− 2)π . (8.2.6)

Während die Winkelsumme wn der Innenwinkel αi für n→∞ unbegrenzt wächst, bleibt
die Summe der Außenwinkel βi unverändert 2π. Daher stützt man sich zur Definition
der Krümmung auf diese Außenwinkel.
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8.3 Archimedes von Syrakus (Ἀρχιμήδης, 287 - 212 v.
Chr. )

Die Beiträge von Archimedes von Syrakus auf Sizilien (287 - 212 v. Chr.) zu Mathema-
tik, Physik und Ingenieurwesen sind überaus zahlreich und kreativ. Aus mathematischer
Sicht besonders bemerkenswert sind die Flächen- und Volumenberechnungen von Ar-
chimedes, die einen ersten Schritt hin zu einer Integralrechnung darstellten. Das feste
Verhältnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser, das wir heute π nennen, war schon
im alten Babylonien und Ägypten bekannt. Archimedes fand zunächst, daß diese Zahl
π auch die Kreisfläche bestimmt. Nebenbei entwickelte er ein Zahlensystem zur Basis
108, um die Anzahl aller Sandkörner an allen Stränden der Erde abschätzen zu können.
Im Bereich der Physik sind seine Entdeckung der Hebelgesetze und des archimedischen
Prinzips (Entdeckung und Anwendung des spezifischen Gewichts) besonders bekannt
geworden. Bevor er mit dem mathematischen Beweis einer Flächenberechnung begann,
versuchte er zwei als flächengleich oder volumengleich vermutete geometrische Formen
physikalisch durch eine Wägung zu bestimmen.

Auf seine zahlreichen höchst kreativen technischen Erfindungen, u.a. auch militärtech-
nischer Art, wollen wir hier nicht näher eingehen - siehe dazu den Wikipedia-Artikel.

[Quellen: de.wikipedia: Archimedes, Scriba u. Schreiber (2010)].

8.4 Archimedes: Kugelflächen

Die Beiträge von Archimedes von Syrakus auf Sizilien (ca. 287 - 212 v. Chr.) zu Ma-
thematik, Physik und Ingenieurwesen sind überaus zahlreich und kreativ. Aus mathe-
matischer Sicht besonders bemerkenswert sind die Flächen- und Volumenberechnungen
von Archimedes, die einen ersten Schritt hin zu einer Integralrechnung darstellten. Das
feste Verhältnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser, das wir heute π nennen, war
schon im alten Babylonien und Ägypten bekannt. Archimedes fand zunächst, daß diese
Zahl π auch die Kreisfläche bestimmt.

Die Fläche des gleichschenkligen Dreiecks ist A = 1
2b · h. Jetzt konstruiert Archimedes

n gleichschenklige Dreiecke im Innern eines Kreises und n gleichschenklige Dreiecke um
einen Kreis herum (im obigen Bild ist n = 4). Die Fläche eines dieser einbeschriebenen
Dreiecke ist 1

2h · b1 und die Fläche eines der umbeschriebenen Dreiecke ist 1
2r · b2. Je

mehr Dreiecke man verwendet, umso mehr nähern sich n ·b1 und n ·b2 dem Kreisumfang
an, also:

lim
n→∞

n · b1 = lim
n→∞

n · b2 = 2πr und lim
n→∞

h = r ,

n · 1
2h · b1 < AKreis < n · 1

2r · b2 ,

https://de.wikipedia.org/wiki/Archimedes
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Abbildung 8.4: Flächenberechnung eines Kreises

lim
n→∞

n · 1
2h · b1 = πr2 ≤ AKreis ≤ lim

n→∞
n · 1

2r · b2 = πr2 ⇒

AKreis = πr2 . (8.4.1)

Dieses Ergebnis benützt Archimedes nun, um die Fläche eines Kugelsektors zu berech-
nen, der von einer horizontalen Ebene E aus einer Kugel ausgeschnitten wird.

A

B

CE

Tr

Rα
αβ

z

x

τ
D

Abbildung 8.5: Berechnung eines Kugeloberflächensegments

Beim Dreieck ABC handelt es sich um ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis R.
Die Entdeckung von Archimedes war nun, daß die Fläche des Kugelsektors unterhalb
der Ebene E gerade gleich der Fläche eines Kreises mit dem Radius R ist. Archimedes
hatte noch keine trigonometrischen Funktionen und keine Differentiation zur Verfügung.
Um für uns den Beweis zu vereinfachen, werden wir diese Hilfsmittel verwenden - dabei
folgen wir im Wesentlichen Brown (2012).
Für die Winkel gilt τ ..= π

2 − α, β = π − 2α = π − 2(π2 − τ) = 2τ . Mit dem Satz von
Pythagoras für das Dreieck BDC folgt:

(R cos τ)2 + (r −R sin τ)2 = r2 ⇒ R2 − 2rR sin τ = 0 ⇒ R = 2r sin τ .
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Wenn wir den Winkel τ um dτ vergrößern, so vergrößert sich R um dR und die Kreis-
fläche A1 ..= πR2 um dA1:

dR = 2r cos τ · dτ ⇒ dA1 = 2πR · dR = 4πrR cos τ · dτ . (8.4.2)

Wie ändert sich die Fläche A2 des Kugelsektors unterhalb der Ebene E bei einer Zu-
nahme des Winkel τ um dτ? Der horizontale Kugelumfang beim Punkt C in der Ebene
E ist 2πR cos τ . Bei einer Vergrößerung von τ um dτ kommt zu A2 ein Flächenstreifen
dA2 hinzu:

r · dβ = r · 2 · dτ ⇒ dA2 = (2πR cos τ) · (r · dβ) = 4πrR cos τ · dτ . (8.4.3)

Wenn die Ebene E in der x− y-Ebene liegt, so ist τ = 0 und R = 0 und A1 = A2 = 0.
Da nun auch dA1 = dA2 ist, so folgt die Behauptung von Archimedes, daß A1 = A2.
Wenn der Radius R = 2r ist, so ist die Fläche des Kreises A1 = πR2 = 4πr2 und dies
ist also auch die Oberfläche der Kugel mit dem Radius r.





9 Harriot und Girard: sphärische Dreiecke

Thomas Harriot (1560 - 1621) fand wohl im Jahr 1603 als erster die Gleichung für den
Flächeninhalt eines sphärischen Dreiecks, aber da er all seine Forschungsergebnisse nicht
publizierte, trägt dieser Satz jetzt den Namen ’Satz von Girard’ nach dem französischen
Mathematiker Albert Girard (1595 - 1632), der seinen Beweis 1629 veröffentlichte.
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Abbildung 9.1: Sphärische Zwei- und Dreiecke

Alle im Folgenden betrachteten Linien auf der Kugeloberfläche seien Geodäten, al-
so Großkreise. Die Fläche A(α) eines sphärischen Zweiecks ist proportional zu α und
A(2π) = AKugel = 4πr2, also gilt:

A ..= 4πr2 · α2π = 2αr2 . (9.0.1)

Die Fläche AP1P2P3 des sphärischen Dreiecks P1P2P3 können wir nun aus den drei sphä-
rischen Zweiecken mit den jeweiligen Winkeln αi berechnen. Sei A(α1) die Fläche des
sphärischen Zweiecks, das aus der Verlängerung der Linien P1P2 und P1P3 gebildet wird
und sei A1 ..= A(α1)−AP1P2P3 der nicht in der Dreiecksfläche AP1P2P3 liegende Teil des
Zweiecks A(α1). Entsprechendes gelte für A(α2) und A2 und A(α3) und A3 der beiden
anderen Zweiecke:

A(α1) = AP1P2P3 + A1 = 2α1r
2 ,

A(α2) = AP1P2P3 + A2 = 2α2r
2 ,

A(α3) = AP1P2P3 + A3 = 2α3r
2 ,

3AP1P2P3 + A1 + A2 + A3 = 2(α1 + α2 + α3)r2 .
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Jetzt ist aber 2[A(α1) + A(α2) + A(α3)] gleich der ganzen Kugeloberfläche, also:

2AP1P2P3 + 2A1 + 2A2 + 2A3 = 4πr2 ⇒

2AP1P2P3 = 2r2(
3∑
i=1

αi − π) ⇒ 1
r2 AP1P2P3 =

3∑
i=1

αi − π . (9.0.2)

Wenn wir schließlich noch zu den Außenwinkeln βi ..= π − αi übergehen, so folgt:

1
r2 AP1P2P3 +

3∑
i=1

βi = 2π . (9.0.3)

Diese Formel erinnert nun doch schon sehr an die Gauß-Bonnet-Formel.



10 Krümmung von Kurven

10.1 Die Krümmung von Kurven von Newton bis
Frenet-Serret

Der Begriff der Krümmung einer beliebigen Kurve in der Ebene als Kehrwert des Ra-
dius eines Krümmungskreises findet sich zuerst bei Newton (1643–1727) und Jacob I.
Bernoulli (1654-1705) (Scriba u. Schreiber, 2010, S. 341).
Wir orientieren uns in diesem Abschnitt weitgehend an der schönen Einführung in die
Differentialgeometrie von Eschenburg u. Jost (2007), S. 19 ff.
Heute führt man den Begriff der Krümmung einer stetig differenzierbaren Kurve übli-
cherweise folgendermaßen ein:
sei En der n-dimensionale euklidische Raum Rn mit der Metrik g0

ik
..= δik und dem

Skalarprodukt

〈x | y〉 ..=
n∑

ik=1

g0
ikx

iyk = .. xiyi für x, y ∈ En . (10.1.1)

Dann ist die Länge des Vektors x ∈ En: |x| ..= ||x|| ..= 〈x | y〉1/2 .
Eine reguläre Kurve ist eine stetig differenzierbare Abbildung eines offenen Parameter-
intervalls (a, b) ∈ R in En:

c : (a, b)→ En mit ċ(t) ..= d

dt
c(t) 6= 0 für t ∈ (a, b) . (10.1.2)

Die Forderung nichtverschwindender Tangenten ċ(t) 6= 0, mit anderen Worten, die
Forderung, daß c eine Immersion ist, soll die Existenz der Umkehrfunktion sicherstellen,
die z.B. für eine Parametrisierung der Kurve nach der Bogenlänge benötigt wird. Ein
Beispiel für eine an einem Punkt t0 ∈ (a, b) nichtreguläre Kurve ist etwa:

c(t) ..= c(t0) + 1
2 c̈(t)|t0 · (t− t0)2 . (10.1.3)

Die Kurve c(t) hat bei t0 einen Umkehrpunkt mit verschwindender Tangente ċ(t)|t0 = 0.
Die Bogenlänge s : (a, b)→ R wird definiert als

s(t) ..=
t∫

a

|ċ(t′)| dt′ . (10.1.4)
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s(t) ist differenzierbar und ṡ(t) = |ċ(t)| > 0, also existiert auf (ã, b̃) = (s(a), s(b)) die
Umkehrfunktion s−1 : (ã, b̃) → (a, b). Die Funktion cB(s) ..= c ◦ s−1, also cB(s) = c(t),
heißt nun eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und für die Tangente T (s) gilt:

|T (s)| ..= |c′B(s)| = | d
ds
cB(s)| = | d

dt
c(t) dt

ds
| = 1 . (10.1.5)

Da viele Formeln der Differentialgeometrie bei nach Bogenlänge parametrisierten Kur-
ven eine einfachere Darstellung haben werden wir künftig häufig diese Kurvendarstel-
lung verwenden.

Definition 10.1.1 Sei cB : (a, b) → En eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve,
dann werden im Punkt s definiert:
κ(s) als die Krümmung von cB, und N(s) als der Normalenvektor in Richtung von c′′B:

κ(s) ..= |c′′B(s)| , c′′B(s) ..= κ(s)N(s) ..= κ(s) c
′′
B(s)
|c′′B(s)| . (10.1.6)

Weil für eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve cB(s) der Tangentenvektor T (s) =
c′B(s) ein Einheitsvektor ist, steht der Normalenvektor N(s) ..= c′′B(s)/|c′′B(s)| senkrecht
auf dem Tangentenvektor c′B(s), denn

|c′B(s)| = 1 ⇒ 〈c′B(s) | c′B(s)〉′ = 2〈c′′B(s) | c′B(s)〉 = 0 . (10.1.7)

Bei Kurven in E2 ergänzt man diese Definition noch, indem man Krümmungen im
mathematisch positiven Sinn (d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn) mit einem positiven
Vorzeichen versieht, bei der entgegengesetzten Orientierung mit einem Minuszeichen.
Mit der Matrix J für eine Linksdrehung kann man daher schreiben

J ..=
(

0 −1
1 0

)
, N(s) = Jc′B(s) . (10.1.8)

N ′(s) = Jc′′B(s) = κ(s)JN(s) = −κ(s)c′B(s) . (10.1.9)

Die beiden Gleichungen

c′′B(s) = κ(s)N(s) und N ′(s) = −κ(s)c′B(s) , (10.1.10)

bzw.

T ′(s) = κ(s)N(s) und N ′(s) = −κ(s)T (s) . (10.1.11)

heißen Frenet-Gleichungen der ebenen Kurve cB(s).
Den Krümmungsvektor einer nach Bogenlänge parametrisierten Kurve cB(s) kann man
auch folgendermaßen explizit darstellen. c′B(s) mit |c′B(s)| = 1 und c′′B(s) stehen ja ortho-
gonal aufeinander. Seien jetzt c′B(s) = (c′B1(s), c′B2(s))T und c′′B(s) = (c′′B1(s), c′′B2(s))T
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die Komponentendarstellungen von c′B(s) und c′′B(s) in der von c′B(s) und c′′B(s) aufge-
spannten zweidimensionalen Ebene, dann können wir κ(s) auch als die Fläche des von
c′B(s) und c′′B(s) gebildeten Rechtecks ansehen, also

κ(s) = det |c′B(s), c′′B(s)| = det

∣∣∣∣∣ c′B1(s) c′′B1(s)
c′B2(s) c′′B2(s)

∣∣∣∣∣ = c′B1(s)c′′B2(s)− c′B2(s)c′′B1(s) .

(10.1.12)

Beispiel: Kreis um den Ursprung mit Radius r:

cB(s) ..=
(
r cos s

r

r sin s
r

)
, c′B(s) =

(
− sin s

r

cos s
r

)
, c′′B(s) =

(
−1
r

cos s
r

−1
r

sin s
r

)
⇒

κ(s) = 1
r
. (10.1.13)

2

Gelegentlich ist es auch vorteilhaft, diese Formel für nicht nach Bogenlänge parametri-
sierte Kurven c(t) zur Verfügung zu haben. Sei also cB(s) ..= c◦s−1 die nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve und c(t) ..= cB ◦ s die gleiche nach einem beliebigen Parameter
t parametrisierte Kurve, dann gilt:

ṡ(t) = ds(t)
dt

= |ċ(t)| = (ċ2
1 + ċ2

2)1/2 , (10.1.14)

ċ(t) ..= dc(t)
dt

= c′B(s)ds(t)
dt

, c̈(t) = c′′B(s)(ds(t)
dt

)2 + c′B(s)d
2s(t)
dt2

⇒

c′B(s) = ċ(t)
ṡ(t) , c′′B(s) = [c̈(t)− ċ(t)

ṡ(t) s̈(t)]/ṡ(t)
2 =

c̈(t)− ċ(t) s̈(t)
ṡ(t)

ṡ(t)2 .

κ(t) ..= κ(s(t)) = det |c′B(s), c′′B(s)| = 1
ṡ(t)3 det |ċ(t), c̈(t)− ċ(t) s̈(t)

ṡ(t) |

= 1
ṡ(t)3 det |ċ(t), c̈(t)| = ċ1(t)c̈2(t)− ċ2(t)c̈1(t)

(ċ2
1 + ċ2

2)3/2 . (10.1.15)

Im En hat eine Kurve aber natürlich mehr Freiheitsgrade als im E2, also benötigt man
zur Beschreibung einer Kurve cB : (a, b)→ En entsprechend mehr Bestimmungsgrößen.
Eine Kurve, bei welcher die Ableitungen c(i)

B (s) für i ∈ 1 . . . n− 1 existieren, stetig und
linear unabhängig sind, heißt Frenet-Kurve. Man kann nun diese n− 1 Vektoren nach
dem üblichen Verfahren von Gram-Schmidt orthogonalisieren und anschließend noch
normieren:

di ..= c
(i)
B −

i−1∑
k=1

〈c(i)
B | ek〉ek mit ek ..=

dk
|dk|

für i ∈ 1 . . . (n− 1) . (10.1.16)
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Diese Basis vervollständigt man noch um einen normierten Vektor en, der auf allen
anderen ei senkrecht steht. Dann ergibt sich:

〈ei | ek〉 = δik ⇒ 〈ei | ek〉′ = 〈e′i | ek〉+ 〈ei | e′k〉 = 0 ⇒

〈e′i | ek〉 = −〈ei | e′k〉 .

Also ist die Matrix der 〈e′i | ek〉 schiefsymmetrisch. Weiter sind die meisten Elemente
dieser Matrix gleich 0, denn ei ist eine Linearkombination der c(k)

B , k = 1 . . . i, und
damit ist e′i eine Linearkombination der c(k)

B , k = 2 . . . i + 1, also folgt 〈e′i | ek〉 = 0 für
k > i+ 1. Mit κi ..= 〈e′i | ei+1〉 für i = 1 . . . n− 1 können wir diesen Zusammenhang als
ein System linearer Differentialgleichungen darstellen, die Frenetschen Gleichungen der
Kurve cB(s) in En:

e′1
e′2
...
...
...

e′n−1

e′n


=



0 κ1 0 · · · · · · · · · 0
−κ1 0 κ2

...
0 . . . 0 . . . ...
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . 0 κn−1

0 · · · · · · · · · 0 −κn−1 0





e1

e2
...
...
...

en−1

en


. (10.1.17)

Für E3 ergibt sich mit dem Binormalenvektor b und der Torsion τ also:

T ..= e1 , N ..= e2 , B ..= e3 , κ ..= κ1 , τ ..= κ2 , ⇒

T ′ = κN , N ′ = −κT + τB , B′ = −τN . (10.1.18)

Dies sind bei Vorgabe von κ und τ neun gewöhnliche Differentialgleichungen für die
Bestimmung der neun Komponenten von T ,N , B, woraus dann cB(s) = cB0+

∫ s
0 t(s

′) ds′
bestimmt werden kann.
Frenet (1816-1900) veröffentlichte diese Gleichungen im Jahr 1847 in seiner Dissertation
und 1852 in einer Publikation. Unabhängig von Frenet erfolgte eine etwas allgemeinere
Formulierung durch Serret (1819-1885) im Jahr 1851, weshalb man manchmal auch von
den Frenet-Serret-Gleichungen spricht (Spivak (1979), Bd. II, S. 45).
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10.2 Leonhard Euler (1707 – 1783)

Abbildung 10.1: L. Euler
E. Handmann (c. 1756), PD.
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Leonhard_Euler]

Leonhard Euler wurde 1707 in Basel gebo-
ren. Sein Vater, ein protestantischer Pfarrer,
war mit dem Mathematiker Johann Bernoul-
li befreundet, der sehr schnell die Begabun-
gen des jungen Leonhard Euler erkannte und
einen großen Einfluß auf dessen Entwicklung
und Ausbildung hatte. 1727 nahm Euler ei-
ne Anstellung an der Akademie St. Petersburg
an. 1734 heiratete er in St. Petersburg Katha-
rina Gsell. Von ihren dreizehn Kindern über-
lebten nur fünf die frühe Kindheit. Eine schwe-
re Infektion Eulers 1735 hatte in den folgenden
Jahren die völlige Erblindung seines rechten
Auges zur Folge. 1741 folgte Euler einer Ein-
ladung Friedrichs des Großen an die Akade-
mie Berlin. 1766 mußte er die Akademie nach
einem Zerwürfnis mit Friedrich wieder verlas-
sen und folgte einer Einladung Katharinas der
Großen, an die Akademie St. Petersburg zu-
rückzukehren. Gleichzeitig erblindete er nun
auch auf dem linken Auge aufgrund eines Ka-
tarakts (Grauer Star). Dennoch konnte er mit
der Hilfe zweier seiner Söhne und seines Sekretärs Nicolas Fuß weiter arbeiten und
publizieren. 1771 verlor er bei einem Großfeuer in St. Petersburg sein Haus und fast
sein Leben. 1773 starb seine Frau Katharina. Drei Jahre danach heiratete er die Halb-
schwester seiner verstorbenen Frau Salome Abigail Gsell. 1783 starb Euler nach dem
Mittagessen mit seiner Familie mitten in einem Gespräch über den neuentdeckten Pla-
neten Uranus an einer Hirnblutung.

Euler forschte und veröffentlichte auf allen Gebieten der damaligen Mathematik und
Physik: Analysis (insb. Differential-, Integral-Rechnung, Reihen, Variationsrechnung),
Geometrie, Graphentheorie, Algebra, Anfänge der Topologie, Zahlentheorie, Mechanik,
Astronomie, Elastizitätstheorie, Hydrodynamik, Optik, Musiktheorie. Euler gilt als ei-
ner der größten und produktivsten Mathematiker aller Zeiten. Das Euler Kommittee
der Schweizer Akademie der Wissenschaften hat im Jahr 1907 mit der wissenschaftlich
editierten Neuveröffentlichung aller Bücher und Publikationen Eulers (Opera Omnia)
begonnen und will diese Aufgabe mit dem letzten Band Nr.74 im Jahr 2010 vollen-
det haben. Danach soll die wissenschaftliche Korrespondenz Eulers in einer Zusatzreihe
erscheinen.

[Quellen: de.wikipedia: Leonhard_Euler, en.wikipedia: Leonhard Euler,
en.wikipedia: Opera Omnia Leonhard Euler].

https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler
https://en.wikipedia.org/wiki/Opera_Omnia_Leonhard_Euler
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10.3 Euler und die Krümmung von Flächen

Die differentialgeometrische Untersuchung gekrümmter Flächen im Raum beginnt mit
Eulers Lehrbuch der Differentialrechnung in 2 Bänden (1755) und seinen daran an-
schließenden Einzelpublikationen (1760-1767) (Scriba u. Schreiber, 2010, S. 408).
Die Idee von Euler war es, Flächen in R3 durch die Krümmung von ebenen Kurven
c(t) zu beschreiben, die aus dem Schnitt der Fläche mit Normalenebenen entstehen.
Wenn man nun in einem Punkt p der Oberfläche die Normalenebene um 2π rotieren
läßt, dann wird diese Krümmung, die sog. Normalenkrümmung κNT , der Schnittkurve
von Fläche M und Normalenebene E einen Bereich von [κmin, κmax] durchlaufen. Wir
orientieren uns an Spivak (1979), Bd. II, S. 65 ff.

c

TN

p
M

E

Abbildung 10.2: Krümmung von Normalenschnitten einer Fläche M

Satz 10.3.1 (Euler) Seien E eine Normalenebene durch den Punkt p der Fläche M
und T eine Tangente an die Schnittkurve c(t) von E und M in Punkt p. Wenn die κT
nicht alle gleich sind, dann gibt es genau eine Tangente Tmin in der κ minimal ist, κmin,
und eine Tangente Tmax in der κ maximal ist, κmax. Die beiden Tangenten Tmin und
Tmax stehen orthogonal aufeinander und für eine Tangente T , die einen Winkel von θ
mit Tmin bildet, gilt:

κNT = κmin cos2 θ + κmax sin2 θ . (10.3.1)

Beweis: Zunächst legen wir das Koordinatensystem so, daß der Punkt p im Ursprung
liegt, also p = (0, 0, 0)T , und die Tangentialebene in p gerade die x− y Ebene ist. Dann
beschreiben wir die OberflächeM in einer Umgebung von p als {(x, y, z, )T | z = f(x, y)}.
Wegen unserer Wahl des Koordinatensystems gilt:

f(0, 0) = 0 ∂f

∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0 .

Jetzt sucht Euler nach einer Drehung der x − y Ebene um den Normalenvektor durch
p, d.h. einer Drehung um die z-Achse, so daß die gemischten Ableitungen ∂2f

∂x∂y
(0, 0)

verschwinden. Daß dies möglich ist sieht man folgendermaßen. Wenn die Drehung der
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x− y Ebene um θ durch die Matrix R(θ) beschrieben wird, dann gilt für die gedrehte
Oberfläche M: (

x̃

ỹ

)
..= R(θ)

(
x

y

)
..=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x

y

)
,

fθ(x, y) ..= f(x̃, ỹ) ..= f(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) ,

∂fθ
∂y

(x, y) = ∂x̃f(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) · (− sin θ)

+ ∂ỹf(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) · (cos θ) ,

∂2fθ
∂x∂y

(x, y) = ∂2
x̃f(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) · (− sin θ cos θ)

+ ∂x̃∂ỹf(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) · (cos2 θ − sin2 θ) ,

+ ∂2
ỹf(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) · (cos θ sin θ) ,

∂2fθ
∂x∂y

(0, 0) = [−∂2
x̃f(0, 0) + ∂2

ỹf(0, 0)] · (cos θ sin θ)

+ ∂x̃∂ỹf(0, 0) · (cos2 θ − sin2 θ)

= 1
2 sin 2θ · [∂2

ỹf(0, 0)− ∂2
x̃f(0, 0)] + cos 2θ · ∂x̃∂ỹf(0, 0) .

∂2fθ
∂x∂y

(0, 0) = 0 ⇔

{
tan 2θ = 2∂x̃∂ỹf(0,0)

∂2
x̃f(0,0)−∂2

ỹf(0,0) für ∂2
x̃f(0, 0) 6= ∂2

ỹf(0, 0) ,
cos 2θ = 0 , d.h. θ = π

4 für ∂2
x̃f(0, 0) = ∂2

ỹf(0, 0) .

In diesem (x̃, ỹ, z) Koordinatensystem bestimmt Euler die Krümmung der Schnittkurve
von M mit der x̃− z Ebene und mit der ỹ − z Ebene mit Hilfe von 10.1.15:

x̃− z Ebene : c(t) = (t, f(t, 0)) ,

κ1 = ċ1(t)c̈2(t)− ċ2(t)c̈1(t)
(ċ2

1 + ċ2
2)3/2

∣∣∣∣
t=0

= ∂2
x̃f(0, 0)

(1 + 0)3/2 = ∂2
x̃f(0, 0) ;

ỹ − z Ebene : c(t) = (t, f(0, t)) ,
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κ2 = ċ1(t)c̈2(t)− ċ2(t)c̈1(t)
(ċ2

1 + ċ2
2)3/2

∣∣∣∣
t=0

=
∂2
ỹf(0, 0)

(1 + 0)3/2 = ∂2
ỹf(0, 0) .

Die Krümmung der Schnittkurve von M mit einer Ebene durch die z-Achse, die mit
der x̃− z Ebene einen Winkel ϑ bildet, ergibt sich zu:

(x̃ cosϑ+ ỹ sinϑ)− z Ebene : c(t) = (t, f(t cosϑ, t sinϑ)) ,

κ = ċ1(t)c̈2(t)− ċ2(t)c̈1(t)
(ċ2

1 + ċ2
2)3/2

∣∣∣∣
t=0

= d2

dt2
f(t cosϑ, t sinϑ)

∣∣∣∣
t=0

= cos2 ϑ · ∂2
x̃f(0, 0) + sin2 ϑ · ∂2

ỹf(0, 0)

= κ1 cos2 ϑ+ κ2 sin2 ϑ .

Nach Voraussetzung ist κ1 6= κ2 und wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit
für die Hauptkrümmungen κ1 < κ2 an. Damit erhalten wir κ ∈ [κ1, κ2]. Die zugehö-
rigen Hauptkrümmungsrichtungen sind gerade x̃ und ỹ und stehen damit orthogonal
aufeinander. 2

Schon kurz nach Eulers Publikation konnte Meusnier de la Place (1754-1793) im Jahr
1776 die obige Krümmungsformel von Euler für allgemeine Ebenenschnitte einer Fläche
M veralgemeinern.

cφ
T

N

p

M

φ
Eφ

Abbildung 10.3: Krümmung von allgemeinen Ebenenschnitten einer Fläche M

Satz 10.3.3 (Meusnier) Seien Eϕ eine Ebene durch den Punkt p der Fläche M , die
mit der Normalenebene E durch p einen Winkel von ϕ bilde und κNT die Krümmung der
Schnittkurve c(t) der Normalenebene E mit der FlächeM . Dann gilt für die Krümmung
κϕT der Schnittkurve cϕ(t) von Eϕ und M im Punkt p:

κϕT cosϕ = κNT . (10.3.2)
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Beweis: Seien c(s) und cϕ(s) die Schnittkurven der Ebenen E und Eϕ mit der Fläche
M , die durch den Punkt p ∈M gehen und in p gleiche Tangenten haben, d.h.:

p = c(0) = cϕ(0) , c′(s)|s=0 = c′ϕ(s)|s=0 .

Die Tangente T (c(s)) ..= c′(s) steht überall senkrecht auf der Normalen N(c(s)):

〈c′(s) | N(c(s))〉 = 0 ⇒ 〈c′′(s) | N(c(s))〉 = −〈c′(s) | N ′(c(s))〉 .

An der Stelle p, also bei s = 0, gilt nun mit T (p) = c′(0) = c′ϕ(0):

〈c′ϕ(0) | N(p)〉 = 0 ⇒ 〈c′′ϕ(0) | N(p)〉 = −〈c′ϕ(0) | N ′(p)〉 .

Und mit 10.1.10 c′′(s) = κ(s)N(c(s)) folgt :

κNT (0) = 〈c′′(0) | N(p)〉 = −〈c′(0) | N ′(p)〉

= −〈c′ϕ(0) | N ′(p)〉 = 〈c′′ϕ(0) | N(p)〉

= 〈κϕT (0)Nϕ(p) | N(p)〉 = κϕT (0)〈Nϕ(p) | N(p)〉

= κϕT (0) · cosϕ . 2





11 Tangentialvektoren und Differentialformen

11.1 Differentialformen

Bevor wir mit der Beschreibung von Geodäten und der Gaußschen Flächentheorie be-
ginnen, soll hier kurz in die von uns verwendete Schreibweise der Differentialformen und
deren Rücktransport eingeführt werden. Daneben werden die Begriffe von Immersionen
und Einbettungen definiert.
Wir verwenden die von Élie Cartan bereits 1899 eingeführte Sprache der Differentialfor-
men. Der Cartan-Formalismus blieb lange Zeit trotz seiner großen Vorteile an Klarheit
und Koordinatenunabhängigkeit unbeachtet und hat sich in der Mathematik, begin-
nend mit der Differentialgeometrie, erst nach dem 2. Weltkrieg durchgesetzt, in der
theoretischen Physik sogar erst Anfang der 1970’er Jahre.
Sei f : M → N mit m ..= dim M ≤ n ..= dim N eine glatte (d.h. C∞) Abbildung
zwischen den differenzierbaren MannigfaltigkeitenM und N . Man bezeichnet dann mit
f∗ die durch f induzierte Tangentialabbildung (auch Differential df , oder pushforward
genannt). Wenn TpM ..= {V ..= V µ ∂

∂uµ
|V µ ∈ R, µ = 1 . . .m} der Raum der Tangenti-

alvektoren am Punkt p ∈M ist und Tf(p)N ..= {W ..= W i ∂
∂xi
|W i ∈ R, i = 1 . . . n} der

Raum der Tangentialvektoren am Punkt f(p) ∈ N , dann wird f∗ definiert als:

f∗ : TpM → Tf(p)N , f∗V (g) ..= V (g ◦ f) , mit g : N → R , ⇒ (11.1.1)

W i ∂

∂xi
(g)|f(p) = V µ ∂

∂uµ
(g ◦ f)|p ,

und mit g ..= xi folgt

W i|f(p) = V µ ∂x
i

∂uµ
|f(p) = ∂xi

∂uµ
|f(p)V

µ , (11.1.2)

d.h. die Komponenten von V ∈ TpM werden mit der Jacobi-Matrix ∂x
∂u

in die Kompo-
nenten von W ∈ Tf(p)N abgebildet.
Der Dualraum des Tangentialraums TpM ist der Kotangentialraum T ∗pM , der lineare
Raum der 1-Formen, oder Covektoren) am Punkt p ∈M :

T ∗pM ..= {w ..= wµdu
µ |wµ ∈ R, 〈duµ | ∂

∂uν
〉 ..= ∂

∂uν
(duµ) = δµν , µ, ν = 1 . . .m} ,

(11.1.3)
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V ∈ TpM, w ∈ T ∗pM ⇒ 〈w | V 〉 = V (w) = wµV
µ .

In der älteren physikalischen Literatur werden die V ∈ TpM als kontravariante Vektoren
bezeichnet und die w ∈ T ∗pM als kovariante Vektoren.
Analog zur Tangentialabbildung f∗ bei Vektoren definiert man eine entsprechende in-
duzierte Abbildung f ∗ für 1-Formen, den sog. Rücktransport (auch pullback genannt).
Sei T ∗f(p)N ..= {ξ ..= ξidx

i | ξi ∈ R, i = 1 . . . n}, dann wird f ∗ definiert als:

f ∗ : T ∗f(p)N → T ∗pM , 〈f ∗ξ | V 〉 ..= 〈ξ | f∗V 〉 . (11.1.4)

Damit folgt, daß die Komponenten von ξ ∈ T ∗f(p)N mit der transponierten Jacobi-Matrix
(∂x
∂u

)T in die Komponenten von w ∈ T ∗pM abgebildet werden, denn:

〈f ∗ξ | V 〉 = wµV
µ = ξiW

i|f(p) = ξiV
µ ∂x

i

∂uµ
|f(p) ⇒

wµ = ξi
∂xi

∂uµ
|f(p) = ((∂x

∂u
)T |f(p)) i

µ ξi . (11.1.5)

Hinweis: Wenn f : M → N nicht injektiv ist, dann gibt es Punkte p 6= p′ ∈ M mit
f(p) = f(p′) und möglicherweise f∗V (p) 6= f∗V (p′), d.h. Vektorfelder V (p) ∈ TpM
werden nicht auf Vektorfelder in Tf(p)N abgebildet! Hier verhalten sich Felder von 1-
Formen deutlich freundlicher in der Handhabung, denn für ein 1-Formenfeld ξ(f(p)) ∈
T ∗f(p)N existiert immer ein eindeutiges 1-Formenfeld f ∗ξ ∈ T ∗pM .

f

E2

S1

Abbildung 11.1: eine Immersion von S1 → E2, die keine Einbettung ist

Definition 11.1.1 Eine glatte Funktion (d.h. C∞) zwischen zwei differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten f : M → N mit m = dimM ≤ n = dimN heißt eine Immersion von
M in N , wenn der Tangentialraum TpM an jedem Punkt p ∈ M injektiv in den Tan-
gentialraum Tf(p)N abgebildet wird, oder kürzer gesagt: f∗ : TpM → Tf(p)N ist eine
Injektion.
Wenn zusätzlich auch noch f selbst injektiv ist, so spricht man von einer Einbettung.
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Wir werden hier und im Folgenden eine zweidimensionale Fläche in E3 als die Immersion
einer Menge U ⊂ E2 in E3 beschreiben. In der Verallgemeinerung auf n Dimensionen
nennen wir eine Immersion von U ⊂ En−1 in En eine Hyperfläche in En.

Differentialformen höherer Stufe werden nach Élie Cartan folgendermaßen definiert:
Das Civita-Symbol εi1,...,ik ist das Vorzeichen der Permutation π der Zahlen (1, 2, . . . , k)
in die Zahlen (i1, i2, . . . , ik):

π ..=
(

1, 2, . . . , k
i1, i2, . . . , ik

)
, εi1,...,ik ..= εi1,...,ik ..= sgn π . (11.1.6)

Da es k! Permutationen der Zahlen (1, 2, . . . , k) gibt, folgt sofort (Summenkonvention):

εi1,...,ikε
i1,...,ik = k! . (11.1.7)

Definition 11.1.2 Das äußere Produkt ∧r der 1-Formen dxµ1 bis dxµr ist definiert als:

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ..=
∑
π

sgn(π) dxπ(µ1) ⊗ dxπ(µ2) ⊗ . . .⊗ dxπ(µr) (11.1.8)

= επ(µ1),...,π(µr) dx
π(µ1) ⊗ dxπ(µ2) ⊗ . . .⊗ dxπ(µr) .

Damit wird eine r-Differentialform an einem Punkt p ∈M definiert als:

ω ..= 1
r!ωµ1,...,µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr (11.1.9)

Der Vektorraum der r-Differentialformen an einem Punkt p ∈M heißt Ωr
p(M). Früher

sprach man bei den Koeffizienten ωµ1,...,µr der r-Differentialformen als von r-stufigen,
antisymmetrischen, kovarianten Tensoren.
Jetzt kann man auf

Ω∗p(M) ..= Ω0
p(M)⊕ Ω1

p(M)⊕ . . .⊕ Ωm
p (M) (11.1.10)

ein Produkt definieren, wodurch Ω∗p(M) zu einer Algebra wird. Seien also ω ∈ Ωr
p(M),

ξ ∈ Ωs
p(M) und Vi ∈ TpM , 1 ≤ i ≤ r+ s, dann wird das äußere Produkt ω ∧ ξ definiert

als:

ω ∧ ξ(V1, . . . , Vr+s) ..=
1
r!s!ωµ1,...,µrξµr+1,...,µr+sdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr+s(V1, . . . , Vr+s)

= 1
r!s!

∑
π

sgn(π)ω(Vπ(1), . . . , Vπ(r)) ξ(Vπ(r+1), . . . , Vπ(r+s)) .

(11.1.11)

Für r + s > m ist ω ∧ ξ ..= 0 .
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Seien ω ∈ Ωr
p(M) und ξ ∈ Ωs

p(M), dann gilt

ω ∧ ξ = (−1)rs ξ ∧ ω , (11.1.12)

denn

dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr ∧ dxν1 ∧ . . . ∧ dxνs

= (−1)r dxν1 ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr ∧ dxν2 ∧ . . . ∧ dxνs

= (−1)rs dxν1 ∧ . . . ∧ dxνs ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr .

Daraus folgt insbesondere für ω ∈ Ωr
p(M)

ω ∧ ω = 0 für r ungerade . (11.1.13)

Da es
(
m
r

)
verschiedene Möglichkeiten gibt (µ1, µ2, . . . , µr) aus (1, 2, . . .,m) auszuwählen,

ist

dim(Ωr) =
(
m

r

)
= m!
r!(m− r)! . (11.1.14)

Daraus folgt auch sofort, daß

dim(Ωm−r) =
(

m

m− r

)
= m!

(m− r)!r! = dim(Ωr) , (11.1.15)

eine Tatsache, wovon wir später bei der Einführung des Hodge-Stern-Operators noch
Gebrauch machen werden.

Eine Möglichkeit um r-Differentialformen auf (r − 1)-Differentialformen zu verjüngen
ist das sog. innere Produkt der r-Differentialform ω mit einem Vektor X.

Definition 11.1.3 Seien ω ∈ Ωr(M) und X ∈ Tp(M), dann ist das innere Produkt
definiert als:

ω = 1
r!ωµ1,...,µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr , X = Xµ ∂

∂xµ
, X,X1, . . . , Xr−1 ∈ Tp(M) ,

iX : Ωr(M)→ Ωr−1(M) , iXω(X1, . . . , Xr−1) ..= ω(X,X1, . . . , Xr−1) d.h. (11.1.16)

iXω = 1
(r − 1)! X

µωµµ2...µrdx
µ2 ∧ . . . ∧ dxµr . (11.1.17)
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11.2 Rücktransport von Differentialformen höherer
Stufe

Häufig benötigt man auch den Rücktransport von Differentialformen höherer Stufe.
Seien jetzt m ..= dimM ≤ dimN , f : M → N eine injektive Abbildung mit xµ ..=
f(uµ), { ∂

∂uµ
|µ = 1 . . .m} eine Basis von TpM , {duµ|µ = 1 . . .m} eine Basis von T ∗pM

und Vα = V µ
α

∂
∂uµ
∈ TpM mit α = 1 . . . k ≤ m linear unabhängige Vektoren. Dann wird

der Rücktransport der k-Form dx1 ∧ . . .∧dxk definiert als

(f ∗(dx1 ∧ . . .∧dxk))(V1, . . . , Vk) ..= (dx1 ∧ . . .∧dxk)(f∗V1, . . . , f∗Vk) . (11.2.1)

Im Zusammenhang mit k-Formen tauchen häufig auch Determinanten auf, die wir im
Folgenden ebenfalls mit Hilfe des oben eingeführten Civita-Symbols εi1,...,ik beschreiben.
Die Determinante einer k-dimensionalen Matrix A wird dann definiert als

det(A) ..= εi1,...,ik A1i1 · . . . · Akik . (11.2.2)

Statt nach Zeilen kann die Determinante mit einer Umsortierung auch nach Spalten
entwickelt werden

det(A) ..= εi1,...,ik Ai11 · . . . · Aikk . (11.2.3)

Beweis: Sei im = π(m) = 1 ⇒ π−1(1) = m , dann bringen wir den Faktor mit
dem Doppelindex (m, im), d.h. Am,im = Am,π(m) = Aπ−1(1),1 ganz nach links, usw., und
erhalten

det(A) = εi1,...,ik A1i1 · . . . · Akik = επ(1),...,π(k) A1,π(1) · . . . · Ak,π(k)

= επ(1),...,π(k) Aπ−1(1),1 · . . . · Aπ−1(k),k

= επ
−1(1),...,π−1(k) Aπ−1(1),1 · . . . · Aπ−1(k),k

= εi1,...,ik Ai11 · . . . · Aikk . 2

Hilfreich ist auch die Formel

εi1,...,ik Ai1j1 · . . . · Aikjk = det(A) εj1,...,jk , (11.2.4)

die ebenso wie die vorhergehende Formel mit einer Umsortierung bewiesen wird.

Beweis: Sei jm = π(m) = 1 ⇒ π−1(1) = m, π−1(i1) = im , dann bringen wir den
Faktor mit dem Index im, jm, d.h. Aim,jm = Aim,π(m) = Aπ−1(i1),1 ganz nach links, usw.,
und erhalten

εi1,...,ik Ai1j1 · . . . · Aikjk = εi1,...,ik Ai1,π(1) · . . . · Aik,π(k)
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= εi1,...,ik Aπ−1(i1),1 · . . . · Aπ−1(ik),k

= επ
−1(i1),...,π−1(ik) sgn(π−1)Aπ−1(i1),1 · . . . · Aπ−1(ik),k

= εl1,...,lk sgn(π)Al11 · . . . · Alkk

= det(A) sgn(π) = det(A) εj1,...,jk . 2

Eine wichtige Beobachtung ist, daß der Rücktransport f ∗ die Algebra der äußeren Pro-
dukte erhält.

Lemma 11.2.3
f ∗(dx1 ∧ . . .∧xk) = f ∗dx1 ∧ . . .∧f ∗dxk = det( ∂x

i

∂uµ
)(du1 ∧ . . .∧duk) . (11.2.5)

Beweis:
(f ∗(dx1 ∧ . . .∧dxk))(V1, . . . , Vk) = (dx1 ∧ . . .∧dxk)(f∗V1, . . . , f∗Vk)

= (dx1 ∧ . . .∧dxk)(f∗V µ1
1

∂

∂uµ1
, . . . , f∗V

µk
k

∂

∂uµk
)

= V µ1
1 · . . . · V

µk
k (dx1 ∧ . . .∧dxk)( ∂x

j1

∂uµ1

∂

∂xj1
, . . . ,

∂xjk

∂uµk
∂

∂xjk
)

= V µ1
1 · . . . · V

µk
k εi1,...,ik

∂xi1

∂uµ1
· . . . · ∂x

ik

∂uµk

= εi1,...,ik
∂xi1

∂uµ1
· . . . · ∂x

ik

∂uµk
(duµ1 ⊗ . . .⊗ duµk)(V1, . . . , Vk)

= εi1,...,ik
∂xi1

∂uµ1
· . . . · ∂x

ik

∂uµk
εµ1,...,µk (du1 ∧ . . . ∧ duk)(V1, . . . , Vk)

= εi1,...,ik
∂xi1

∂u1 · . . . ·
∂xik

∂uk
(du1 ∧ . . . ∧ duk)(V1, . . . , Vk)

= det( ∂x
i

∂uµ
)(du1 ∧ . . . ∧ duk)(V1, . . . , Vk) .

Andererseits gilt:

(f ∗(dx1) ∧ . . . ∧ f ∗(dkk))(V1, . . . , Vk) = εi1,...,ik (f ∗(dxi1)⊗ . . .⊗ f ∗(dxik))(V1, . . . , Vk)

= εi1,...,ik (f ∗(dxi1))(V1) · . . . · (f ∗(dxik))(Vk)

= εi1,...,ik dx
i1(f∗V1) · . . . · dxik(f∗Vk)
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= εi1,...,ik dx
i1(f∗V µ1

1
∂

∂uµ1
) · . . . · dxik(f∗V µk

1
∂

∂uµk
)

= V µ1
1 · . . . · V

µk
1 εi1,...,ik dx

i1( ∂x
j1

∂uµ1

∂

∂xj1
) · . . . · dxik( ∂x

jk

∂uµk
∂

∂xjk
)

= V µ1
1 · . . . · V

µk
1 εi1,...,ik

∂xi1

∂uµ1
· . . . · ∂x

ik

∂uµk
.

Also ist

(f ∗(dx1 ∧ . . .∧dxk))(V1, . . . , Vk) = (f ∗(dx1) ∧ . . . ∧ f ∗(dkk))(V1, . . . , Vk) . 2

11.3 Äußere Ableitung von Differentialformen

Der Begriff der äußeren Ableitung, oder auch Cartan-Ableitung, verallgemeinert die
’gewöhnliche’ Ableitung auf die von Élie Cartan eingeführten Differentialformen.
Sei ω ∈ Ωr(M) eine r-Form, dann ist die äußere Ableitung definiert als

Definition 11.3.1
ω = 1

r!ωi1...irdx
i1 ∧ . . . ∧ dxir ∈ Ωr(M) ⇒

dr : Ωr(M)→ Ωr+1(M) mit dω ..= drω ..= 1
r! (

∂

∂xk
ωi1...ir)dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxir .

(11.3.1)

Eine außerordentliche wichtige Eigenschaft der äußeren Ableitung ist, daß drω eine
geschlossene (r + 1)-Form ist, d.h.

dr+1(drω) = 0 oder kurz d2 = 0 , (11.3.2)

denn

d2ω = dr+1drω = 1
r! (

∂2ωi1...ir
∂xj∂xk

)dxj ∧ dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxir = 0 ,

da (∂j∂kωi1...ir) symmetrisch und dxj ∧ dxk antisymmetrisch unter der Vertauschung
von j und k sind. Eine r-Form, die in ker dr liegt, heißt eine geschlossene r-Form,
eine r-Form, die in Im dr−1 liegt, heißt eine exakte r-Form. Aus d2 = 0 folgt, daß
ker dr ⊃ Im dr−1. Dies gibt Anlaß zur Definition der folgenden Quotientengruppe:

r − te de Rham Kohomologiegruppe ..= ker dr
Im dr−1

. (11.3.3)

Mit den de Rham Kohomologiegruppen werden wir uns später noch ausführlicher be-
schäftigen.
Hier soll noch der Rücktransport f ∗ der äußeren Ableitung einer r-Form betrachtet
werden.
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Satz 11.3.2 Sei f : M → N eine injektive Abbildung und ω ∈ Ωr(M) eine r-Form,
dann gilt

d(f ∗ω) = f ∗(dω) bzw. genauer dr(f ∗ω) = f ∗(drω). (11.3.4)

Beweis: Zunächst betrachten wir eine 0-Form ω, d.h. eine Funktion ω : N → R. Seien
weiter m ..= dimM ≤ n ..= dimN , f : M → N injektiv, {uµ|µ = 1 . . .m} eine Basis
von M , {xk|k = 1 . . . n} eine Basis von N und X ∈ TpM . Für die 0-Form ω ist die
äußere Ableitung gleich dem einfachen Differential, also d0 = d. Dann gilt:

d(f ∗ω) = d(ω ◦ f) = d(ω ◦ f) = d(ω(x(u))

= ∂ω

∂xk
∂xk

∂uµ
duµ = f ∗( ∂ω

∂xk
dxk) = f ∗(dω) .

Jetzt sei ω eine r-Form, dann folgt mit dem gerade gezeigten Rücktransport von Funk-
tionen:

dr(f ∗ω) = drf
∗[( 1
r!ωi1...ir(x))dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxir ]

= dr[(
1
r!f

∗ωi1...ir(x))(f ∗dxi1) ∧ . . . ∧ (f ∗dxir)]

= dr[(
1
r!f

∗ωi1...ir(x))(df ∗xi1) ∧ . . . ∧ (df ∗xir)]

= ( 1
r!df

∗ωi1...ir(x)) ∧ (df ∗xi1) ∧ . . . ∧ (df ∗xir)]

= ( 1
r!f

∗dωi1...ir(x)) ∧ (f ∗dxi1) ∧ . . . ∧ (f ∗dxir)]

= f ∗[( 1
r!dωi1...ir(x)) ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxir ]

= f ∗dr[(
1
r!ωi1...ir(x)) dxi1 ∧ . . . ∧ dxir ]

= f ∗(drω) . 2

11.4 Integrale von Differentialformen und
Rücktransport

Sei jetzt f : M → N eine glatte Funktion (d.h. C∞) zwischen zwei orientierbaren
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M und N der Dimension m = dimM = dimN .
Wenn nun f zusätzlich invertierbar ist, also ein Diffeomorphismus, und ω eine k-Form
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auf N mit k ≤ m, und U ⊂ M mit k ≤ dimU ≤ m, dann ist det( ∂xi
∂uµ

)U 6= 0, und es
folgt mit 11.2.5 sofort∫

f(U)

(dx1 ∧ . . .∧xk) =
∫

f−1(f(U))

| det( ∂x
i

∂uµ
)|(du1 ∧ . . .∧duk) =

= sgn(det( ∂x
i

∂uµ
)u0∈U

∫
U

det( ∂x
i

∂uµ
)(du1 ∧ . . .∧duk)

= ±
∫
U

f ∗(dx1 ∧ . . .∧xk)

und mit der Linearität von f ∗ also für jede k-Form ω∫
f(U)

ω = sgn(det( ∂x
i

∂uµ
)u0∈U

∫
U

f ∗ω = ±
∫
U

f ∗ω . (11.4.1)

Hierbei gilt das positive Vorzeichen für Abbildungen f , welche die Orientierung der
Basis erhalten und das negative Vorzeichen für Abbildungen f , welche die Orientierung
umkehren.





12 Geodäten
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Abbildung 12.1: Immersion einer Kurve von E2 in eine Fläche M ⊂ E3

Bislang haben wir Kurven in der Ebene E2, im Raum E3, und Kurven als Schnitte von
Flächen in E3 mit Normalenebenen betrachtet. Nachdem Euler die Variationsrechnung
entwickelt hatte kam es zwischen ihm und Johann Bernoulli (1667-1748) zu einem
schriftlichen Austausch über den Begriff der Geodäte, als der kürzesten Verbindung
zwischen zwei Punkten einer Fläche (Scriba u. Schreiber, 2010).
Im Vorangehenden wurde die Krümmung κ(s) einer nach Bogenlänge parametrisierte
Kurve c : (a, b)→ En als den Betrag |c′′(s)| definiert (10.1.6). Wenn wir nun die Immer-
sion einer Kurve u(s) in Em in eine Kurve c(s) in einer m-dimensionalen Hyperfläche
M in Em+1 betrachten, dann wird im Allgemeinen die Richtung des Vektors c′′(s) nicht
mit dem Normalenvektor der Fläche M am Punkt c(s) übereinstimmen. Wir zerlegen
daher c′′(s), und damit κ(s), in einen Normalen- und einen Tangentialanteil:

c′′(s) =c′′N(s) + c′′T (s). (12.0.1)

Die normale Komponente |c′′N(s)| ist die bereits oben diskutierte Eulersche Norma-
lenkrümmung κNT (s). Die tangentiale Komponente |c′′T (s)| heißt geodätische Krüm-
mung κg(s) und soll jetzt betrachtet werden. Der wesentliche Punkt ist hier, wie wir
sogleich sehen werden, daß die geodätische Krümmung κg(s) intrinsisch in der FlächeM
definiert ist und daher ohne Bezugnahme auf den umgebenden Raum Em+1 auskommt.
Wir orientieren uns an Spivak (1979) (Bd. II, S. 115 ff.), Eschenburg u. Jost (2007) (S.
61 ff.) und Frankel (2004) (S. 232 ff.).

Definition 12.0.1 Eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : (a, b) → M in
einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M heißt Geodäte, wenn c′′T (s) = 0 für s ∈
(a, b) ist, d.h. wenn die geodätische Krümmung κg(s) ..= |c′′T (s)| = 0 ist.
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Eine Geodäte ist also eine Kurve verschwindender Krümmung in der Hyperfläche M in
der sie verläuft. Wenn diese m-dimensionale Hyperfläche M in eine höherdimensionale
Mannigfaltigkeit eingebettet ist, z.B. in En mit m < n, dann wird jedoch die Normal-
Komponente der Krümmung der Geodäten im Allgemeinen nicht verschwinden.

S2

N

N

c''

c''
c''N

c''T

S0
1

S1
1

Abbildung 12.2: der Großkreis S1
0 auf der Kugel S2 ist eine Geodäte

Beispiel: Bei einem Großkreis S1
0 auf einer Kugel S2, d.h. einem Kreis S1 mit Kreis-

mittelpunkt gleich Kugelmittelpunkt, hat c′′ keine Tangentialkomponente, also ist der
Großkreis eine Geodäte. 2

Wenn c(t) die Geodätengleichung c′′T (t) = 0 erfüllt, dann ist die Parametrisierung t
proportional zur Bogenlänge, denn c′(t) ist stets tangential bzgl. M , d.h. c′(t) = c′T (t):

0 = 〈c′′T | c′T 〉 = 〈c′′ | c′T 〉 = 〈c′′ | c′〉 = 1
2〈c
′ | c′〉′ ⇒ |c′(t)| = k = const .

Durch Übergang zu s ..= k · t + t0 und cB(s) ..= c(t) folgt |c′B(s)| = 1. Dies können
wir auch so ausdrücken: eine Geodäte ist invariant unter einer affinen Transformation.
Daher nehmen wir im Folgenden eine Geodäte stets als nach Bogenlänge parametrisiert
an!

Sei jetzt a(s) eine Kurve a : (a, b) → Em und c(s) die Immersion dieser Kurve mittels
der Abbildung x in eine m-dimensionale Hyperfläche M ⊂ Em+1, also c(s) ..= x(a(s)).
Die Koordinatensysteme seien {uµ} in Em und {xi} in Em+1. Wir wollen jetzt die
Geodätengleichung c′′T (s) = 0 in Bezug auf die Kurve a(s) und das Koordinatensystem
{uµ} betrachten.
Definition 12.0.3 Seien Z(t) ein Vektorfeld entlang einer Kurve c(t) in einer m-dim-
ensionalen Hyperfläche M ⊂ Em+1, T (t) ⊂ M der Tangenten-Einheitsvektor zu c(t)
und N(t) der Normalen-Einheitsvektor mit N(t)⊥M am Punkt c(t), dann ist der Vek-
tor der intrinsischen oder kovarianten Ableitung ∇Z(t)

dt
definiert als die Projektion der

gewöhnlichen Ableitung dZ(t)
dt

in die Tangentialebene von M :

∇Z(T ) ..= ∇TZ ..= ∇Z(t)
dt

..= dZ(t)
dt
− 〈dZ(t)

dt
| N〉N . (12.0.2)
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Sei jetzt also c(s) die Immersion x(u(s)) ⊂ M ⊂ Em+1 und sei c(s) nach Bogenlänge
parametrisiert. Wenn wir zunächst c(s) als Raumkurve in Em+1 betrachten, dann ist
c′(s) = T (s) und c′′(s) = dT (s)

ds
= κ(s)N0(s) mit dem Normalen-Einheitsvektor N0(s)

von c(s), der senkrecht auf T (s) steht. Im Allgemeinen steht N0(s) im Gegensatz zu
N(s) aber nicht senkrecht auf M . Die geodätische Krümmung κg(s) ist jetzt als die
Projektion von c′′(s) = dT (s)

ds
in die Tangentialebene von M am Punkt c(s) definiert:

κg ..= |c′′T (s)| = |(dT (s)
ds

)T | = |∇T (s)
ds
| (12.0.3)

und die Geodätengleichung folgt also als

c′′(s)T = ∇T
ds

= 0 . (12.0.4)

Häufig stellt man diese Geodätengleichung auch in den lokalen Koordinaten {uµ} von
Em dar. Die erste Ableitung von x(u) an einem Punkt u0 liegt in der Tangentialebene
Tx(u0)M :

∂µx(u) ..= ∂

∂uµ
x(u) .

Die zweite Ableitung von x(u) an einem Punkt u0 hat einen Tangential- und einen
Normalenanteil:

∂µ∂νx(u) ..= [ ∂2

∂uµ∂uν
x(u)]T + [ ∂2

∂uµ∂uν
x(u)]N = .. Γλµν∂λx(u) + bµνN .

Damit folgt:

T ..= ∂x
ds

= ∂νx
duν

ds
⇒

∂2x
ds2 = ∂µ∂νx

duµ

ds

duν

ds
+ ∂νx

d2uν

ds2

= (Γλµν∂λx + bµνN)du
µ

ds

duν

ds
+ ∂νx

d2uν

ds2 ⇒

∇T
ds

= (∂
2x
ds2 )T = (d

2uλ

ds2 + Γλµν
duµ

ds

duν

ds
) ∂λx . (12.0.5)

Also lautet die Geodätengleichung einer Kurve c(s) = x(u(s)) ⊂ M ⊂ Em+1 in den
lokalen Koordinaten {uα} von Em:

∇T
ds

= 0 ⇔ d2uλ

ds2 + Γλµν
duµ

ds

duν

ds
= 0 . (12.0.6)

Dies ist eine nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung zweiten Grades, und diese
hat nach dem Satz von Picard-Lindelöf für die Anfangswerte u0 und T0 = T (u0) in
einer geeigneten Umgebung von u0 eine eindeutige Lösung (siehe etwa: Eschenburg u.
Jost (2007), S. 238).





13 Euler-Charakteristik von konvexen
Polyedern

Wir unterbrechen an dieser Stelle unsere Betrachtung der Krümmung von Flächen in
E3 für einen Augenblick und wenden uns einem wichtigen topologischen Resultat von
Euler zu, der Euler-Charakteristik. Später werden wir uns mit weitreichenden Verall-
gemeinerungen dieses Resultats von Euler beschäftigen.

1
3

2
45

Abbildung 13.1: Polyeder mit Geschlecht 0 und 1

Die Euler-Charakteristik wird gelegentlich auch Euler-Poincaré-Charakteristik genannt.
Euler betrachtete in den Jahren 1752-1753 reguläre Polyeder (Platonische Körper) in
E3 und fand dabei seine berühmte Polyeder-Formel. Sei e die Anzahl der Ecken, k
die Anzahl der Kanten und f die Anzahl der Flächen des Polyeders, dann gilt für die
Euler-Charakteristik χ:

χ ..= e− k + f = 2 . (13.0.1)

Bei der dreiseitigen Pyramide zählen wir e = 4, k = 6, f = 4, also χ = 2, beim konvexen
Quader erhalten wir e = 8, k = 12, f = 6, also wieder χ = 2.
Euler hatte sich gewundert, daß dieser einfache Zusammenhang noch niemandem zu-
vor aufgefallen war. Was Euler jedoch nicht wissen konnte war, daß tatsächlich schon
Descartes (1596-1650) in den Jahren 1619-1621 einen Aufsatz über Polyeder verfaßt
hatte, in dem er diesen Zusammenhang hergeleitet hatte. Descartes Manuskript wurde
nie publiziert, jedoch 1675 oder 1676 von Leibniz (1646-1716) in Paris aus dem Nachlaß
von Descartes handschriftlich kopiert und schließlich erst 1860 mit dem Nachlaß von
Leibniz veröffentlicht (Phillips, 2013).
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Eppstein (2013) hat im Internet einen schönen Artikel mit dem Titel „Twenty Proofs of
Euler’s Formula: V-E+F=2” veröffentlicht, der zeigt, wie diese geometrisch-topologische
Frage bis heute immer wieder zu neuen und kreativen Antworten geführt hat. Wir folgen
hier dem 9. Beweis von Eppstein, der wohl auf Adrien-Marie Legendre (1752–1833)
zurückgeht.

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir voraussetzen, daß der Poly-
eder ’klein’ ist, d.h. im Innern einer Einheitskugel S2 liegt und daß der Kugelmittelpunkt
irgendwo innerhalb des Polyeders liegt. Als nächstes triangulieren wir die Oberfläche
des Polyeders, d.h. wir ersetzen alle Flächen durch eine Summe von Dreiecken. Wenn
wir jetzt nach der Summe aller Dreieckskanten k fragen, so finden wir 3

2 mal soviele
Kanten wie Dreiecksflächen f , denn jedes Dreieck hat 3 Kanten, teilt sich aber jede
Kante mit einem Nachbardreieck.

k = 3
2f . (13.0.2)

Wenn wir jetzt jede Dreieckskante der Oberfläche des Polyeders vom Kugelmittelpunkt
auf die Kugeloberfläche projizieren, so erhalten wir als Bild der Dreieckskante ein Seg-
ment eines Großkreises. Also wird jedes Dreieck des Polyeders auf ein sphärisches Drei-
eck auf S2 abgebildet. Für die Fläche eines sphärischen Dreiecks mit den Innenwinkeln
αi auf der Einheitskugel (r = 1) hatte Harriot gefunden (9.0.2):

3∑
i=1

αi = A+ π .

Jetzt summieren wir diesen Ausdruck über alle Dreiecksflächen und erhalten:
f∑

m=1

3∑
i=1

αi =
f∑

m=1

(A+ π) = 4π + fπ , (13.0.3)

denn die Summe über alle sphärischen Dreiecksflächen A ist ja gerade die gesamte
Kugeloberfläche.
Andererseits können wir die Winkelsumme

∑3
i=1 αi auch über alle Ecken (Vertizes) E

durchführen und erhalten dann:
e∑

n=1

3∑
i=1

αi = 2πe . (13.0.4)

Die Gesamtwinkelsummen 13.0.3 und 13.0.4 müssen gleich sein, unabhängig davon, ob
wir über Flächen oder Ecken summieren. Also folgt

4π + fπ = 2πe ⇒ f = 2e− 4 ⇒ 3f = 2e− 4 + 2f ⇒

2k = 2e− 4 + 2f ⇒ χ ..= e− k + f = 2 . (13.0.5)
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Natürlich stellt sich nun die Frage, ob dieses Ergebnis von der speziellen Form der
Triangulierung abhängt? Wenn wir aus einem Dreieck zwei Dreiecke machen, indem wir
einen Eckpunkt mit irgendeinem Punkt auf der gegenüberliegenden Kante verbinden,
so erhöhen sich e um 1, k um 2, f um 1 und χ = e− k + f bleibt unverändert. 2

Die ersten beiden Abbildungen zeigen konvexe Polyeder. Die dritte Abbildung zeigt
einen Quader mit einem ’Loch’, bzw. ’offenen Kanal’. Wir finden hier e = 2 · 12 = 24,
k = 4 + 2 · (6 + 10) + 4 = 40, f = 4 + 2 · 4 + 4 = 16, also χ = 0. Dies kann
man eleganter darstellen, indem man diesen Quader kompakt aus fünf Teilquadern
zusammensetzt, wobei der fünfte Quader gerade als Kanal in der Mitte liegen möge.
Den aus fünf Teilquadern zusammengesetzten Quader nennen wir Q0 ..= ∪5

i=1Qi und
weil er identisch mit dem einfache Quader Q0 ist, gilt χ(Q0) = 2. Jetzt entfernen wir
den fünften Quader in der Mitte und erhalten also χ = χ(Q0) − χ(Q5) = 2 − 2 = 0.
Für jeden weiteren Quader, den wir im Zentrum entfernen, um ein weiteres ’Loch’ zu
erzeugen, verringert sich χ um 2. Also gilt allgemein: wenn g, das sog. Geschlecht eines
Polyeders bezeichne, d.h. die Anzahl der ’Löcher’, so ändert sich die Formel der Euler
Charakteristik zu:

χg ..= e− k + f = 2− 2g . (13.0.6)





14 Flächentheorie von Gauß

14.1 Carl Friedrich Gauß (1777 – 1855)

Abbildung 14.1: C. F. Gauß
G. Biermann (1887), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Gauß]

Der Vater von Carl Friedrich Gauß, Gebhard
Dietrich Gauß (1744-1808) lebte in Braun-
schweig als Lehmmaurer und Hausschlachter.
Seine erste Frau Dorothea Emeranzia War-
necken (1745-1775), mit der er einen Sohn hat-
te, Johann Georg Heinrich (1769-1854), starb
früh an ’Auszehrung’ (Tuberkulose). Mit sei-
ner zweiten Frau Dorothea Benze (1743-1839)
hatte er ein weiteres Kind namens Carl Fried-
rich (1777-1855).

Der junge Carl Friedrich war ein sehr waches
und interessiertes Kind und lernte auf eigene
Initiative mit Hilfe seines Bruders Georg schon
sehr früh Lesen und Schreiben. Gegen große
Widerstände des Vaters gelang es ihm mit 11
Jahren das Gymnasium in Braunschweig be-
suchen zu dürfen. Dort lernte er nebenbei auf
eigene Initiative hin Altgriechisch, um Pytha-
goras und Euklid im Original lesen zu können.
Der 14-jährige Gauß wurde vom Braunschwei-
ger Professor Zimmermann als außergewöhnli-
ches Talent erkannt und auf dessen Veranlas-
sung vom Braunschweiger Herzog Carl Wilhelm Ferdinand gefördert. Mit 15 Jahren
begann Gauß sein Studium in Braunschweig am Collegium Carolinum bei Prof. Zim-
mermann in Mathematik und Physik und bei Prof. Eschenburg in Philosophie und
Literatur.

Ab dem Jahr 1795 durfe Gauß mit einem Stipendium seines Herzogs für drei Jahre an
der Universität Göttingen studieren. Die dortige Universität hatte für Gauß vornehmlich
wegen ihrer umfangreichen Universitätsbibliothek eine große Bedeutung, weil diese ihm
den Zugang zu allen aktuellen mathematischen Publikationen eröffnete. In Göttingen
begann Gauß die Zahlentheorie von Euler zu studieren und zu erweitern, was schließlich
1801 zu seiner ersten großen Veröffentlichung führte, den Disquisitiones Arithmeticae.
Mit einem Teilergebnis dieser Arbeit, dem Fundamentalsatz der Algebra, promovierte
Gauß 1799 an der Braunschweigischen Landesuniversität Helmstedt.
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Zu Beginn des Jahres 1801 wurde von dem italienischen Astronomen Giuseppe Piaz-
zi der Asteroid Ceres entdeckt (heute als Zwergplanet klassifiziert). Gauß begann mit
großem Engagement und großem Arbeitsaufwand aus den wenigen Beobachtungsdaten
von Piazzi die Bahn von Ceres zu berechnen. Nachdem sich diese Berechnungen als
korrekt herausgestellt hatten wurde Gauß über Nacht europaweit berühmt und durfte
sich Hoffnungen auf einen Ruf an eine Sternwarte machen. 1807 wurde er Professor
für Astronomie in Göttingen und Leiter der dortigen Sternwarte. 1809 erschien sein
astronomisches Hauptwerk Theorie der Bewegung der Himmelskörper, welche in Ke-
gelschnitten die Sonne umlaufen. In diesem Werk stellte Gauß auch erstmalig die von
ihm schon jahrelang verwendete Fehlerrechnung vor. 1812 berechnete Gauß die Bahn
des Jupitermondes Pallas, wobei er fast ein Jahr lang 800000 reelle Zahlen verarbeite-
te (ohne Taschenrechner und Computer!). Anschließend korrigierte er die theoretische
Jupitermasse aus den beobachteten Bahnstörungen des Pallas.

Daneben versuchte Gauß alle möglichen Fehlerquellen für seine astronomischen Beob-
achtungen zu identifizieren und zu minimieren. Dabei wurde ihm klar, daß eine wesent-
liche Ungenauigkeit bei astronomischen Beobachtungen die ungenügend genauen Erd-
koordinaten der Beobachtungsstationen aufgrund der Abplattung der Erde war. Daher
planten die europäischen Geodäten und Astronomen ein möglichst präzises gesamteu-
ropäisches Vermessungsnetz. Gauß ließ sich von dieser Idee überzeugen und erklärte
sich bereit, die Vermessung des Königreichs Hannover zu übernehmen. Diese für Gauß
auch körperlich überaus anstrengende Arbeit beschäftigte ihn von 1821-1825. Seine Er-
findung des Heliotrops, eines Spiegel-Linsen-Systems, mit dem er Sonnenlicht bündeln
und in eine Richtung fokussiert abstrahlen konnte, erlaubte ihm bei guter Sicht eine
Strecke von bis zu 100 km zwischen zwei Meßpunkten zu überbrücken und stellte ei-
ne Revolution in der Geodäsie dar. In all diesen Jahren der geodätischen Messungen
arbeitete Gauß nebenbei an seiner mathematischen Flächentheorie, die ihn zum Be-
griff der Flächenkrümmungen und seinem Theorema Egregium (Herausragender Satz)
führte. Gauß erkannte klar die große Bedeutung dieser Entdeckung und war über seine
in mühevoller Arbeit erreichten Ergebnisse sehr glücklich. Er publizierte einige dieser
Arbeiten über Differentialgeometrie 1827 unter dem Titel Disquisitiones generales circa
superficies curvas (Allgemeine Untersuchungen über gekrümmte Flächen). Gauß blieb
lebenslang seinem Publikationsmotto treu: „pauca sed matura” („nur Weniges, aber
Reifes”), und so blieben viele seiner Einsichten unveröffentlicht und fanden sich erst
Jahrzehnte später in seinen mathematischen Tagebüchern. Legendär sind die zahlrei-
chen brieflichen Antworten von Gauß an andere Mathematiker, die ihm stolz von ihren
Entdeckungen berichteten und denen Gauß dann kurz und freundlich mitteilte, daß
er sich über diese Entdeckung freue, daß er selbst aber schon vor vielen Jahren einen
entsprechenden „zierlichen kleinen Beweis” gefunden habe.

In den Jahren von 1828-1844 wurde Gauß um eine Verfeinerung seines Meßnetzes zum
Zweck der Kartographie gebeten, doch diese Arbeit delegierte er soweit als möglich. 1831
trat der mit Gauß befreundete Physiker Wilhelm Weber seine Professur in Göttingen an
und zwischen Gauß, der bislang immer nur als Einzelgänger geforscht hatte, und dem
jungenWeber entwickelte sich eine für beide inspirierende Zusammenarbeit beim Thema
Magnetismus. Dabei entwickelte Gauß das Magnetometer, das erste exakte Meßgerät
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zur Messung von Magnetfeldstärken und baute und erprobte mit Weber den ersten
elektromagnetischen Telegraphen.

Bernhard Riemann begann sein Mathematikstudium in Göttingen, hatte dort zunächst
von Gauß aber nicht allzuviel erlebt, weil dieser kein Interesse an der Lehre zeigte und
nur pflichtgemäß seine Astronomievorlesungen hielt. Riemann wechselte dann nach Ber-
lin zu Jacobi und Dirichlet, die ihn unterstützten und förderten und kehrte dann wieder
zurück nach Göttingen, wo er unter Gauß mit einer Arbeit über Funktionentheorie pro-
movierte. Anschließend habilitierte Riemann 1854 im Fach Mathematik unter Gauß.
Dieser saß als Dekan der Prüfungskommission für Riemann vor und wählte aus Rie-
manns Liste der möglichen Themen für dessen Probevorlesung das letztgenannte The-
ma „Über die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”. Riemann wurde von
dieser Wahl völlig überrascht, denn üblicherweise akzeptierte die Fakultät immer das
erstgenannte Thema des Kandidaten, und er erarbeitete aus dem Nichts in zwei Mo-
naten die Grundlagen der Differentialgeometrie in n Dimensionen. Gauß, zu jener Zeit
schon herzkrank, war wohl der Einzige der Riemanns Vortrag wirklich verstand, und er
war außergewöhnlich erregt und begeistert. Dies war der letzte öffentliche Auftritt von
Gauß in der Fakultät vor seinem Tod zu Beginn des Jahres 1855.

Die glücklichste Zeit seines Lebens war für Gauß die Zeit seiner ersten Ehe mit Johanna
Osthof ab dem Jahr 1805. Nach der Geburt ihres dritten Kindes starb Johanna, und
nur ein halbes Jahr später im Verlauf einer großen Masern-Epidemie starb auch dieses
junge Kind. Gauß war zutiefst betroffen und verfiel in eine Depression. 1810 heiratete er
Wilhelmine Waldeck, eine Göttinger Freundin von Johanna, und aus dieser Ehe gingen
drei Kinder hervor. Ab 1818 begann Wilhelmine gesundheitlich schwächer zu werden
und einige Jahre später zeigte sich, daß sie unheilbar an Tuberkulose erkrankt war. Sie
wurde liebevoll von Minna, dem zweiten Kind von Gauß gepflegt, die sich dabei jedoch
auch an Tuberkulose infizierte. Wilhelmine starb nach langem Leiden 1831 und Minna
starb 1840. Gauß blieb als Trost nur seine Arbeit!

Die Originalarbeiten von Gauß hat das Göttinger Digitalisierungszentrum freundlicher-
weise online gestellt, siehe Gauß (2013).

[Quellen: de.wikipedia: Gauß, Mania (2012)].

14.2 Erste und zweite Fundamentalform einer Fläche

Gauß standen zu seiner Zeit weder der Begriff der Tensoren noch jener der Differen-
tialformen zur Verfügung. Eine schöne Darstellung der Gaußschen Gedanken und Be-
zeichnungen findet sich im Abschnitt „How to Read Gauss” in Spivak (1979), II, S. 74
ff.

Wir orientieren uns hier im Wesentlichen an Frankel (2004), S. 201 ff. und Eschenburg
u. Jost (2007), S. 45 ff., mit etwas modifizierten Bezeichnungen.

http://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9F
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Abbildung 14.2: Immersion einer Fläche von E2 in eine Fläche M ⊂ E3

Sei x : E2 →M ⊂ E3 eine Immersion. Dann gilt für die Tangentialabbildung

x∗ : Tu(E2)→ Tx(u)(E3) , x∗(∂ui) ..=
∂xk(u)
∂ui

∂xk , i ∈ {1, 2}, k ∈ {1, 2, 3} ,
(14.2.1)

das heißt, der Tangentialraum Tx(u)(E3) an M ⊂ E3 im Punkt x(u) ∈ E3 ist gegeben
durch

Tx(u)(E3) = {∂x
k(u)
∂ui

∂

∂xk
, i = 1 . . . 2, k = 1 . . . 3} .

Nun ist Tx(u)(E3) ∼ E3 und so wählen wir als Einheitsvektoren in dem äquivalenten
Tangentialraum T̃x(u)(E3) = E3:

ei(u) ..= xui ..=
∂x(u)
∂ui

, (14.2.2)

also

T̃x(u)(E3) = E3 = {ei(u) = xui = ∂x(u)
∂ui

=


∂x1(u)
∂ui

∂x2(u)
∂ui

∂x3(u)
∂ui

 , i = 1 . . . 2}

Senkrecht auf e1(u) und e2(u) im Punkt x(u) ∈ M wählen wir mit rechtshändiger
Orientierung den Normalenvektor n(u).
Jetzt führen wir die zu {ei(u)} duale Basis des Kotangentialraums T̃ ∗x(u)(E3) ein mit

T̃ ∗x(u)(E3) = E3 = {dei(u) | dei(ej)|u = δij} .

Mittels der dei(u) kann man die beiden folgenden vektorwertigen 1-Formen an der Stelle
x(u) einführen:

dx(u) ..= xuide
i = xu1de1 + xu2de2 ,
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dn(u) ..= Nuide
i = nu1de1 + nu2de2 .

dx(u) angewendet auf einen Vektor V ergibt gerade wieder diesen Vektor V , denn

V = V iei ∈ T̃x(u)(E3) ⇒ dx(u)(V ) = xui(u)dei(V jej) = xui(u)V i = V , (14.2.3)

Auf M wird eine Metrik g als ein Feld einer 2-Form (d.h. eines kovarianten Tensors 2.
Stufe) eingeführt durch

gij(u) ..= 〈ei(u) | ej(u)〉 ..=
3∑

k=1

xkui xkuj , (14.2.4)

g(u) ..= gij(u) dei(u)⊗ dej(u) . (14.2.5)

Für zwei Vektoren V = V iei und W = W jej des Tangentialraums T̃x(u)(E3) gilt also:

〈V | W 〉 = V iW j〈ei(u) | ej(u)〉 = gij(u)V iW j . (14.2.6)

Nun kann die Metrik-2-Form g(u) als ein ’Quadrat’ einer 1-Form ds(u) geschrieben
werden:

ds2(u) ..= 〈dx(u) | dx(u)〉 ..= 〈xui(u)dei(u) | xuj(u)dej(u)〉

= 〈ei(u)dei(u) | ej(u)dej(u)〉 = gij(u) dei(u)dej(u) = g(u) . (14.2.7)

Die Erste Fundamentalform von Gauß ist jetzt der folgende Ausdruck für die Bogen-
länge ds, in der Sprache der Differentialformen also die folgende 1-Form:

ds(u) ..= 〈dx(u) | dx(u)〉 1
2 ..= 〈xui(u)dei(u) | xuj(u)dej(u)〉 1

2

= 〈ei(u)dei(u) | ej(u)dej(u)〉 1
2 = (gij(u) dei(u)dej(u)) 1

2 . (14.2.8)

Diese Erste Fundamentalform von Gauß ist bezüglich der Fläche M intrinsisch, denn
sie bezieht sich nur auf den Tangentialraum T̃x(u)(E3) von x(u) ∈M .
Den Zusammenhang mit der bekannten Schreibweise der Differentialquotienten sieht
man sofort, wenn V (t) eine Tangente an die Kurve x(u(t)) ist:

V = de

dt

i

xui(u) = de

dt

i

ei ∈ T̃x(u)(E3) ⇒ dx(u)(V ) = xui(u)dei(de
dt

j

ej) = xui(u)de
dt

i

,

(ds(u)
dt

)2 ..= 〈 d
dt
dx(u) | d

dt
dx(u)〉 ..= 〈xui(u)de

i

dt
| xuj(u)de

j

dt
〉

= 〈ei(u)de
i

dt
| ej(u)de

j

dt
〉 = gij(u) de

i

dt

dej

dt
.
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Damit wird die Bogenlänge einer Kurve x(u(t)) von x(u(a)) bis x(u(b)) zu

s(a, b) =
b∫

a

||∂x(u)
∂ui

dei

dt
|| dt =

b∫
a

〈∂x(u)
∂ui

dei

dt
| ∂x(u)
∂uj

dej

dt
〉

1
2 dt

=
b∫

a

(gij(u) de
i

dt

dej

dt
) 1

2 dt . (14.2.9)

Die Zweite Fundamentalform von Gauß beschreibt jetzt die Änderung des Tangential-
raums, bzw. des Normalenvektors, im umgebenden Raum E3 bei einer Änderung des
Punktes x(u). Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der Definition der Krümmung
einer Kurve als Änderung der Tangente in Normalenrichtung (siehe 10.1.6):

Kij(u) ..= 〈 ∂
∂ui

ej(u) | n(u)〉 = 〈 ∂2

∂ui∂uj
x(u) | n(u)〉 = 〈xuiuj(u) | n(u)〉 , (14.2.10)

bzw. als Feld einer symmetrischen 2-Form:
K(u) ..= bij(u) dei(u)⊗ dej(u) . (14.2.11)

Eine alternative Beschreibung von Kij(u) erhält man mittels

xui ⊥n ⇒ 0 = ∂

∂uj
〈xui(u) | n(u)〉 = 〈xujui(u) | n(u)〉+ 〈xui(u) | nuj(u)〉 ⇒

Kij(u) = −〈xui(u) | nuj(u)〉 , bzw. (14.2.12)

K(u) = −〈xui(u) | nuj(u)〉 dei ⊗ dej = −〈dxui(u) | dnuj(u)〉 . (14.2.13)

In einem endlichdimensionalen Vektorraum kann man jeder reellen, symmetrischen Ma-
trix eine selbstadjungierte Abbildung zuordnen. In unserem Zusammenhang kann man
so mit Kij(u) die sog. Weingarten-Abbildung L(u) definieren:

〈ei(u) | L(u) ej(u)〉 = 〈ei(u) | L(u)kj ek(u)〉 = L(u)kj gki(u) ..= Kij(u) , d.h.
(14.2.14)

L(u)kj = Kk
j(u) . (14.2.15)

Damit folgt
〈ei(u) | L(u) ej(u)〉 = L(u)kj gki(u) = Kij(u) = −〈xui(u) | nuj(u)〉 ,

L(u)ej(u) = L(u)kj ek(u) = −nuj(u) , bzw.

nuj(u) = −Kk
j(u)xuk(u) . (14.2.16)

Daraus folgt für die Änderung von n(u) entlang einer Kurve x(u(t)):
dn(u) = nuj(u) dej(u) = −L(u)i j ei(u)dej(u) ⇒

dn(u(t))
dt

= −L(u(t))i j xui(u(t))de
j(t)
dt

. (14.2.17)
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14.3 Gauß-Krümmung

Die reelle, symmetrische Matrix L(u)i j der Weingarten-Abbildung L(u) kann nun dia-
gonalisiert werden zu

L̃(u)i j ..=
(
κ1 0
0 κ2

)
. (14.3.1)

Die entsprechenden orthogonalen Eigenvektoren ẽk mit L(u)kj ẽk = κj ẽj heißen Haupt-
krümmungsrichtungen.
Die Gaußsche Krümmung ist definiert als

KG(u) ..= det(L(u)i j) = det(L̃(u)i j) = κ1κ2

= det(Ki
j(u)) = det(Kij(u))

det(gkl(u)) = .. det(K(u))
det(g(u)) , (14.3.2)

und sie ist als Determinante unabhängig von der jeweils gewählten Basis des Tangenti-
alraums T̃x(u)(E3).
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Abbildung 14.3: Gaußsche Normalenabbildung einer Fläche M ⊂ E3

Tatsächlich hat Gauß die nach ihm benannte Krümmung ursprünglich mittels seiner
Normalenabbildung definiert. Diese Abbildung ñ : M → S2 mit ñ(x) ..= n(x) ord-
net jedem Punkt x ∈ M seinem jeweiligen Normalenvektor n(x) entsprechend einen
Punkt auf der Kugeloberfläche S2 zu. Nun hat Gauß um den Punkt x ∈M eine kleine
Umgebung U konstruiert und diese Umgebung dann mittels ñ auf S2 abgebildet. Das
Verhältnis der Flächen limU→0 vol(ñ(U))/ vol(U) zeigt an, wie stark sich n(x) an der
Stelle x verändert und wurde daher von Gauß als Krümmung K definiert.
Wir wollen jetzt den Zusammenhang dieser Krümmungsdefinition mit der obigen Defi-
nition mittel der Determinanten von K herstellen.
Seien also die drei Basisvektoren e1, e2,n ∈ T̃x(u)(E3) = E3 in einer positiven Orientie-
rung gegeben. Seien weiter M und S2 beide in den gleichen Raum E3 eingebettet, dann
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kann man die Tangentialräume TxM und Tñ(x)S
2 miteinander identifizieren. Damit sind

dann auch die entsprechenden Flächenformen bei x, bzw. ñ(x) identisch:

ω ..= volS2 = volM = √g 1
2!εij de

i ∧ dej = √g de1de2 .

Für die Tangentialabbildung ñ∗ gilt dann:

ñ∗(ei) = ñ∗(xui) = ñ∗(
∂x
∂ui

) = ∂n
∂ui

.

Für den Rücktransport (pullback) der Flächenform ω = volS2 von S2 nach M ergibt
sich mit 14.2.16:

ñ∗(volS2) = ñ∗(ω(e1, e2)) = ω(ñ∗xu1 , ñ∗xu2) = ω( ∂n
∂u1 ,

∂n
∂u2 )

= ω(−Kk
1xuk ,−K l

2xul) = Kk
1K

l
2ω(ek, el)

= (K1
1K

2
2 −K2

1K
1
2)ω(e1, e2) = det(Ki

j)ω(e1, e2)

= det(Kij)
det(g) ω(e1, e2) = KG(u) volM .

Daraus folgt nun wie behauptet

lim
U→0

vol(ñ(U))
vol(U) = lim

U→0

∫
ñ(U)

volS2∫
U

volM
= KG .

14.4 Integrabilitätsbedingungen von Gauß, Codazzi,
Mainardi

Der Vektor xuiuj(u) wird im Allgemeinen nicht in der FlächeM liegen, also zerlegt man
ihn in einen tangentialen und einen normalen Anteil:

xuiuj(u) = ∂2

∂ui∂uj
x(u) = .. Γkij(u)xuk(u) + 〈xuiuj(u) | n(u)〉n(u)

= Γkij(u)xuk(u) +Kij(u)n(u) . (14.4.1)

Für die Christoffel-Symbole Γkij(u) findet man:

Γkij(u) = Γkji(u) = 1
2g

km(u)[∂gjm(u)
∂ui

+ ∂gim(u)
∂uj

− ∂gij(u)
∂um

] , und (14.4.2)

Γkij(u) = Γkji(u) , Γkij(u) = −Γikj(u) . (14.4.3)
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Beweis: Aus xuiuj(u) = xujui(u) folgt sofort Γkij(u) = Γkji(u) .

∂gjm(u)
∂ui

= ∂

∂ui
〈xuj(u) | xum(u)〉 = 〈xuiuj(u) | xum(u)〉+ 〈xuj(u) | xuium(u)〉

= 〈Γnij(u)xun(u) | xum(u)〉+ 〈xuj(u) | Γnim(u)xun(u)〉

= Γnij(u)gnm(u) + Γnim(u)gjn(u) = Γmij(u) + Γjim(u) ,

und entsprechend

∂gim(u)
∂uj

= Γmji(u) + Γijm(u) , ∂gij(u)
∂um

= Γjmi(u) + Γimj(u) ,

und daraus folgt

∂gjm(u)
∂ui

+ ∂gim(u)
∂uj

− ∂gij(u)
∂um

= Γmij(u) + Γjim(u) + Γmji(u) + Γijm(u)− Γjmi(u)− Γimj(u)

= 2Γmij(u) ⇒

Γkij(u) = gkm(u)Γmij(u)

= 1
2g

km(u)[∂gjm(u)
∂ui

+ ∂gim(u)
∂uj

− ∂gij(u)
∂um

] , und

Γmij(u) = −Γimj(u) . 2

Gauß hat aus der Bedingung xuiujuk(u) = xujuiuk(u), also aus der Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen, eine notwendig Bedingung an die Koeffizienten der ersten Fun-
damentalform gij(u) abgeleitet. Die entsprechende Bedingung für die Koeffizienten der
zweiten Fundamentalform Kij(u) stammt von Codazzi und Mainardi. Bonnet konnte
dann mit Hilfe des Satzes von Frobenius (siehe das nächste Kapitel) zeigen, daß die-
se beiden Bedingungen an gij(u) und Kij(u) auch hinreichende Bedingungen für eine
eindeutige Bestimmung einer 2-dimensionalen Fläche M im 3-dimensionalen Raum E3

sind.

xuiujuk(u) = ∂uixujuk(u) = ∂ui [Γmjk(u)xum(u) +Kjk(u)n(u)]

= (∂uiΓmjk(u))xum(u) + Γmjk(u)xuium(u) + (∂uiKjk(u))n(u) +Kjk(u)nui(u)

= (∂uiΓmjk(u))xum(u) + Γmjk(u)Γnim(u)xun(u) + Γmjk(u)Kim(u)n(u)

+ (∂uiKjk(u))n(u)−Kjk(u)Kn
i(u)xun(u)

= [∂uiΓnjk(u) + Γmjk(u)Γnim(u)−Kjk(u)Kn
i(u)]xun(u)
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+ [∂uiKjk(u) + Γmjk(u)Kim(u)]n(u) ,

und analog

xujuiuk(u) = [∂ujΓnik(u) + Γmik(u)Γnjm(u)−Kik(u)Kn
j(u)]xun(u)

+ [∂ujKik(u) + Γmik(u)Kjm(u)]n(u) .

Aus xuiujuk(u)− xujuiuk(u) != 0 ergibt sich also

xuiujuk(u)− xujuiuk(u)

= [∂uiΓnjk(u) + Γmjk(u)Γnim(u)−Kjk(u)Kn
i(u)

− ∂ujΓnik(u)− Γmik(u)Γnjm(u) +Kik(u)Kn
j(u)]xun(u)

+ [∂uiKjk(u) + Γmjk(u)Kim(u)− ∂ujKik(u)− Γmik(u)Kjm(u)]n(u)

!= 0 .

Wir führen die Abkürzung

Rn
kij(u) ..= ∂uiΓnjk(u)− ∂ujΓnik(u) + Γmjk(u)Γnim(u)− Γmik(u)Γnjm(u) , (14.4.4)

ein, der wir später als Komponente des Riemannschen Krümmungstensors wiederbe-
gegnen werden. Grundlegend ist hier die Einsicht, daß die Rn

kij(u) über die Christoffel-
Symbole Γnjk(u) nur vom den Koeffizienten gij(n) der Metrik-2-Form und deren ersten
und zweiten Ablleitungen abhängen, also vollständig intrinsische Größen der Fläche M
sind, und sich nicht auf den umgebenden Raum beziehen!
Damit ergeben sich nun die Gauß- und die Codazzi-Mainardi-Integrabilitätbedingungen:

Rn
kij(u) = Kjk(u)Kn

i(u)−Kik(u)Kn
j(u) , (14.4.5)

∂uiKjk(u)− Γmik(u)Kjm(u) = ∂ujKik(u)− Γmjk(u)Kim(u) . (14.4.6)

14.5 Integrabilitätsbedingungen und der Satz von
Frobenius

Sei V(x) ∈ TxEn ∼ En ein Vektorfeld eines n-dimensionalen euklidischen Raums. Dann
stellt sich in der Physik häufig die Frage, ob sich dieses Vektorfeld als Gradientenfeld
einer skalaren Funktion f(x) darstellen läßt, also V(x) = ∇xf(x). Dies ist nun ein
System von n Gleichungen für die eine unbekannte Funktion f(x), also für n > 1 ein
überbestimmtes Gleichungssystem. Die zusätzlichen Bedingungen für eine Lösbarkeit
nennt man Integrabilitätsbedingungen.
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Die bekannte Antwort im obigen Beispiel lautet, V(x) = ∇xf(x) ist genau dann lösbar,
wenn die Rotation von V(x) verschwindet. Daß diese Bedingung notwendig ist, sieht
man leicht. Seien V(x) ein Vektorfeld und das Differential df(x) eine 1-Form auf En,
also

V(x) ∈ TxEn ..= {W i(x) ∂

∂xi
|W i(x) ∈ R, i = 1 . . . n} ,

df(x) ∈ T ∗xEn ..= {wi(x)dxi |wi(x) ∈ R, i = 1 . . . n} ,

dann ist der Gradient als die kontravariante Form des kovarianten Differentials definiert,
d.h.

〈∇f | V〉 ..= df(V) ⇒ (14.5.1)

df( ∂

∂xj
) =

{
∂ifdx

i( ∂
∂xj

) = ∂jf ,

〈(∇f)k ∂
∂xk
| ∂
∂xj
〉 = gjk(∇f)k ,

(∇f)i = gijgjk(∇f)k = gij∂jf = .. ∂if . (14.5.2)

Wenn sich nun V(x) als Gradientenfeld einer Funktion f(x) in En darstellen läßt, so
gilt also

V i = gij∂jf = ∂if bzw. Vi = ∂if .

Notwendig für die Lösbarkeit dieser überbestimmten Gleichung ist die Gleichheit der
gemischten Ableitungen

∂i∂jf − ∂j∂if = ∂iVj − ∂jVi
!= 0 ,

und da in En ja V i = Vi ist, so gilt also:

∂i∂jf − ∂j∂if = ∂iV
j − ∂jV i != 0 , in E3 also : ∇×V != 0 . (14.5.3)

Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels ist die Frage nach der Lösbarkeit eines spezi-
ellen, überbestimmten linearen Differentialgleichungssystems, oder geometrisch formu-
liert: gibt es eine Integralmannigfaltigkeit, die tangential zu einer vorgegebenen glatt
verbundenen Schar von Tangentialräumen liegt? Die Aussage, daß die Gleichheit der
gemischten Ableitungen für die Lösbarkeit eines solchen Gleichungssystems nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend ist, wird heute als der Satz von Frobenius
(1877) bezeichnet, obwohl historisch betrachtet die ersten Beweise dieses Satzes von
Feodor Deahna (1840) und Alfred Clebsch (1866) stammen. Wir folgen hier Spivak
(1979), I, S. 244 ff., mit einigen Modifikationen und kleinen Erweiterungen.
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Ein Beispiel in E3 hilft bei der Klärung der Begriffe. Gegeben sei eine glatt verbun-
dene Schar von Flächen, die man durch eine 2-dimensionale Distribution ∆, d.h. 2-
dimensionale Unterräume von E3, beschreibt:

∆p ..= {r1 · (
∂

∂x
|p + f̄1(p) ∂

∂z
|p) + r2 · (

∂

∂y
|p + f̄2(p) ∂

∂z
|p) | r1, r2 ∈ R, p ∈ E3} .

(14.5.4)

Hierbei sind f̄1, f̄2 : E3 → E1 vorgegebene C∞-Funktionen, welche die Tangential-
räume der verschiedenen Punkte p ∈ E3 verbinden. Nebenbei: diese Distribution der
Differentialgeometrie hat, außer dem Namen, nichts mit den Distributionen der Funk-
tionalanalysis gemeinsam!
Sei nun ᾱ : E2 → E3 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit

ᾱ(x, y) ..= (x, y, z(x, y))T ..= (x, y, α(x, y))T und (14.5.5)

α(x, y) ..= z(x, y) also α : E2 → E1 .

Wenn nun ᾱ eine Lösungsmannigfaltigkeit zu der Distribution ∆p in dem Sinne sein
soll, daß ᾱ tangential zu ∆p für alle p ∈ E3 liegt , dann muß für α : E2 → E1 gelten:

∂α

∂x
= ∂z

∂x
= f̄1(p) , ∂α

∂y
= ∂z

∂y
= f̄2(p) . (14.5.6)

Der Übergang von den Variablen x, y, z zu x, y, α(x, y) entspricht dem Übergang von den
Funktionen f̄1, f̄2 : E3 → E1 zu f1, f2 : E2 ⊗ E1 → E1 mit f̄i(x, y, z) = fi(x, y, α(x, y)).
Die Distribution kann also mit der Integralmannigfaltigkeit ᾱ geschrieben werden als:

∆p ..= {r1 · (
∂

∂x
|p + ∂α

∂x

∂

∂z
|p) + r2 · (

∂

∂y
|p + ∂α

∂y

∂

∂z
|p) | r1, r2 ∈ R, p ∈ E3} . (14.5.7)

und diese Integralmannigfaltigkeit ᾱ ist die Lösung des überbestimmten Differential-
gleichungssystems (2 Gleichungen für die eine Unbekannte α):

∂xα(x, y) = ∂

∂x
α(x, y) = f1(x, y, α(x, y)) ,

∂yα(x, y) = ∂

∂y
α(x, y) = f2(x, y, α(x, y)) , (14.5.8)

mit den Anfangsbedingungen α(0, 0) = α0 ∈ E1. Natürlich ist die Integralmannigfaltig-
keit α nur dann eine Lösung des DGL-Systems sofern eine Lösung existiert. Man kann
leicht Beispiele konstruieren die zeigen, daß es nicht für jedes Funktionenpaar f1, f2
eine Lösung gibt (siehe etwa Spivak (1979), I, S. 247). In jedem Fall notwendig für die
Existenz einer Lösung ist die Gleichheit der gemischten Ableitungen:

∂x∂yα(x, y) != ∂y∂xα(x, y) . (14.5.9)
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Dieses Beispiel wollen wir nun für eine m-dimensionale Distribution in Em+n verallge-
meinern. Wenn α : Em → En die m-dimensionale Integralmannigfaltigkeit bezeichne,
dann können wir die m-dimensionale Distribution ∆ am Punkt p ∈ Em+n wie oben
definieren als:

∆p ..= {ri · (∂i|p +
n∑
k=1

fki (p) ∂

∂αk
|p) | i = 1 . . .m, k = 1 . . . n, ri ∈ R} . (14.5.10)

Hierbei sind die fi : Em⊗En → En , i = 1 . . .m, vorgegebene C∞-Funktionen, welche die
Tangentialräume der verschiedenen Punkte p verbinden. Wenn nun die m-dimensionale
Mannigfaltigkeit α für alle p tangential zu ∆p liegt, dann läßt sich die Distribution ∆
wieder schreiben als:

∆p ..= {ri · (∂i|p +
n∑
k=1

∂iα
k ∂

∂αk
|p) | i = 1 . . .m, k = 1 . . . n, ri ∈ R, } , (14.5.11)

und diese Integralmannigfaltigkeit α ist Lösung des überbestimmten Differentialglei-
chungssystems (m · n Gleichungen für n Unbekannte):

∂iα
k(x1, . . . , xm) = fki (x1, . . . , xm, αk(x1, . . . , xm)) , i = 1 . . .m , k = 1 . . . n ,

(14.5.12)

mit den Anfangsbedingungen

αk(0, . . . , 0) = αk0 ∈ En, i = 1 . . .m, k = 1 . . . n, (14.5.13)

Notwendig für die Existenz einer Lösung ist wieder die Gleichheit der gemischten Ab-
leitungen:

(∂i∂j − ∂j∂i)αk(x1, . . . , xm) != 0 , i, j = 1 . . .m . (14.5.14)

Wenn man sich den Ausdruck für die Gleichheit der gemischten Ableitungen ausführli-
cher hinschreibt, so erhält man die sog. Frobenius-Gleichungen:

∂if
k
j |α +

n∑
l=1

∂fkj
∂αl

∂iα
l − (∂jfki |α +

n∑
l=1

∂fki
∂αl

∂jα
l) =

∂if
k
j |α − ∂jfki |α +

n∑
l=1

∂fkj
∂αl

f li −
n∑
l=1

∂fki
∂αl

f lj
!= 0 , (14.5.15)

i, j = 1 . . .m , k, l = 1 . . . n .

Jetzt soll gezeigt werden, daß die Frobenius-Gleichungen nicht nur notwendig, sondern
lokal auch hinreichend für die Existenz einer Lösung α sind.
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Beweis: Wir suchen eine lokale Lösung von 14.5.12 mit den Anfangsbedingungen
14.5.13 um (x1, . . . , xm) = 0 herum. Wir beginnen mit der ersten Variablen x1:

αk(0, . . . , 0) = αk0 , k = 1 . . . n, (14.5.16)

∂1α
k(x1, 0, . . . , 0) = fk1 (x1, 0, . . . , 0, αk(x1, 0, . . . , 0)) . (14.5.17)

Dies ist für jedes k = 1 . . . n eine gewöhnliche Differentialgleichung 1. Grades, die nach
dem Satz von Picard-Lindelöf für den Anfangswerte αk0 in einer geeigneten Umgebung
von |x1| < ε1 eine eindeutige Lösung hat (siehe etwa: Eschenburg u. Jost (2007), S.
238). Jetzt suchen wir um (x1

0, 0, . . . , 0) mit einem festen |x1
0| < ε1 herum eine Lösung

in der zweiten Variablen x2:

αk(x1
0, . . . , 0) = αk1 , k = 1 . . . n,

∂2α
k(x1

0, x
2, 0, . . . , 0) = fk2 (x1

0, x
2, 0, . . . , 0, αk(x1

0, x
2, 0, . . . , 0)) .

Wie zuvor existiert um den Anfangswerte αk1 in einer geeigneten Umgebung von |x2| < ε2
eine eindeutige Lösung. Jetzt stellt sich allerdings die Frage, ob diese Lösung auch noch
die Differentialgleichung bezüglich der ersten Variablen x1 erfüllt?

gk(x2) ..= ∂1α
k(x1, x2, 0, . . . , 0)− fk1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0)) .

Zunächst sieht man, daß wegen 14.5.17 die Anfangsbedingung erfüllt ist:

gk(0) = ∂1α
k(x1, 0, 0, . . . , 0)− fk1 (x1, 0, 0, . . . , 0, αk(x1, 0, 0, . . . , 0)) = 0 .

Jetzt soll gezeigt werden, daß unter Voraussetzung der Frobenius-Gleichungen 14.5.15
tatsächlich gk(x2) = 0 für alle |x2| < ε2 ist, d.h. daß diese Lösung wie gewünscht auch
die Differentialgleichung in x1 14.5.17 erfüllt.

∂2g
k(x2)

= ∂2∂1α
k(x1, x2, 0, . . . , 0)− ∂2f

k
1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α

−
n∑
l=1

∂fk1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

∂2α
l(x1, x2, 0, . . . , 0)

= ∂1(∂2α
k(x1, x2, 0, . . . , 0))− ∂2f

k
1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α

−
n∑
l=1

∂fk1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

f l2(x1, x2, 0, . . . , 0, αl(x1, x2, 0, . . . , 0))

= ∂1(fk2 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))

− ∂2f
k
1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α
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−
n∑
l=1

∂fk1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

f l2(x1, x2, 0, . . . , 0, αl(x1, x2, 0, . . . , 0))

= ∂1f
k
2 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α

− ∂2f
k
1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α

+
n∑
l=1

∂fk2 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

∂1α
l(x1, x2, 0, . . . , 0)

−
n∑
l=1

∂fk1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

f l2(x1, x2, 0, . . . , 0, αl(x1, x2, 0, . . . , 0))

= ∂1f
k
2 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α

− ∂2f
k
1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))|α

+
n∑
l=1

∂fk2 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

·

· (f l1(x1, x2, 0, . . . , 0, αl(x1, x2, 0, . . . , 0)) + gl(x2))

−
n∑
l=1

∂fk1 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

f l2(x1, x2, 0, . . . , 0, αl(x1, x2, 0, . . . , 0)) .

Mit Hilfe der Frobenius-Gleichungen 14.5.15 folgt sofort:

∂2g
k(x2) =

n∑
l=1

∂fk2 (x1, x2, 0, . . . , 0, αk(x1, x2, 0, . . . , 0))
∂αl

gl(x2) .

Dieses lineare DGL-System für gk(x2) mit der Anfangsbedingung gk(x2) = 0 liefert die
eindeutige Lösung gk(x2) = 0 für alle |x2| < ε2, womit also αk(x1, x2, 0, . . . , 0) auch eine
Lösung der DGL. 14.5.15 bzgl. der Koordinate x1 ist. Und so weiter bis xm ... 2

Wenn die vorgegebenen C∞-Funktionen fi : Em ⊗ En → En, i = 1 . . .m, welche die
Distribution definieren, von der gesuchten Integralmannigfaltigkeit α : Em → En linear
abhängen, dann lassen sich die Fresenius-Gleichungen deutlich vereinfachen. Sei also

fi = Fi · α ⇔ (14.5.18)

fki (x1, . . . , xm, α(x1, . . . , xm)) =
∑
l′

F k
il′(x1, . . . , xm) · αl′(x1, . . . , xm) (14.5.19)
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mit i = 1 . . .m, k, l′ = 1 . . . n . Damit wird das DGL-System 14.5.12 linear:

∂iα
k(x1, . . . , xm) =

∑
l′

F k
il′(x1, . . . , xm) · αl′(x1, . . . , xm) . (14.5.20)

Dann ist

∂f lj
∂αk

= ∂

∂αk

n∑
l′=1

F l
jl′α

l′ = F l
jk , und ∂f li

∂αk
= F l

ik ,

∂iα
k = fki =

n∑
l′=1

F k
il′α

l′ , und ∂jα
k =

n∑
l′=1

F k
jl′α

l′ ,

∂if
l
j|α =

n∑
l′=1

(∂iF l
jl′)αl

′
, und ∂jf

l
i |α =

n∑
l′=1

(∂jF l
il′)αl

′
.

Wenn wir dies in die Frobenius-Gleichungen 14.5.15 einsetzen, so folgt
n∑
l′=1

(∂iF l
jl′)αl

′ −
n∑
l′=1

(∂jF l
il′)αl

′ +
n∑
k=1
l′=1

F l
jkF

k
il′α

l′ −
n∑
k=1
l′=1

F l
ikF

k
jl′α

l′ != 0 ,

bzw. in Matrixschreibweise mit den n × n Matrizen Fi, Fj, i, j = 1 . . .m, und dem
n-dimensionalen Vektor α:

(∂iFj − ∂jFi + Fj · Fi − Fi · Fj) · α
!= 0 , bzw. (14.5.21)

∂iFj − ∂jFi + [Fj, Fi]
!= 0 . (14.5.22)

Achtung: Gelegentlich taucht in der Literatur auch die zu 14.5.21 transponierte Glei-
chung auf (z.B. in Eschenburg u. Jost (2007), S. 195, 233) und dies führt dann zu einem
Vorzeichenwechsel im obigen Kommutator, denn mit Gi ..= F T

i folgt:

0 != αT · (∂iGj − ∂jGi + (Fj · Fi)T − (Fi · Fj)T )

= αT · (∂iGj − ∂jGi + (F T
i · F T

j − F T
i · F T

j ))

= αT · (∂iGj − ∂jGi + [Gi, Gj]) . (14.5.23)

Wenn man die n×n Matrizen Gi, i = 1 . . .m, als eine Matrix-Differentialform schreibt,
so erhält man:

G ..=
m∑
j=1

Gjdx
j ⇒
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dG = 1
2

m∑
i,j=1

∂iGj dx
i ∧ dxj = 1

2

m∑
i,j=1

(∂iGj − ∂jGi) dxidxj ,

G ∧G = 1
2

m∑
i,j=1

GiGj dx
i ∧ dxj = 1

2

m∑
i,j=1

(GiGj −GjGi) dxidxj ,

(∂iGj − ∂jGi + [Gi, Gj]) = 0 ⇔ dG+G ∧G = 0 . (14.5.24)

Dieses Form der linearen Frobenius-Gleichungen wird als Maurer-Cartan-Gleichung be-
zeichnet und begegnet uns wieder und wieder in den Eichfeldtheorien der theoretischen
Physik.

Beispiel: Das Eingangsbeispiel dieses Abschnitts stellte die Frage, wann genau ein ge-
gebenes Vektorfeld V(x) ∈ TxE3 sich als Gradientenfeld einer Funktion
ᾱ(x) = (x1, x2, x3, α(x1, x2, x3))T , also als 3-dimensionale Integralmannigfaltigkeit ᾱ
in E3+1, mit ∂iα = Vi darstellen läßt. Wir schreiben α = .. log β und erhalten

∂iβ(x) = Vi(x)β(x) , i = 1 . . . 3 .

Dies ist gerade das lineare DGL-System 14.5.19 mit n = 1. Die hinreichende Bedingung
für die Existenz von β bei vorgegebenem Vi(x) ∈ R ist 14.5.22 mit der eindimensionalen
Matrix Fi = Vi, also:

∂iVj − ∂jVi + [Vj, Vi] = ∂iVj − ∂jVi
!= 0 . 2

Mit Hilfe des Satzes von Frobenius können wir jetzt auf den Spuren von Bonnet zeigen,
daß die Gauß- und die Codazzi-Mainardi-Integrabilitätbedingungen auch hinreichend
für die eindeutige Existenz einer 2-dimensionalen Fläche in E3 sind.

Satz 14.5.3 Seien auf einem einfach zusammenhängenden 2-dimensionalen Gebiet U ⊂
E3 zwei 2-dimensionale symmetrische C∞-Funktionen g, b : U → E2 (d.h. 2-dim. sym-
metrische Matrizen) gegeben, sei g eine positiv definite Metrik, und g und b mögen
die Gauß- und die Codazzi-Mainardi-Integrabilitätbedingungen (14.4.5, 14.4.6) erfül-
len, dann sind g und b die erste und zweite Fundamentalform einer 2-dimensionalen
Fläche in E3.

Beweis: Wir folgen der Beweisskizze von Eschenburg u. Jost (2007), S. 194-195, jedoch
in unserer Bezeichnungsweise. In 14.4.1 und 14.2.16 hatten wir die beiden Gaußschen
Flächengleichungen gefunden (i, j, k = 1, 2):

∂ixuj ..=
∂

∂ui
xuj(u) = Γkij(u)xuk(u) +Kij(u)n(u) ,
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∂in(u) ..= ∂

∂ui
n(u) = −Kk

i(u)xuk(u) .

Es soll jetzt mittels des Satzes von Frobenius in seiner linearisierten Form 14.5.23 ge-
zeigt werden, daß die Vorgabe von Kij(u), gij(u) und damit auch Γkij(u) hinreichend
zur Bestimmung von xuk(u) und n(u) ist. Wir fassen die xuk(u) und n(u) zu einem
Zeilenvektor zusammen:

α ..= (xu1 ,xu2 ,n) ,

und damit können wir die Gaußschen Flächengleichungen als eine Vektor-Differential-
gleichung schreiben:

∂i(xul , . . . ,n) = (xuk , . . . ,n)

 Γkil . . . −Kk
i

... ...
Kil . . . 0

 ⇔ ∂iα = αGi .

Dabei sind i, j ∈ {1, . . . ,m} pro Gleichung fixiert, k, k′ ∈ {1, . . . , n}Matrixzeilenindizes,
l, l′ ∈ {1, . . . , n}Matrixspaltenindizes. Die Frobenius Bedingungen 14.5.23 lauten dann:

0 != ∂iGj − ∂jGi + [Gi, Gj] .

∂iGj − ∂jGi =

 ∂iΓkjl − ∂jΓkil . . . −∂iKk
j + ∂jK

k
i

... ...
∂iKjl − ∂jKil . . . 0

 .

[Gi, Gj] =


 Γkil′ . . . −Kk

i
... ...

Kil′ . . . 0

 ,

 Γk′jl . . . −Kk′
j

... ...
Kjl . . . 0




=


∑
l′

Γkil′Γl
′

jl −Kk
iKjl . . . −

∑
l′

Γkil′K l′
j

... ...∑
l′
Kil′Γl

′

jl . . . −
∑
l′
Kil′K

l′
j



−


∑
l′

Γkjl′Γl
′

il −Kk
jKil . . . −

∑
l′

Γkjl′K l′
i

... ...∑
l′
Kjl′Γl

′

il . . . −
∑
l′
Kjl′K

l′
i

 .

Die linearen Frobenius-Gleichungen liefern also vier Gleichungsblöcke:

0 != ∂iΓkjl − ∂jΓkil +
∑
l′

Γkil′Γl
′

jl −
∑
l′

Γkjl′Γl
′

il −Kk
iKjl +Kk

jKil ,
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0 != −∂iKk
j + ∂jK

k
i −
∑
l′

Γkil′K l′

j +
∑
l′

Γkjl′K l′

i ,

0 != ∂iKjl − ∂jKil +
∑
l′

Kil′Γl
′

jl −
∑
l′

Kjl′Γl
′

il ,

0 != −
∑
l′

Kil′K
l′

j +
∑
l′

Kjl′K
l′

i .

Wir benutzen die Symmetrie von Kij = Kji (14.2.11) und∑
i

cid
i =

∑
i,j

ciδ
i
jd
j =

∑
i,j,k

cig
ikgkjd

j =
∑
k

ckdk =
∑
i

cidi .

Die vierte Zeile ist dann trivialerweise erfüllt, denn

−
∑
l′

Kil′K
l′

j +
∑
l′

Kjl′K
l′

i =
∑
l′

(−Kl′iK
l′

j +Kjl′K
l′

i) =
∑
l′

(−K l′

iKl′j +Kjl′K
l′

i)

=
∑
l′

(−K l′

iKjl′ +Kjl′K
l′

i) = 0 .

Die dritte Zeile ist wegen der Symmetrie der Christoffel-Symbole im zweiten und dritten
Index Γkij = Γkji und der Antisymmetrie im ersten und zweiten Index Γkij = −Γikj
(14.4.3) identisch mit der zweiten Zeile, denn

0 != ∂iKjl − ∂jKil +
∑
l′

Kil′Γl
′

jl −
∑
l′

Kjl′Γl
′

il

= ∂iKlj − ∂jKli +
∑
l′

Kl′iΓl
′

jl −
∑
l′

Kl′jΓl
′

il

= ∂iKlj − ∂jKli +
∑
l′

K l′

iΓl′jl −
∑
l′

K l′

jΓl′il

= ∂iKlj − ∂jKli +
∑
l′

Γl′ljK l′

i −
∑
l′

Γl′liK l′

j

= ∂iKlj − ∂jKli −
∑
l′

Γll′jK l′

i +
∑
l′

Γll′iK l′

j ⇒

0 != ∂iK
l
j − ∂jK l

i +
∑
l′

Γl il′K l′

j −
∑
l′

Γl jl′K l′

i .

Diese Gleichung formen wir noch ein wenig um:

0 != ∂iKlj − ∂jKli +
∑
l′

Γlil′K l′

j −
∑
l′

Γljl′K l′

i
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= ∂iKjl − ∂jKil +
∑
l′

Γll′iK l′

j −
∑
l′

Γll′jK l′

i

= ∂iKjl − ∂jKil −
∑
l′

Γl′liK l′

j +
∑
l′

Γl′ljK l′

i

= ∂iKjl − ∂jKil −
∑
l′

Γl′liKl′j +
∑
l′

Γl′ljKl′i

= ∂iKjl −
∑
l′

Γl′ilKjl′ − (∂jKil −
∑
l′

Γl′jlKil′) ,

und erhalten gerade die Codazzi-Mainardi-Integrabilitätbedingung 14.4.6.
In der ersten Zeile setzen wir den Riemannschen Krümmungstensor (14.4.4) ein:

0 != ∂iΓkjl − ∂jΓkil +
∑
l′

Γkil′Γl
′

jl −
∑
l′

Γkjl′Γl
′

il −Kk
iKjl +Kk

jKil

= Rk
lij −Kk

iKjl +Kk
jKil .

Und dies ist nun die Gaußsche Integrabilitätsbedingung 14.4.5. 2

14.6 Das Theorema Egregium von Gauß

Gauß vermutete während der Zeit seiner Beschäftigung mit der Vermessung des Kö-
nigreichs Hannover, daß die Krümmung einer 2-dimensionalen Fläche sich allein aus
Längen- und Winkelmessungen bestimmen läßt. Aber Gauß brauchte doch sehr viel
Mühe und Zeit, bis er dies tatsächlich beweisen konnte. Umso größer war dann aber
seine Freude über das Ergebnis, die er mit dem Titel Theorema Egregium (Herausra-
gender Satz) seiner lateinisch verfaßten Arbeit ausdrückte.
Heute können wir den Inhalt des Theorema Egregium in Kürze so ausdrücken:

Satz 14.6.1 (Theorema Egregium von Gauß) Die Gaußsche Krümmung KG(u) ei-
ner 2-dimensionalen Fläche M im 3-dimensionalen Raum E3 hängt nur von den Ko-
effizienten der ersten Fundamentalform gij(u) und ihren Ableitungen ab, ist also eine
intrinsische Größe von M .

Beweis: Wir hatten in 14.4.4 gesehen, daß Rn
kij(u) nur von den Christoffelsymbolen

und deren ersten Ableitungen abhängt, und damit nach 14.4.2 also nur von gij(u) und
deren ersten und zweiten Ableitungen. Aus 14.4.5 folgt:

Rnk
ij(u) = gkm(u)Rn

mij(u) = gkm(u)[Kjm(u)Kn
i(u)−Kim(u)Kn

j(u)]

= gkm(u)[Kmj(u)Kn
i(u)−Kmi(u)Kn

j(u)]
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= Kk
j(u)Kn

i(u)−Kk
i(u)Kn

j(u) .

Daraus folgt mit 14.3.2

R12
12(u) = K2

2(u)K1
1(u)−K2

1(u)K1
2(u) = det(Ki

j(u))

= det(Kij(u))
det(gkl(u)) = det(K(u))

det(g(u)) = κ1(u)κ2(u) = KG(u) (14.6.1)
2

Damit hängt die Gaußsche Krümmung KG(u) nur von gij(u) und deren ersten und
zweiten Ableitungen ab und ist eine intrinsische Größe der Fläche M und zugleich
eine isometrische Invariante der Fläche, d.h. KG(u) bleibt unter Metrik-erhaltenden
Abbildungen unverändert.
Diese Arbeit von Gauß war ein bedeutender Schritt auf dem Weg zur Theorie der
geometisch-topologischen Invarianten - und die Freude von Gauß über seine Entdeckung
ist wirklich verständlich!





15 Riemannsche Geometrie

15.1 Bernhard Riemann (1826 – 1866)

Abbildung 15.1: B. Riemann
A. Weger (1863), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Bernhard_Riemann]

Bernhard Riemann wurde 1826 in Breselenz
bei Dannenberg in Niedersachsen geboren.
Wie sein Vater sollte er zunächst Pfarrer wer-
den, aber bereits auf dem Gymnasium fiel dem
Rektor Riemanns außergewöhnliche Begabung
für Mathematik auf. Es heißt, Riemann habe
das von seinem Rektor entliehene Buch von
Legendre über Zahlentheorie mit 859 Seiten
in einer Woche gelesen. Er begann ein Stu-
dium der Mathematik in Göttingen, wo er
erstmals Gauß hörte, der aber für Studenten
der Anfangssemester unzugänglich war. Rie-
mann wechselte dann nach Berlin zu Jacobi
und Dirchlett, die ihn unterstützten und för-
derten, und dann wieder zurück nach Göttin-
gen. Er promovierte unter Gauß mit einer Ar-
beit über Funktionentheorie. Gleichzeitig hat-
te Riemann durch den Kontakt mit den Göt-
tinger Physikern Weber und Listing ein star-
kes Interesse an Physik. Bei Weber hatte er 18
Monate eine Assistentenstelle inne. Riemann
habilitierte mit der Arbeit „Über die Darstell-
barkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe”, worin er u.a. für die Inte-
gration reeller Funktionen das sog. ’Riemann-Integral’ einführte. Um als Privatdozent
in Göttingen lehren zu dürfen, mußten die Kandidaten drei Themenvorschläge für ih-
re Probevorlesung einreichen - und üblicherweise wurde vom Dekan der Fakultät der
oberste Vorschlag dieser Liste ausgewählt. Riemanns Vorschlag Nr. 3 lautete „Über die
Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, und als Gauß das las, wählte er
als Dekan dieses Thema für Riemanns Probevorlesung. Überrascht legte Riemann all
seine Untersuchungen zum Thema „Elektrizität, Magnetismus, Licht und Gravitation”
zur Seite und schuf im Jahr 1854 in den 2 Monaten bis zu seiner Probevorlesung die
Grundlagen der Differentialgeometrie in n Dimensionen. Der Physiker Weber, ein enger
Freund von Gauß berichtete, daß Gauß nach Riemanns Vortrag außergewöhnlich begei-
stert und erregt gewesen sei. Dies war der letzte öffentliche Auftritt von Gauß in der
Fakultät vor seinem Tod.
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1855 starb Gauß und Dirichlet folgte ihm in Göttingen nach. Als auch Dirichlet im Jahr
1859 starb, erhielt Riemann den Göttinger Lehrstuhl für Mathematik. 1862 heiratete
er Elise Koch, mit der er eine Tochter hatte. Riemann erkrankte an Tuberkulose und
suchte Linderung im milderen Klima des Tessin, wo er dann mit nur 39 Jahren am Lago
Maggiore verstarb.
Neben der Begründung der Differentialgeometrie in seiner Probevorlesung sind beson-
ders wichtig Riemanns zahlreiche Beiträge zur Funktionentheorie, seine Arbeit „Über
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Größe” von 1859 mit den Erkenntnis-
sen zur Zetafunktion, sowie weitere Arbeiten zur Theorie der Integration, der Fourier-
Transformation, der hypergeometrischen Differentialgleichung, der hyperbolischen Dif-
ferentialgleichungen und zu Stabilitätsproblemen bei Lösungen partieller Differenti-
algleichungen der mathematischen Physik. Seine italienischen Mathematiker-Freunde
Betti und Beltrami beeinflußte Riemann bei ihren Forschungen zur algebraischen Geo-
metrie und Topologie.
Der Riemannsche Habilitationsvortrag „Über die Hypothesen welche der Geometrie zu
Grunde liegen” findet sich erfreulicherweise zusammen mit anderen Arbeiten Riemanns
auf dem Server des GDZ, des ’Göttinger Digitalisierungszentrums’: Riemann (1854).
Es gab zur Zeit von Riemann noch keine Tensorrechnung. Diese wurde erst in den
Jahren 1887-1896 im Zusammenhang mit der Riemannschen n-dimensionalen Geome-
trie unter dem Titel „absolute Differentialgeometrie” von Ricci-Curbastro und seinem
Schüler Civita eingeführt. Wir werden im Folgenden die Riemannsche Differentialgeo-
metrie vornehmlich in der ’neueren’ Differentialformen-Darstellung verwenden, wie sie
auf die Arbeiten von Élie Cartan (1869-1951) in den 1920’er Jahren zurückgeht.
[Quelle: de.wikipedia: Bernhard_Riemann].

15.2 Basen im Tangentialraum und Vielbeine

Es gibt Darstellungen der Riemannschen Differentialgeometrie wie Sand am Meer und
viele Autoren kreieren ihre ganz eigenen Notationen. Evans schreibt im Vorwort seines
schönen Buches Partial Differential Equations (Evans, 1998): „Notation is a nightmare”
:-) Well, that’s it!
Wir folgen hier weitgehend der Bezeichnungsweise von Nakahara (2003). Abweichend
davon verwenden wir jedoch die heute bei vielen theoretischen Physikern gebräuchliche
Konvention, die griechischen Buchstaben κ, λ, µ, ν, ξ, π nur für die Indizes von Koor-
dinatenbasen {∂µ = ∂

∂xµ
} zu verwenden, und die lateinischen Buchstaben a, b, c, d, e, f

für allgemeine Indizes, bzw. die Indizes von Nichtkoordinatenbasisen {ea} (siehe etwa:
Wald (1984), Freedman u. Van Proeyen (2012), etc.).
Warum will man eigentlich den zusätzlichen Aufwand einer Transformation auf eine
Nichtkoordinatenbasis betreiben, obwohl eine Darstellung von Tensoren sich doch am
leichtesten in einer Koordinatenbasis realisieren läßt? Aus der Sicht der Physik sind
Nichtkoordinatenbasen unverzichtbar zur Realisierung von Spinoren in gekrümmten

https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
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Raumzeiten. Da es keine endlichdimensionalen, unitären Spinordarstellungen der Dif-
feomorphismengruppe gibt, führt also der Standard-Weg zu solchen endlichdimensiona-
len, unitären Spinordarstellungen über lokale Lorentztransformationen, und damit zu
lokalen Nichtkoordinatenbasen (siehe etwa Wald (1984), Kapitel 13: Spinors).
Die Definitionen von Torsion, Krümmung, allgemeiner Metrik und Minkowski-Metrik
stimmen mit den Definitionen in dem berühmten klassischen Werk Gravitation von
Misner u. a. (1973) überein.
Zur Festlegung unserer im Folgenden verwendeten Bezeichnungen seien hier kurz einige
Definitionen und Zusammenhänge erinnert.
Es sei M eine m-dimensionale C∞-differenzierbare Mannigfaltigkeit, d.h. ein topologi-
scher Raum, der lokal homöomorph zu Rm ist:

Definition 15.2.1 M heißt einem-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn
gilt:
(1) M ist ein topologischer Raum;
(2) es gibt eine Überdeckung {Ui} von M durch offene Mengen Ui, d.h. ∪iUi = M ;
(3) in jeder offenen Menge Ui ⊆ M gibt es eine Koordinatenfunktion ϕUi, d.h. einen
Homöomorphismus ϕUi : Ui → U ′i ⊂ Rm mit ϕUi(p) ..= (x1

Ui
(p), . . . , xmUi(p)), p ∈ M .

Das Paar {Ui, ϕUi} heißt Karte und die {xµUi} die Koordinaten von Ui;
(4) im Überlappungsgebiet Ui ∩ Uj zweier Karten gibt es eine Kartenwechselabbildung
als eine C∞-Abbildung ψij ..= ϕUi ◦ ϕ−1

Uj
.

Eine allgemeine differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ohne Rand, da sie
ja überall lokal zu Rm sein soll. Allerdings kann man bei Bedarf auch differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit Rand definieren (siehe etwa Nakahara (2003), S. 173 ff.).
Das Standardbeispiel aus der Physik für eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist die
4-dimensionale Raumzeit-Mannigfaltigkeit.
Der Tangentialraum an einem Punkt p ∈ M sei der Vektorraum TpM ..= {V |V =
V µ∂µ = V µ ∂

∂xµ
, µ = 1 . . .m}. Die Menge {∂µ | ∂µ = ∂

∂xµ
, µ = 1 . . .m} ist die sogenannte

Koordinatenbasis, auch holonome Basis genannt, des Tangentialraums.
Das Entsprechende gilt für T ∗pM , den Kotangentialraum oder Dualraum zu TpM , also
den Vektorraum T ∗pM ..= {w |w = wµdx

µ , µ = 1 . . .m}.
Die Menge {dxµ | dxµ(∂ν) ..= 〈dxµ | ∂ν〉 ..= ∂xµ

∂xν
= δµν , µ, ν = 1 . . .m} ist die sogenannte

Koordinatenbasis des Kotangentialraums.

Élie Cartan hat in seinen Arbeiten eingeführt, vom Tangentialraum TpM mittels einer
linearen Abbildung von einer Koordinatenbasis {∂µ} zu einer Nichtkoordinatenbasis
{ea}, auch nicht-holonome Basis genannt, überzugehen.
Sei an einem Punkt p ∈ M die Abbildung e µ

a ∈ GL(m,R) mit det e µ
a > 0 eine

lineare, reelle, invertierbare und orientierungserhaltendem-dimensionale Abbildung und
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eaµ die entsprechende inverse Abbildung, also eaµe
ν
a = δνµ und eaµe

µ
b = δab. Die

Nichtkoordinatenbasis {ea} wird jetzt definiert als

ea ..= e µ
a ∂µ . (15.2.1)

Die Abbildung e µ
a heißt Vielbein, bzw. bei m = 2 Zweibein, bei m = 3 Dreibein oder

bei m = 4 Vierbein. Ein Vektor X ∈ TpM ist unabhängig von der verwendeten Basis,
also gilt

X = Xµ∂µ = Xaea = Xae µ
a ∂µ ⇒

Xµ = Xae µ
a , Xa = eaµX

µ . (15.2.2)

Die zu {ea} duale Nichtkoordinatenbasis {θa} des Kotangentialraums wird definiert
durch 〈θa | eb〉 = δab, also

θa ..= eaµdx
µ . (15.2.3)

Für den Kommutator zweier Koordinatenbasisvektoren gilt [∂µ, ∂ν ] = 0.
Wenn X = Xµ∂µ und Y = Y ν∂ν zwei Tangentialvektoren sind, dann sind XY und
Y X keine Elemente des Tangentialraums TpM , wohl aber der Kommutator [X, Y ] ..=
XY − Y X, denn

[X, Y ] = Xµ∂µ(Y ν∂ν)− Y ν∂ν(Xµ∂µ)

= Xµ(∂µY ν)∂ν − Y ν(∂νXµ)∂µ . (15.2.4)

Also ist der Kommutator von zwei Nichtkoordinaten-Basisvektoren eine Linearkombi-
nation von Nichtkoordinaten-Basisvektoren:

[ea, eb] = c c
ab ec . (15.2.5)

Die c c
ab ∈ R heißen Strukturkonstanten. Sie sind offensichtlich schiefsymmetrisch in a

und b und erfüllen die Jacobi-Identität:

[ea, eb] = −[eb, ea] ⇒ (15.2.6)

c c
ab = −c c

ba , (15.2.7)

[[ea, eb], ed] + [[ed, ea], eb] + [[eb, ed], ea] = 0 ⇒ (15.2.8)

c c
ab c

e
cd + c c

da c
e

cb + c c
bd c

e
ca = 0 , (15.2.9)
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denn

(c c
ab c

e
cd + c c

da c
e

cb + c c
bd c

e
ca )ee = [[ea, eb], ed] + [[ed, ea], eb] + [[eb, ed], ea]

= (eaebed − ebeaed − edeaeb + edebea) + (edeaeb − eaedeb − ebedea + ebeaed)

+ (ebedea − edebea − eaebed + eaedeb)

= 0 .

Die Strukturkonstanten c c
ab beziehen sich aber ebenso wie die Basen {ea} und {θa}

zunächst nur auf einen einzelnen Punkt p ∈M .

Von einem Vektorfeld X auf M spricht man, wenn X|p für alle p ∈ M definiert und
glatt ist. Sei also F(M) die Menge aller C∞-Funktionen auf M , d.h.:

F(M) ..= {f : M → R | f ◦ ϕ−1
Ui
∈ C∞(Rm) , auf allen Karten Ui} , (15.2.10)

dann ist X ein Vektorfeld auf M , wenn gilt X ∈ X (M) mit:

X (M) ..= {X |X|p ∈ Tp(M) , X[f ] ..= Xµ ∂f

∂xµ
∈ F(M) für alle f ∈ F(M)} .

(15.2.11)

Entsprechend zur Menge der Vektorfelder X (M) definiert man auch die Menge der 1-
Formenfelder Ω1(M) und die Menge der Tensorfelder T qr (M). Dabei ist X (M) = T 0

1(M)
und Ω1(M) = T 1

0(M).
Das Vielbein-Feld (auch: Rahmenfeld, moving frame, repère mobile) e µα ist ein Tensor
aus T 1

1(M). Später werden wir in M eine Metrik einführen und dadurch zusätzliche
Aussagen zu diesem Vielbein-Feld gewinnen können.

Immer wieder sehr nützlich ist die folgende Formel der äußeren Ableitung einer 1-Form:
dω.

Lemma 15.2.2 Seien X, Y ∈ X (M) und ω ∈ Ω1(M), dann gilt

dω(X, Y ) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X, Y ]) . (15.2.12)

Beweis: Die zu beweisende Aussage ist unabhängig von der verwendeten Basis, also
verwenden wir der Einfachheit halber eine Koordinatenbasis: X = Xµ∂µ , Y = Y ν∂ν ,
w = wλdx

λ. Für die linke Seite ergibt sich

d(wλdxλ) = ∂µwλdx
µ ∧ dxλ = ∂µwλ(dxµ ⊗ dxλ − dxλ ⊗ dxµ) ⇒

dw(X, Y ) = (∂µwλ)(XµY λ −XλY µ) ,
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und für die rechte Seite

X[w(Y )]− Y [w(X)]− w([X, Y ])

= Xµ∂µ(wλY λ)− Y ν∂ν(wλXλ)− (wλXµ∂µY
λ − wλY ν∂νX

λ)

= Xµ(∂µwλ)Y λ +Xµwλ∂µY
λ − Y ν(∂νwλ)Xλ − Y νwλ∂νX

λ

− wλXµ∂µY
λ + wλY

ν∂νX
λ

= XµY λ∂µwλ −XλY ν∂νwλ = XµY λ∂µwλ −XλY µ∂µwλ

= (∂µwλ)(XµY λ −XλY µ) . 2

Satz 15.2.4 Ein Feld von Basisvektoren {ea} ist genau dann lokal ein Feld einer Ko-
ordinatenbasis (Koordinatenrahmen), wenn [ea, eb] = 0 für alle a und b ist.

Beweis: Wenn eµ = ∂µ, dann ist natürlich [eµ, eν ] = 0. Es bleibt also die Umkehrung
zu zeigen.
Sei also [ea, eb] = 0 und sei {θa} die duale Basis zu {ea}, dann folgt mit dem obige
Lemma

dθa(eb, ec) = eb[θa(ec)]− ec[(θaeb)]− θa([eb, ec])

= eb[δac]− ec[δab] = 0 ,

da ja eb, ec Differentialoperatoren sind. dθa = 0 heißt, daß θa geschlossen ist und nach
dem Lemma von Poincaré damit auch lokal exakt (sofern die erste Betti-Zahl b1(M) = 0
ist, siehe etwa Frankel (2004), S. 157), und also existieren lokal Funktionen xa mit
θa = dxa. Mit dx1 ∧ . . . ∧ dxm = θ1 ∧ . . . ∧ θm 6= 0 folgt, daß die xa linear unabhängig
sind und also ein lokales Koordinatensystem bilden. Mit δab = θa(eb) = dxa(eb) folgt:
ea = ∂a = ∂

∂xa
. 2

Aus dem obigen Lemma kann man auch unschwer eine wichtige Strukturgleichung für
die duale Basis in einem Nichtkoordinatensystem gewinnen:

Lemma 15.2.6 (Maurer-Cartan Strukturgleichung)
dθa = −c a

bc θb ∧ θc . (15.2.13)

Beweis:
dθa(eb, ec) = eb[θa(ec)]− ec[(θaeb)]− θa([eb, ec])

= eb[δac]− ec[δab]− θa([eb, ec])

= −θa(c d
bc ed) = −c a

bc . 2
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15.3 Lie-Ableitung

Sei Y ∈ X (M) ein Vektorfelder auf M , also Y |p ∈ TpM für p ∈ M . Wenn man sich
jetzt für die Änderung von Y auf M interessiert, dann kann man Y nicht einfach diffe-
renzieren, indem man Y |p0+q − Y |p0 für q → 0 betrachtet, denn die Differenz zwischen
Vektoren der verschiedenen Tangentialräume Tp0M und Tp0+qM ist nicht definiert. Es
bedarf zum Differenzieren von Vektoren in einer Mannigfaltigkeit also einer zusätzlichen
Struktur, welche die verschiedenen Tangentialräume miteinander in einen Zusammen-
hang bringt. Eine sehr allgemeine Möglichkeit dazu ist die Lie-Ableitung, die hier kurz
erläutert wird, bevor wir im nächsten Abschnitt dann ausführlich auf den affinen Zu-
sammenhang (= kovariante Ableitung) eingehen.
Gegeben sei ein weiteres Vektorfeld X ∈ X (M) und eine Integralkurve σ(t, p0) von X,
d.h. eine Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung für σ : R×M →M

d

dt
σ(t, p0) = X|σ(t,p0) mit σ(0, p0) = p0 . (15.3.1)

Diese Integralkurve σ(t, p0) existiert und ist eindeutig für die Anfangswerte p0 und
σ(0, p0) = p0 in einer geeigneten Umgebung von p0 (Satz von Picard-Lindelöf, siehe
etwa: Eschenburg u. Jost (2007), S. 238) und heißt der von X erzeugte Fluß durch p0.

Lemma 15.3.1 Der Fluß σ(t, p0) ist bezüglich des Parameters t ∈ R eine 1-dimensio-
nale kommutative Gruppe, für welche gilt

σ(t2, σ(t1, p0)) = σ(t2 + t1, p0) . (15.3.2)

Beweis: Für die linke Seite erhalten wir das DGL-Anfangswertproblem

d

dt2
σ(t2, σ(t1, p0)) = X|σ(t2,σ(t1,p0)) , σ(0, σ(t1, p0)) = σ(t1, p0) ,

und für die rechte Seite

d

dt2
σ(t2 + t1, p0) = d

d(t2 + t1)σ(t2 + t1, p0) = X|σ(t2+t1,p0) ,

σ(0 + t1, p0) = σ(t1, p0) .

Damit erfüllen die Funktionen auf der linken und auf der rechten Seite die gleiche DGL
mit den gleichen Anfangswerten und sind also identisch (wieder wie oben aufgrund des
Satzes von Picard-Lindelöf). 2

Diesen Fluß σ kann man jetzt benutzen, um einen Zusammenhang zwischen den Tan-
gentialräumen entlang des Flußes und somit eine Ableitung eines Vektorfelds Y ∈ X (M)
entlang dieses Flusses zu definieren - die Lie-Ableitung LXY :
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Definition 15.3.3 Seien X, Y Vektorfelder, d.h. X, Y ∈ X (M), und sei σ(t, p0) eine
von X erzeugte Integralkurve durch p0 ∈M , dann wird die Lie-Ableitung des Vektorfelds
Y in Richtung von X wird definiert als:

L :X (M)×X (M)→ X (M) mit

LXY ..= lim
t→0

1
t
(σ(−t, p)∗Y |p − Y |p0) mit p ..= σ(t, p0) . (15.3.3)

Das heißt, Y ∈ TpM an der Stelle p wird mittels der Tangentialabbildung (pushforward)
σ(−t, p)∗ auf den Tangentialraum Tp0M zurückabgebildet, bevor der Differentialquotient
gebildet werden kann.

Von Bedeutung ist das folgende Lemma, das die Lie-Ableitung mit dem Kommutator
der Vektorfelder in Beziehung setzt.

Lemma 15.3.4
LXY = [X, Y ] , (15.3.4)

bzw. in einer Koordinatendarstellung mit X = Xµ∂µ, Y = Y µ∂µ:

LXY = (Xν∂νY
µ − Y ν∂νX

µ)∂µ . (15.3.5)

Beweis: Seien p0, p ∈ Ui ⊂ M zwei nah benachbarte Punkte auf dem durch das Vek-
torfeld X definierten Fluß σ(t, p0) in der Karte (Ui, ϕUi) mit den Koordinaten

x0 = ϕUi(p0) , x = ϕUi(p) = ϕUi(σ(t, p0)) = x0 + tX|x0 ,

wobei die Vektorfelder X und Y in Ui die folgenden Koordinatendarstellungen haben
mögen: X = Xµ∂µ, Y = Y µ∂µ, dann folgt

Y |p ∼= Y µ|x0+tX|x0
∂µ|x0+tX|x0

= (Y µ|x0 + tXν |x0∂νY
µ|x0)∂µ|x0+tX|x0

.

Jetzt transportieren wir ∂µ|x = ∂µ|x0+tX|x0
mittels σ(−t, p)∗ in Koordinatendarstellung

zurück auf x0 und erhalten

ϕUi(σ(−t, p))∗(∂µ|x0+tX|x0
) = ∂xλ0

∂xµ
∂λ|x0 = ∂(xλ − tXλ|x0)

∂xµ
∂λ|x0

= (δλµ − t
∂

∂xµ
Xλ|x0)∂λ|x0 = (δλµ − t

∂

∂xµ0
Xλ|x0 +O(t2))∂λ|x0

= (δλµ − t∂µ|x0X
λ|x0 +O(t2))∂λ|x0 ,
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und damit

ϕUi(σ(−t, p))∗[Y µ|x0+tX|x0
∂µ|x0+tX|x0

− Y µ|x0∂µ|x0 ]

= [(Y µ|x0 + tXν |x0∂νY
µ|x0)(δλµ − t∂µ|x0X

λ|x0 +O(t2))∂λ|x0 − Y µ|x0∂µ|x0 ]

= [tXν |x0∂νY
µ|x0∂µ|x0 − tY µ|x0∂µX

λ|x0∂λ|x0 +O(t2)]

= t[XY − Y X]x0 +O(t2) ,

und damit LXY = [X, Y ] . 2

Man kann nun die Definition der Lie-Ableitung auch auf Tensoren beliebiger Stufe er-
weitern. Für Funktionen f : M → R und für 1-Formen w ∈ Ω1(M) ist diese Erweiterung
naheliegend:

Definition 15.3.6 Sei X ∈ X (M) ein Vektorfeld und sei σ(t, p0) eine von X erzeugte
Integralkurve durch p0 ∈ M , sei f ∈ F(M), d.h. f : M → R, eine Funktion und
w ∈ Ω1(M) ein 1-Formenfeld, dann wird die Lie-Ableitung von f , bzw. w, in Richtung
von X definiert als:

L :X (M)×F(M)→ F(M) mit

LXf ..== lim
t→0

1
t
(f(p)− f(p0)) = X(f) mit p ..= σ(t, p0) . (15.3.6)

L :X (M)× Ω1(M)→ Ω1(M) mit

LXw ..= lim
t→0

1
t
(σ(t, p)∗w|p − w|p0) mit p ..= σ(t, p0) . (15.3.7)

Warum wird in der Definition von LXw die 1-Form w mittels σ(t, p)∗ nach p0 trans-
portiert, während in der Definition von LXY mit dem Vektor Y dies mitttels σ(−t, p)∗
geschehen ist? Nun, σ∗ hat als Tangentialabbildung (pushforward) die gleiche Richtung
wie σ, während σ∗ als Rücktransport (pullback) in der umgekehrten Richtung wirkt
(11.1.4).

Lemma 15.3.7 Sei X ∈ X (M) ein Vektorfeld und w ∈ Ω1(M) ein 1-Formenfeld, dann
gilt in einer Koordinatendarstellung mit X = Xµ∂µ, w = wµdx

µ:

LXw = (Xν∂νwµ + wν∂µX
ν)dxµ . (15.3.8)

Beweis: Seien p0, p ∈ Ui ⊂ M zwei nah benachbarte Punkte auf dem durch das Vek-
torfeld X definierten Fluß σ(t, p0) in der Karte (Ui, ϕUi) mit den Koordinaten

x0 = ϕUi(p0) , x = ϕUi(p) = ϕUi(σ(t, p0)) = x0 + tX|x0 ,
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wobei das Vektorfeld X und das 1-Formenfeld w in Ui die folgenden Koordinatendar-
stellungen haben mögen: X = Xµ∂µ, w = wµdx

µ, dann folgt

w|p ∼= wµ|x0+tX|x0
dxµ|x0+tX|x0

= (wµ|x0 + tXν |x0∂νwµ|x0)dxµ|x0+tX|x0
.

Jetzt transportieren dxµ|x = dxµ|x0+tX|x0
mittels σ(t, p)∗ in Koordinatendarstellung

zurück auf x0 und erhalten

ϕUi(σ(t, p))∗(dxµ|x0+tX|x0
) = ∂xµ

∂xλ0
dxλ|x0 = ∂(xµ0 + tXµ|x0)

∂xλ0
dxλ|x0

= (δµλ + t
∂

∂xλ0
Xµ|x0)dxλ|x0 ,

und damit

ϕUi(σ(t, p))∗[wµ|x0+tX|x0
dxµ|x0+tX|x0

− wµ|x0dx
µ|x0 ]

= [(wµ|x0 + tXν |x0∂νwµ|x0)(δµλ + t∂λ|x0X
µ|x0)dxλ|x0 − wµ|x0dx

µ|x0 ]

= t[Xν |x0∂νwλ|x0 + wµ|x0∂λX
µ|x0 ]dxλ|x0 .

LXw = (Xν∂νwµ + wν∂µX
ν)dxµ . 2

Da LX auf F(M), X (M), Ω1(M) ein linearer Differential-Operator ist gelten für ihn
die Leibniz-Regeln und diese ermöglichen dann die Verallgemeinerung der Definition
von LX auf Tensorfelder beliebiger Stufe. Sei etwa h ∈ T 1

1 (M) ein gemischter Tensor
mit einer Koordinaten-Darstellung h = h ν

µ dx
µ ⊗ ∂ν , dann ist seine Lie-Ableitung der

folgende Tensor aus T 1
1 (M):

LXh = (Xλ∂λh
µ
ν − hλν∂λXµ + hµλ∂νX

λ)∂µ ⊗ dxν . (15.3.9)

Häufiger kommt auch der Fall der Lie-Ableitung höherdimensionale Differentialformen
w ∈ Ωr(M) vor:

, X = Xµ ∂

∂xµ
, X,X1, . . . , Xr−1 ∈ Tp(M) .

Lemma 15.3.9 Sei X ∈ X (M) ein Vektorfeld und w ∈ Ωr(M) ein r-Formenfeld, dann
gilt in einer Koordinatendarstellung mit X = Xµ∂µ, w = 1

r!wµ1,...,µrdx
µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧

dxµr :

LXw = 1
r! [X

ν∂νwµ1...µr +
r∑
s=1

wµ1...νs...µr∂µsX
νs ]dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr , oder (15.3.10)

LXw = 1
r! [X

ν∂νwµ1...µr + rwνµ2...µr∂µ1X
ν ]dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr . (15.3.11)
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Beweis: Seien p0, p ∈ Ui ⊂ M zwei nah benachbarte Punkte auf dem durch das Vek-
torfeld X definierten Fluß σ(t, p0) in der Karte (Ui, ϕUi) mit den Koordinaten

x0 = ϕUi(p0) , x = ϕUi(p) = ϕUi(σ(t, p0)) = x0 + tX|x0 ,

wobei das Vektorfeld X und das r-Formenfeld w in Ui die folgenden Koordinatendar-
stellungen haben mögen: X = Xµ∂µ, w = 1

r!wµ1,...,µrdx
µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr , dann

folgt

w|p ∼=
1
r!wµ1...µr |x0+tX|x0

dxµ1|x0+tX|x0
∧ . . . ∧ dxµr |x0+tX|x0

= 1
r! (wµ1...µr |x0 + tXν |x0∂νwµ1...µr |x0)dxµ1|x0+tX|x0

∧ . . . ∧ dxµr |x0+tX|x0
.

Jetzt transportieren dxµi |x = dxµi |x0+tX|x0
mittels σ(t, p)∗ in Koordinatendarstellung

zurück auf x0 und erhalten

ϕUi(σ(t, p))∗(dxµi|x0+tX|x0
) = ∂xµi

∂xλi0
dxλi |x0 = ∂(xµi0 + tXµi |x0)

∂xλi0
dxλi |x0

= (δµiλi + t
∂

∂xλi0
Xµi |x0)dxλi |x0 ,

und damit

ϕUi(σ(t, p))∗ 1
r! [wµ1...µr |x0+tX|x0

dxµ1|x0+tX|x0
∧ . . . ∧ dxµr |x0+tX|x0

− wµ1...µr |x0dx
µ1|x0 ∧ . . . ∧ dxµr |x0 ]

= 1
r! [(wµ1...µr |x0 + tXν |x0∂νwµ1...µr |x0)

(δµ1
λ1

+ t∂λ1|x0X
µ1 |x0)dxλ1 |x0 ∧ . . . ∧ (δµrλr + t∂λr |x0X

µr |x0)dxλr |x0

− wµ1...µr |x0dx
µ1|x0 ∧ . . . ∧ dxµr |x0 ]

= t
1
r! [X

ν |x0∂νwµ1...µr |x0δ
µ1
λ1
· · · δµrλr

+ wµ1...µr |x0∂λ1X
µ1|x0 ]dxλ1|x0 ∧ dxµ2 . . . ∧ dxµr |x0 + . . .

+ wµ1...µr |x0∂λrX
µr |x0dx

µ1 ∧ dxµ2 . . . ∧ dxλr |x0 ] + t2
1
r! [. . .]

= t
1
r! [X

ν |x0∂νwµ1...µr |x0dx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµr

+ wν1µ2...µr |x0∂µ1X
ν1|x0 ]dxµ1|x0 ∧ dxµ2 . . . ∧ dxµr |x0 + . . .
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+ wµ1...µr−1νr |x0∂µrX
νr |x0 ]dxµ1 |x0 ∧ dxµ2 . . . ∧ dxµr |x0 + t2

1
r! [. . .]

= t
1
r! [X

ν |x0∂νwµ1...µr +
r∑
s=1

wµ1...νs...µr |x0∂µsX
νs ]

· dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr + t2
1
r! [. . .]

LXw = 1
r! [X

ν∂νwµ1...µr +
r∑
s=1

wµ1...νs...µr∂µsX
νs ]dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr ,

oder unter Ausnutzung der Antisymmetrie von wµ1...µr und dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr :

LXw = 1
r! [X

ν∂νwµ1...µr + rwνµ2...µr∂µ1X
ν ]dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr . 2

Wenn nun LXT = 0 auf ganz M ist, dann bleibt T bei der Verschiebung entlang
jeder Integralkurve σ(t, p0) konstant. Wenn es sich bei T um den metrischen Tensor
g = gµνdx

µ ⊗ dxν mit LXg = 0 handelt, so spricht man von einer Isometrie. Wenn
diese Isometrie mit LXg = 0 nicht auf ganz M gilt, sondern nur auf den Integralkurven
gewisser Vektorfelder X, dann heißen diesen Vektorfelder Killing-Felder. Sie sind in
Untersuchungen zur Allgemeinen Relativitätstheorie besonders interessant, denn sie
führen zu wichtigen Erhaltungssätzen.

Zwei Folgerungen aus der Definition der Lie-Ableitung sind immer wieder hilfreich

Lemma 15.3.11 (Cartans Formel)
1. LX ◦ d = d ◦ LX , (15.3.12)

2. Cartans Formel: LX = iX ◦ d+ d ◦ iX . (15.3.13)

Beweis: 1. Sei f ∈ F(M), d.h. f : M → R, eine Funktion, und seien X ∈ X (M) ein
Vektorfeld und Y ∈ X (M) ein fixierter Vektor, dann folgt:

LXdf(Y ) = d

dt
(σ(t, p)∗df)(Y ) = d

dt
(df(σ(t, p)∗Y ))

= d

dt
(σ(t, p)∗Y (f)) = d

dt
(Y (σ(t, p)∗f))

= Y
d

dt
((σ(t, p)∗f) = Y (LXf) = d(LXf)(Y ) .
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Und nun das gleiche für r-Formenfelder w ∈ Ωr(M) mit w = 1
r!wµ1,...,µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧
. . . ∧ dxµr :

LXdw = LXd[ 1
r!wµ1,...,µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ]

= LX [ 1
r! (dwµ1,...,µr) ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ]

= 1
r! (LXdwµ1,...,µr) ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr

+ 1
r! (dwµ1,...,µr) ∧ (LXdxµ1) ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr + . . .

= 1
r! (dLXwµ1,...,µr) ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr

+ 1
r! (wµ1,...,µr) ∧ d(LXxµ1) ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr + . . .

= dLX [ 1
r!wµ1,...,µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ] = dLXw .

2. Mit diesem Ergebnis läßt sich nun leicht Cartan’s Formel beweisen. Es genügt diese
Formel für Funktionen und Differential von Funktionen zu zeigen.

[iXd+ diX ]f = iXdf + 0 = df(X) = X(f) = LXf ,

[iXd+ diX ]df = 0 + diXdf = dX(f) = dLXf = LXdf ,

also : LX = iXd+ diX . 2

15.4 Das Lemma von Poincaré

Zunächst einmal stellt die Gleichung dω = 0 mit einer r-Form ω eine homogenes System
von Differentialgleichungen dar:

drω = 1
r! (

∂

∂xk
ωi1...ir)dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxir

!= 0 . (15.4.1)

Das sieht man sehr schön an den folgenden Beispielen aus dem Raum R3:

ω ..= f(x1, x2, x3) ⇒

dω = ∂

∂x1f(x1, x2, x3)dx1 + ∂

∂x2f(x1, x2, x3)dx2 + ∂

∂x3f(x1, x2, x3)dx3
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= (~∇if)dxi . (15.4.2)

ω ..= ω1(x1, x2, x3)dx1 + ω2(x1, x2, x3)dx2 + ω3(x1, x2, x3)dx3 ⇒

dω = ( ∂

∂x1ω2 −
∂

∂x2ω1)dx1 ∧ dx2 + ( ∂

∂x2ω3 −
∂

∂x3ω2)dx2 ∧ dx3

+ ( ∂

∂x3ω1 −
∂

∂x1ω3)dx3 ∧ dx1

= (~∇× ω)1dx
2 ∧ dx3 + (~∇× ω)2dx

3 ∧ dx1 + (~∇× ω)3dx
1 ∧ dx2 . (15.4.3)

ω ..= ω1dx
2 ∧ dx3 + ω2dx

3 ∧ dx1 + ω3dx
1 ∧ dx2 ⇒

dω = ( ∂

∂x1ω1 + ∂

∂x2ω2 + ∂

∂x3ω3)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

= ( ~∇·ω)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 . (15.4.4)

Für Physiker stellt sich jetzt natürlich sofort die Frage: wenn eine Feldstärke ω ∈ Ωr(M)
als eine geschlossene r-Form gegeben sei, also dω = 0, existiert dann eine zugehörige
(r − 1)-Form θ ∈ Ωr−1(M), ein sog. Potential, mit ω = dθ? Mathematisch ausgedrückt
heißt diese Frage: unter welchen Voraussetzungen sind geschlossene Formen auch exakte
Formen?
Die Antwort ist als das Lemma von Poincaré benannt. Um Poincarés Leistung wert-
schätzen zu können muß man daran erinnern, daß zu dessen Lebzeiten der Formalismus
der Differentialformen auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten noch nicht vorhanden
war.

Satz 15.4.1 (Lemma von Poincaré) Wenn eine differenzierbare MannigfaltigkeitM
der Dimension m eine sternförmige lokale Koordinaten-Umgebung U hat, die sich stetig
auf einen Punkt x0 ∈ M zusammenziehen läßt, dann ist jede geschlossene Form auch
eine exakte Form.

Es gibt in der Literatur verschiedene Beweise dieses Satzes. Nakahara (2003), S. 235 ff.,
beschreibt sehr schön die sog. Zylinderkonstruktion. Wir wollen hier aber dem Beweis
mittels der Lie-Ableitung folgen, wie er z.B. in Choquet-Bruhat u. a. (1978), S. 213, sehr
elegant vorgeführt wird.

Beweis: Die Aussage des Satzes gilt ja nur für lokale Umgebungen U ⊂ M der dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit M , also kann man statt in M direkt auf einer lokalen
Karte Ũ ⊂ Rm arbeiten. Sei also ω ∈ Ωr(Rm). Dann wird zunächst ein linearer Operator
T : Ωr(Rm)→ Ωr−1(Rm) mit der folgenden Eigenschaft konstruiert:

Tdω + dTω
!= ω . (15.4.5)

Weil nach Voraussetzung dω = 0 ist folgt ω = dTω und damit ist θ ..= Tω die gesuchte
Lösung mit ω = dθ.
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Jetzt soll dieser Operator T konstruiert und gezeigt werden, daß er die gewünschten
Eigenschaften hat.

Tω(x) ..=
1∫

0

tr−1ixω(tx)dt , x ∈ Rm ⇒ (15.4.6)

(Td+ dT )ω(x) =
1∫

0

tr−1(ixd+ dix)ω(tx)dt .

Nun ist aber (ixd + dix) = Lx, wofür wir die Darstellung 15.3.11 einsetzen, und damit
folgt:

(Td+ dT )ω(x) =
1∫

0

tr−1[Lxω(tx)]dt

=
1∫

0

tr−1 1
r! [rωνµ2...µr(tx)∂µ1x

ν + xν∂νωµ1...µr(tx)](dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr)dt

=
1∫

0

tr−1[rω(tx) + xνt
∂ω(tx)
∂(tx)ν ]dt

=
1∫

0

tr−1[rω(tx) + t
∂ω(tx)
∂(tx)ν

∂(tx)ν
∂t

]dt

=
1∫

0

tr−1[rω(tx) + t
∂ω(tx)
∂(tx) ·

∂(tx)
∂t

]dt

=
1∫

0

d

dt
[trω(tx)]dt = ω(x) . 2

15.5 Affiner Zusammenhang oder kovariante Ableitung

Es hat sich gezeigt, daß einer der wichtigsten Begriffe der Differentialgeometrie und der
theoretischen Physik der Begriff der Krümmung von Kurven, Flächen und Räumen ist.
Im euklidischen Raum En ist die Krümmung einer nach Bogenlänge parametrisierten
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Kurve cB : (a, b) → En einfach der Betrag der zweiten Ableitung der Kurve nach der
Bogenlänge, d.h. κ(s) = |c′′B(s)| (10.1.6).
Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M steht uns in jedem Punkt p ∈M der je-
weilige Tangentialraum TpM zur Verfügung, wir können aber zunächst keine Differenzen
von Vektoren an verschiedenen Punkten, also etwa c′(s+ε)−c′(s), bilden, da nicht defi-
niert ist, wie die Tangentialräume Tp+ε und Tp miteinander zusammenhängen. Im Lauf
der Zeit wurden verschiedene Definitionen eines Zusammenhangs auf differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten eingeführt, die alle ihre jeweiligen Vorteile haben, aber glücklicher-
weise letztlich alle miteinander übereinstimmen - siehe die ausführliche Diskussion in
Spivak (1979), II.
Wir beginnen mit der kovarianten Differentiation mittels der linearen Abbildung ∇,
die auch affiner Zusammenhang, bzw. nach dem französischen Mathematiker Jean-
Louis Koszul (*1921) Koszul-Zusammenhang genannt wird. Anschließend gehen wir
zu der Zusammenhangs-1-Form ω des Cartan-Zusammenhangs über, die Cartan als
Zusammenhang im Vektorfeld der Nichtkoordinaten-Basen {eα} unter dem Stichwort
begleitende Vielbeine (Rahmenfelder, moving frames, repère mobile) eingeführt hat. Spä-
ter, im Zusammenhang mit Prinzipalbündeln (Hauptfaserbündeln), werden wir uns auf
den Ehresmann-Zusammenhang des französischen Mathematikers Charles Ehresmann
(1905-1979) stützen, der insbesonders bei Mannigfaltigkeiten von Lie-Gruppen den Par-
alleltransport von Vektoren sehr transparent werden läßt.
Die kovariante Ableitung, oder der affine Zusammenhang (oder Koszul-Zusammenhang),
wird definiert als eine bilineare Abbildung auf Vektorfeldern über der Mannigfaltigkeit
M , die zusätzlich eine Leibniz-Regel erfüllt:

Definition 15.5.1
∇ : X (M)×X (M)→ X (M) , mit (X, Y )→ ∇XY für X, Y ∈ X (M) :

∇X(Y1 + Y2) ..= ∇XY1 +∇XY2 , (15.5.1)

∇(X1+X2)Y ..= ∇X1Y +∇X2Y , (15.5.2)

∇(fX)Y ..= f∇XY für f ∈ F(M) , (15.5.3)

∇X(fY ) ..= X[f ]Y + f∇XY für f ∈ F(M) . (15.5.4)

Aus Konsistenzgründen erweitert man diese Definition auf triviale Weise um eine ko-
variante Ableitung von Funktionen, d.h.

∇ : X (M)×F(M)→ X (M) , mit (X, f)→ ∇Xf für X ∈ X (M), f ∈ F(M) :

∇Xf ..= X[f ] . (15.5.5)
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Die kovariante Ableitung der Basisvektoren definiert die sog. Zusammenhangskoeffizi-
enten:

∇aeb ..= ∇eaeb ..= ωcab ec . (15.5.6)

Seien X = Xaea und Y = Y beb so folgt

∇XY = ∇XaeaY
beb = Xa(ea[Y b] eb + Y b∇eaeb)

= Xa(ea[Y b] eb + Y bωcab ec) = Xa(ea[Y c] + ωcabY
b) ec . (15.5.7)

Mit Hilfe der Definition des Differentials df(X) ..= X[f ] und dem Dualbasisvektor θa
mit θa[X] = θa[Xded] = Xa kann man dies auch folgendermaßen formulieren:

∇XY = (dY c(X) + ωcabX
aY b) ec = (dY c + ωcabθ

aY b)X ec , (15.5.8)

Am häufigsten werden wir die folgende Kurzform der kovarianten Ableitung verwenden:

(∇aY )c = (∇eaY )c = ea[Y c] + ωcabY
b . (15.5.9)

In einer Koordinatenbasis mit X = Xµ∂µ und Y = Y ν∂ν erhalten wir für die kovariante
Ableitung eines Vektors einfach:

∇XY = (∂Y
λ

∂xµ
+ ωλµνY

ν)Xµ ∂λ , bzw. (∇µY )λ = ∂Y λ

∂xµ
+ ωλµνY

ν . (15.5.10)

Für die kovariante Ableitung einer 1-Form w = wbθ
b ergibt sich:

X[w(Y )] ..= X[〈w | Y 〉] = ∇X〈w | Y 〉 = 〈∇Xw | Y 〉+ 〈w | ∇XY 〉 .

Für die linke Seite ergibt sich

X[〈w | Y 〉] = Xaea[wbY b] = Xaea[wb]Y b +Xawbea[Y b] ,

und für den zweiten Ausdruck der rechten Seite

〈w | ∇XY 〉 = wb(∇XY )b = wbX
a(ea[Y b] + ωbacY

c) .

Aus diesen 3 Zeilen folgt

〈∇Xw | Y 〉 = X[〈w | Y 〉]− 〈w | ∇XY 〉

= Xaea[wb]Y b +Xawbea[Y b]− wbXa(ea[Y b] + ωbacY
c)

= Xa(ea[wb]Y b − wbωbacY c) = Xa(ea[wb]Y b − wcωcabY b)

= Xa(ea[wb]− wcωcab)Y b ⇒
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∇Xw = Xa(ea[wb]− ωcabwc) θb . (15.5.11)

Wie oben werden wir am häufigsten die folgende Kurzform der kovarianten Ableitung
verwenden:

(∇aw)b = (∇eaw)b = ea[wb]− ωcabwc . (15.5.12)

In einer Koordinatenbasis ist das einfach:

∇Xw = (∂wν
∂xµ
− ωλµνwλ)Xµ dxν , bzw. (∇µw)ν = ∂wν

∂xµ
− ωλµνwλ . (15.5.13)

Die Definitionsgleichung 15.5.4 der kovarianten Ableitung hat die Form einer Leibniz-
Regel. Daher liegt es nahe, die Leibniz-Regel ganz allgemein für die kovariante Ableitung
von Tensorfeldern auf M zu fordern.

Definition 15.5.2 Seien T1 ∈ T q1r1 (M), T2 ∈ T q2r2 (M) zwei Tensorfelder auf M mit

T qr (M) = {T |T = T 1...q
1...r ∂1 ⊗ . . .⊗ ∂q ⊗ dx1 ⊗ . . .⊗ dxr} ,

dann gelte für die kovariante Ableitung die Leibniz-Regel

∇X(T1 ⊗ T2) = (∇XT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇XT2) . (15.5.14)

Daraus folgt nun sofort:

(∇aT )c1...cqb1...br
= (∇eaT )c1...cqb1...br

= ea[T c1...cqb1...br
] + ωc1adT

dc2...cq
b1...br

+ . . .+ ω
cq
adT

c1...cq−1d
b1...br

− ωdab1T
c1...cq
db2...br

− ωdabrT
c1...cq
b1...br−1d

, (15.5.15)

bzw. in einer Koordinatenbasis

(∇µT )λ1...λq
ν1...νr = (∇xµT )λ1...λq

ν1...νr

= ∂

∂xµ
T λ1...λq
ν1...νr + ωλ1

µκT
κλ2...λq
ν1...νr + . . .+ ωλqµκT

λ1...λq−1κ
ν1...νr

− ωκµν1T
λ1...λq
κν2...νr − ω

κ
µνrT

λ1...λq
ν1...νr−1κ . (15.5.16)

Der Paralleltransport eines Vektors Y ∈ X (M) entlang einer glatten Kurve c : (a, b)→
M , mit a, b ∈ R, wird nun mit Hilfe des oben eingeführten Zusammenhangs definiert.
Sei X = { d

ds
∈ X (M) | c(s) ∈ C∞(M)} das Tangentialvektorfeld an die Kurve c(s),

dann heißt Y entlang c(s) parallel verschoben, wenn gilt

X|c(s) = d

ds
|c(s) = Xµ∂µ|c(s) = dxµ(c(s))

ds
∂µ|c(s) ⇒ ∇XY = 0 , (15.5.17)
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∇XY = (∂Y
λ

∂xµ
+ ωλµνY

ν)Xµ ∂λ = (∂Y
λ

∂xµ
+ ωλµνY

ν)dx
µ(c(s))
ds

∂λ

= (dY
λ

ds
+ ωλµν

dxµ(c(s))
ds

Y ν) ∂λ = 0 ⇔

dY λ

ds
+ ωλµν

dxµ(c(s))
ds

Y ν = 0 . (15.5.18)

Aus dieser Gleichung für die Parallelverschiebung eines Vektors Y entlang einer Kurve
c(s) kann man auch sofort ersehen, warum dieser Koszul-Zusammenhang zumeist Affi-
ner Zusammenhang genannt wird. Denn wenn wir die Kurve c(s) einer affinen Trans-
formation unterziehen, also c̃(t) ..= c(s) mit s ..= a · t + t0, dann bleibt die Gleichung
15.5.18 für die Parallelverschiebung unverändert.
Eine Geodäte wird nun definiert als eine Kurve c(s), deren Tangentenvektor X = d

ds

bei Parallelverschiebung entlang von c(s) unverändert bleibt, also

∇XX = 0 ⇔ d2xλ

ds2 + ωλµν
dxµ

ds

dxν

ds
= 0 . (15.5.19)

Diese Geodätengleichung entspricht genau der Geodätengleichung 12.0.6, die wir für
Kurven in m-dimensionalen HyperflächenM ⊂ Em+1 abgeleitet hatten und stellt damit
eine weitreichende Verallgemeinerung auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten
M dar.

15.6 Der Torsionstensor

Wenn nun in einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ein solcher affiner Zusammen-
hang vorliegt, so lassen sich aus der kovarianten Ableitung ∇X weitere Tensoren bilden
- die beiden wichtigsten sind der Torsionstensor (das Torsionstensorfeld) T ∈ T 1

2(M)
und der Krümmungstensor (das Krümmungstensorfeld) R ∈ T 1

3(M). Beide Tensoren
werden zunächst völlig unabhängig von einer eventuell zusätzlich vorhandenen Metrik
definiert.
Während gewöhnliche Ableitungen kommutieren, trifft dies für kovariante Ableitungen
i.A. nicht zu. Für X = ∂µ und Y = ∂ν gilt ja in Bezug auf C∞-Funktionen [X, Y ] =
[∂µ, ∂ν ] = 0. Seien jetzt X = Xβeβ und Y = Y γeγ beliebige Vektoren aus X (M),
dann stellt ∇XY −∇YX einen Differentialoperator 2.Ordnung für C∞-Funktionen dar,
denn sei f ∈ C∞(M), dann gilt mit 15.5.4 und einem konstanten e0 ∈ X (M) für die
kovarianten Ableitungen:

(∇XY −∇YX)f e0 = (∇X∇Y −∇Y∇X)f e0 .

Dieser Ausdruck ist zwar per Konstruktion koordinatenunabhängig, aber nicht bilinear
in X und Y und damit kein Tensor, denn es ergibt sich:
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∇XY −∇YX = Xbeb[Y c]ec +XbY cωdbc ed − Y cec[Xb]eb − Y cXbωdcb ed

= Xbeb[Y cec]− Y cec[Xbeb]− (XbY ceb[ec]− Y cXbec[eb])

+XbY c(ωdbc − ωdcb)ed

= [X, Y ]−XbY c[eb, ec] +XbY c(ωdbc − ωdcb)ed

= [X, Y ] +XbY c(ωdbc − ωdcb)ed −XbY cc d
bc ed .

Hier ist der Kommutator [X, Y ] auf der rechten Seite kein Tensor, weil er keine bilineare
Funktion in X und Y ist, denn mit f, g ∈ C∞ folgt:

[fX, gY ] = fX[gY ]− gY [fX] = f(X[g]Y + gX[Y ])− g(Y [f ]X + fY [X])

= fg[X, Y ] + fX[g]Y − gY [f ]X 6= fg[X, Y ] .

Jedoch ist offensichtlich ∇XY −∇YX − [X, Y ] sowohl unabhängig von der gewählten
Basis, als auch bilinear in X und Y , und damit ein Tensor, der Torsionstensor genannt
wird:

T (X, Y ) ..= ∇XY −∇YX − [X, Y ] , (15.6.1)

oder in Komponentenschreibweise

T abc ..= 〈θa | T (eb, ec)〉 = ωabc − ωacb − c a
bc . (15.6.2)

Um die geometrische Bedeutung des Torsionstensors T zu veranschaulichen betrachtet
man üblicherweise ein kleines, d.h. infinitesimales, Parallelogramm in der Mannigfaltig-
keit M .

p4
(1)

p4
(2)

δμ

εμ

p
2

p
1

p
3

X

Y

Abbildung 15.2: infinitesimales Parallelogramm und Torsion

Der Startpunkt des Parallelogramms p1 ∈M habe die Koordinaten xµ und wir wählen
die entsprechende Koordinatenbasis ∂µ, so daß die Strukturkonstanten c c

ab = 0 sind
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(15.2.5). Seien jetzt p2, p3 ∈ M zwei weitere Punkte des Parallelogramms mit den
Koordinaten xµ + δµ, bzw. xµ + εµ, mit infinitesimalen δµ und εµ. Seien weiter

X = Xµ∂µ = d(xµ + δµs)
ds

∂µ = δµ∂µ , und Y = Y µ∂µ = d(xµ + εµs)
ds

∂µ = εµ∂µ

zwei Vektoren aus Tp1M mit Xµ = p1p2 = δµ und Y µ = p1p3 = εµ . Aus der Gleichung
15.5.18 für die Parallelverschiebung eines Vektors X entlang einer Kurve c(s) um die
infinitesimale Strecke ds folgt:

dXλ + ωλνµdx
ν(c(s))Xµ = 0 , ⇒

dXλ = −ωλνµdxν(c(s))Xµ .

Jetzt verschieben wir den Vektor X parallel entlang Y bis zu p3 und erhalten den Punkt
p

(2)
4 :

xλ+ελ + (δλ − ωλνµενδµ) .

Ebenso verschieben wir den Vektor Y parallel entlang X bis zu p2 und erhalten den
Punkt p(1)

4 :

xλ+δλ + (ελ − ωλµνδµεν) .

Die Differenz der beiden Parallelogrammpunkte p(2)
4 und p

(1)
4 wird gerade vom Torsi-

onstensor bestimmt:

p
(2)
4 p

(1)
4 = (ωλµν − ωλνµ)δµεν = T λµνδ

µεν . (15.6.3)

In einer differenzierbaren MannigfaltigkeitM mit affinem Zusammenhang und nichtver-
schwindender Torsion schließt sich also ein durch Parallelverschiebungen konstruiertes
infinitesimales Parallelogramm nicht.

Einstein hat in seiner Allgemeinen Relativitätstheorie zur Beschreibung der Gravitati-
on einen torsionsfreien Zusammenhang für die vierdimensionale Raumzeit angenommen
und den Energie-Impuls-Tensor an die Krümmung gekoppelt. Wenn man in dieser Weise
die Torsion in der ganzen Mannigfaltigkeit M zu Null setzt und eine Koordinatenbasis
∂µ verwendet, so daß die Strukturkonstanten c c

ab = 0 sind, dann sind die Zusammen-
hangskoeffizienten symmetrisch: ωcab = ωcba.

Erweiterte Gravitationstheorien, wie z.B. die Einstein-Cartan-Theorie (EC ), die Super-
gravity (SUGRA) oder die Loop-Quantum-Gravity (LQG) verwenden die Torsion und
koppeln diese an Fermionenspins. Die EC-Theorie läßt sich als Eichtheorie der lokalen
Poincaré-Gruppe ableiten (z.B. Hehl u. a. (1976)) und die SUGRA-Theorie als Eich-
theorie der lokalen Super-Poincaré-Gruppe (z.B. Freedman u. Van Proeyen (2012)).
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15.7 Der Krümmungstensor

Wenn der Differentialoperator 2.Ordnung (∇X∇Y − ∇Y∇X), dem wir soeben schon
bei der Torsion begegnet sind, nicht auf C∞-Funktionen angewandt wird, sondern auf
Vektoren Z ∈ X (M), so gelangen wir zum Krümmungstensor. Seien X, Y, Z ∈ X (M)
mit X = Xcec, Y = Y ded, Z = Zbeb :

K1 ..= (∇X∇Y −∇Y∇X)Z

= (∇Xcec∇Y ded −∇Y ded∇Xcec)Zbeb

= Xc∇c(Y d∇dZ
beb)− Y d∇d(Xc∇cZ

beb)

= Xc∇c(Y d(∇dZ
b)eb + Y dZb∇deb)− Y d∇d(Xc(∇cZ

b)eb +XcZb∇ceb)

= Xc(∇cY
d)(∇dZ

b)eb +XcY d(∇c∇dZ
b)eb +XcY d(∇dZ

b)∇ceb

+Xc(∇cY
d)Zb∇deb +XcY d(∇cZ

b)∇deb +XcY dZb(∇c∇deb)

− Y d(∇dX
c)(∇cZ

b)eb − Y dXc(∇d∇cZ
b)eb − Y dXc(∇cZ

b)∇deb

− Y d(∇dX
c)Zb∇ceb − Y dXc(∇dZ

b)∇ceb − Y dXcZb(∇d∇ceb) .

Der 3. und der 11. Term, sowie der 5. und der 9. Term, heben sich gegenseitig auf.
Im 2. und 8. Term finden wir für ∇c∇dZ

b = ecedZ
b, bzw. ∇d∇cZ

b = edecZ
b, denn die

ea ∈ Tp(M) sind ja Differentialoperatoren:

Zb ∈ C∞(M) ⇒ ∇dZ
b = edZ

b ∈ C∞(M) ⇒ ecedZ
b ∈ C∞(M) , ⇒

XcY d(∇c∇dZ
b)eb − Y dXc(∇d∇cZ

b)eb = XcY d([ec, ed]Zb)eb = XcY d(c e
cd eeZ

b)eb .

Damit ergibt sich für K1:

K1 = Xc(∇cY
d)(∇dZ

b)eb +XcY d(c e
cd eeZ

b)eb

+Xc(∇cY
d)Zb∇deb +XcY dZb(∇c∇deb)

− Y d(∇dX
c)(∇cZ

b)eb − Y d(∇dX
c)Zb∇ceb − Y dXcZb(∇d∇ceb) .

Dieser Ausdruck ist nun offensichtlich nicht in X, Y, Z multilinear. Also versucht man,
ebenso wie zuvor bei der Torsion, die Nichtlinearitäten von (∇X∇Y −∇Y∇X)Z abzu-
ziehen, um einen Tensor 3. Stufe zu erhalten.

[X, Y ] = [Xcec, Y
ded] = Xcec(Y ded)− Y ded(Xcec)

= Xc(ecY d)ed +XcY deced − Y d(edXc)ec − Y dXcedec
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= Xc(ecY d)ed − Y d(edXc)ec +XcY d[ec, ed]

= Xc(ecY d)ed − Y d(edXc)ec +XcY dc e
cd ee .

K2 ..= ∇[X,Y ]Z

= Xc(∇cY
d)∇dZ − Y d(∇dX

c)∇cZ +XcY dc e
cd ∇eZ

= Xc(∇cY
d)(∇dZ

b)eb +XcZb(∇cY
d)∇deb

− Y d(∇dX
c)(∇cZ

b)eb − Y dZb(∇dX
c)∇ceb

+XcY dc a
cd (∇aZ

b)eb +XcY dZb(c e
cd ∇eeb) .

Für die Differenz K1−K2 ergibt sich nun der gesuchte in X, Y, Z multilineare Ausdruck,
der Krümmungstensor R:

R(X, Y )Z ..= (∇X∇Y −∇Y∇X)Z −∇[X,Y ]Z

= XcY dZb{∇c∇deb −∇d∇ceb − c e
cd ∇eeb}

= XcY dZb{∇cω
e
dbee −∇dω

e
cbee − c e

cd ∇eeb}

= XcY dZb·

· {(ecωedb)ee + ωedbω
f
ceef − (edωecb)ee − ωecbω

f
deef − c

e
cd ω

f
ebef} ,

(15.7.1)

oder in Komponentenschreibweise

Ra
bcd ..= 〈θa | R(ec, ed)eb〉

= ecω
a
db − edωacb + ωedbω

a
ce − ωecbωade − c e

cd ω
a
eb . (15.7.2)

Der Krümmungstensor Ra
bcd ist in den beiden Indizes c, d antisymmetrisch, da ja die

Strukturkonstanten c e
cd in den beiden unteren Indizes antisymmetrisch sind (15.2.7):

Ra
bcd = −Ra

bdc . (15.7.3)

Um die geometrische Bedeutung des Krümmungstensors R zu veranschaulichen betrach-
tet man üblicherweise ein kleines, d.h. infinitesimales, Parallelogramm in der Mannigfal-
tigkeit M . Das Parallelogramm möge in diesem Beispiel geschlossen sein, also M ohne
Torsion.
Der Startpunkt des Parallelogramms p1 ∈M habe die Koordinaten xµ und wir wählen
die entsprechende Koordinatenbasis ∂µ, so daß die Strukturkonstanten c γ

αβ = 0 sind
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Abbildung 15.3: infinitesimales Parallelogramm und Krümmung

(15.2.5). Seien jetzt p2, p3 ∈ M zwei weitere Punkte des Parallelogramms mit den
Koordinaten xµ + δµ, bzw. xµ + εµ, mit infinitesimalen δµ und εµ. Seien weiter

X = Xµ∂µ = d(xµ + δµs)
ds

∂µ = δµ∂µ , und Y = Y µ∂µ = d(xµ + εµs)
ds

∂µ = εµ∂µ

zwei Vektoren aus Tp1M mit Xµ = p1p2 = δµ und Y µ = p1p3 = εµ . Aus der Gleichung
15.5.18 für die Parallelverschiebung eines Vektors V entlang einer Kurve c(s) um die
infinitesimale Strecke ds folgt:

dV κ + ωκλµdx
λ(c(s))V µ = 0 , ⇒

dV κ = −ωκλµdxλ(c(s))V µ .

Wir verschieben den Vektor V1 vom Punkt p1 parallel entlang X bis zu p2 und erhalten
V2. Danach verschieben wir V2 parallel bis zu p4und erhalten den Vektor V (1)

4 :

V κ
2 = V κ

1 − ωκµλ(p1)V λ
1 δ

µ .

V
(1)κ

4 = V κ
2 − ωκνλ(p2)V λ

2 ε
ν

= V κ
1 − ωκµλ(p1)V λ

1 δ
µ − [ωκνλ(p2)(V λ

1 − ωλµξ(p1)V ξ
1 δ

µ)εν ]

= V κ
1 − ωκµλ(p1)V λ

1 δ
µ

− [(ωκνλ(p1) + ∂µω
κ
νλ(p1)δµ)(V λ

1 − ωλµξ(p1)V ξ
1 δ

µ)εν ] +O(|δ|2|ε|) .

Ebenso verschieben wir den Vektor V1 vom Punkt p1 parallel entlang Y bis zu p3 und
erhalten V3. Danach verschieben wir V3 parallel bis zu p4 und erhalten den Vektor V (2)

4 :

V κ
3 = V κ

1 − ωκνλ(p1)V λ
1 ε

ν .
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V
(2)κ

4 = V κ
3 − ωκµλ(p3)V λ

3 δ
µ

= V κ
1 − ωκνλ(p1)V λ

1 ε
ν − [ωκµλ(p3)(V λ

1 − ωλνξ(p1)V ξ
1 ε

ν)δµ]

= V κ
1 − ωκνλ(p1)V λ

1 ε
ν

− [(ωκµλ(p1) + ∂νω
κ
µλ(p1)εν)(V λ

1 − ωλνξ(p1)V ξ
1 ε

ν)δµ] +O(|δ||ε|2) .

Die Differenz der beiden Vektoren V
(2)

4 und V
(1)

4 bis zur 2. Ordnung in δ und ε wird
gerade vom Krümmungstensor bestimmt:

V
(2)κ

4 − V (1)κ
4 = −∂νωκµλ(p1)V λ

1 δ
µεν + ∂µω

κ
νλ(p1)V λ

1 δ
µεν

+ ωκµξ(p1)ωξνλ(p1)V λ
1 δ

µεν − ωκνξ(p1)ωξµλ(p1)V λ
1 δ

µεν

= [∂µωκνλ(p1)− ∂νωκµλ(p1)

+ ωκµξ(p1)ωξνλ(p1)− ωκνξ(p1)ωξµλ(p1)]V λ
1 δ

µεν

= Rκ
λµνV

λ
1 δ

µεν .

In einer differenzierbaren MannigfaltigkeitM mit affinem Zusammenhang und nichtver-
schwindender Krümmung ist also das Resultat der Parallelverschiebung eines Vektors
wegabhängig.

In der Einsteinschen Gravitationstheorie spielt jedoch nicht der Riemannsche-Krüm-
mungstensor, sondern der daraus durch Kontraktion des 1. und 3. Indexes abgeleitete
Ricci-Tensor die entscheidende Rolle.

Ric(Z, Y ) ..= 〈θa | R(ea, Y )Z〉 , (15.7.4)

bzw. in Komponenten

Ricbd = Ric(eb, ed) = Ra
bad . (15.7.5)

Wir werden bei der Bianchi-2 Identität und später beim Levi-Civita Zusammenhang
auf den Ricci-Tensor zurückkommen.
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15.8 Élie Cartan (1869 - 1951)

Abbildung 15.4: Élie Cartan
im Math. Seminar Hamburg,

unbekannt, CC-BY-SA-2.5.
Bildausschnitt des Originals.
(Math. Inst. Oberwolfach)

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Élie_Cartan]

Élie Cartan wurde 1869 als Sohn eines
Schmieds in Dolomieu im Departement Isère
in Frankreich geboren. Er fiel seinen Lehrern
bereits in der Grundschule auf, so daß er ein
Stipendium zum Besuch des Gymnasiums in
Lyon und anschließend ab 1888 zum Studium
an der École Normale Supérieure in Paris er-
hielt. Dort promovierte er 1894 mit einer Ar-
beit über Lie-Algebren und Lie-Gruppen. Die-
ses Thema beschäftigte ihn danach noch vie-
le Jahre und letztlich konnte er eine vollstän-
dige Klassifikation der komplexen, einfachen
Lie-Gruppen erzielen. Nach seiner Promotion
unterrichtete er zunächst an der Universität
von Montpellier und von 1896 bis 1903 an der
Universität von Lyon. Im Jahr 1903 erhielt er
eine Professur an der Universität von Nancy
und ab 1909 lehrte er in Paris an der Sorbonne
auf verschiedenen Lehrstühlen. In der Zeit des
Ersten Weltkriegs arbeitete er im Hospital der
Ecole Normale Supérieure. Im Jahr 1940 eme-
ritierte er und verstarb 1951 nach einer langen,
schweren Krankheit.
Élie Cartan war seit 1903 mit Marie-Luise
Bianconi verheiratet und führte ein ruhiges

und glückliches Familienleben. Das Ehepaar Cartan hatte vier Kinder, die alle ebenfalls
erwähnenswert sind:

• Henri Cartan (1904-2008), ein bedeutender Mathematiker und Gründungsmitglied
der berühmten Gruppe Nicolas Bourbaki, die sich um einen streng axiomatischen
Aufbau der Mathematik auf den Spuren Hilberts bemühte. Henri Cartan war
Doktorvater vieler berühmter französischer Mathematiker (u.a. Dolbeaut, Koszul,
Thom), und privat ein guter Pianist,

• Jean Cartan (1906-1932), ein außergewöhnlicher Komponist, der leider schon mit
25 Jahren an Tuberkulose verstarb,

• Louis Cartan (1909-1943), ein Physiker, der sich im 2. Weltkrieg der Resistence
anschloß und von den Nazis 1943 ermordet wurde,

• Hélène Cartan (1917-1952), eine begabte Mathematikerin und Pianistin, die leider
auch viel zu früh an einem schweren Verlauf einer Tuberkulose verstarb.

Élie Cartans wichtigste Arbeiten behandeln die Themen:
Lie-Algebren und deren Klassifizierung (1894), Lie-Gruppen und deren Topologie und

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/deed.de
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Darstellungen (1914), partielle Differentialgleichungen, integrable Systeme und Integral-
Invarianten, Differentialgeometrie und dabei insb. Strukturgruppen und die Klassifizie-
rung global irreduzibler symmetrischer Riemannscher Räume (1926-27), begleitende
Vielbeine (Rahmenfelder, moving frames, repère mobile) und Zusammenhänge. Beson-
ders erwähnenswert aus der Sicht der Physik ist sicherlich Cartans Einführung der
Spinoren im Jahr 1913 und seine Erweiterung von Einsteins Allgemeiner Relativitäts-
theorie um die Torsion im Jahr 1921, die heute so genannte Einstein-Cartan-Theorie
(EC-Theorie).

Cartan war ein sehr bescheidener und humorvoller Mensch und vielleicht ist dies ein
Grund dafür, daß seine Zeitgenossen erst nach Jahrzehnten die Bedeutung seiner For-
schungen und didaktischen Innovationen, wie etwa den Differentialformen-Kalkül, er-
kennen und wertschätzen konnten. Heute begegnet uns der Name Cartan überall in der
Theorie der Lie-Gruppen, partiellen Differentialgleichungen und der Differentialgeome-
trie.

Cartan war neben seinen Forschungen auch ein begabter und engagierter akademischer
Lehrer (im Gegensatz etwa zu Poincaré oder Einstein). Ein auch heute noch mit Gewinn
zu lesendes Buch und ein Beispiel für Cartans klare und schöne Darstellung komple-
xer Zusammenhänge sind seine Vorlesungen über Spinoren, die zuerst auf französisch
(Cartan (1938)) und später auf englisch (Cartan (1966)) erschienen sind.

Zu seinen zahlreichen bedeutenden Schülern gehörte auch Shiing-Shen Chern (s.u. der
Nachruf auf Élie Cartan von Chern und Chevalley).

[Quellen: en.wikipedia: Élie_Cartan, O’Connor u. Robertson (2013), Chern u. Chevalley
(1952), Audin (2008)]

15.9 Die Cartansche Zusammenhangsform

Élie Cartan hat in der Differentialgeometrie anstelle der Beschreibung der Geometrie
durch Tensoren eine elegante Beschreibung durch Differentialformen eingeführt, die ins-
besondere die Behandlung der Geometrie in Lie-Gruppen und Faserbündeln transpa-
renter gestaltet. Dazu führte Cartan die Zusammenhangs-1-Form, die Torsions-2-Form
und die Krümmungs-2-Form ein, die wir hier im Kontext der Riemannschen Geometrie
betrachten:

ωab ..= ωacbθ
c , (15.9.1)

T a ..= 1
2T

a
bcθ

b ∧ θc , (15.9.2)

Ra
b ..=

1
2R

a
bcdθ

c ∧ θd . (15.9.3)

Diese Zusammenhangs-1-Form erfüllt die beiden Cartanschen Strukturgleichungen:

https://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89lie_Cartan
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Satz 15.9.1 (Cartan Strukturgleichung)
T a = dθa + ωab ∧ θb , (15.9.4)

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb . (15.9.5)

Beweis: Zunächst zur Torsions-2-Form:

T a(eb, ec) = 1
2T

a
deθ

d ∧ θe(eb, ec)

= 1
2T

a
de(θd(eb)θe(ec)− θd(ec)θe(eb))

= 1
2(T abc − T acb) = T abc .

Für die rechte Seite der Gleichung ergibt sich:

(dθa + ωae ∧ θe)(eb, ec) = dθa(eb, ec) + (ωadeθd ∧ θe)(eb, ec) .

Für die äußere Ableitung einer 1-Form hatten wir in 15.2.12 die hilfreiche Formel ge-
funden:

dω(X, Y ) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X, Y ]) .

Damit und mit 15.6.2 ergibt sich das gesuchte Ergebnis:

(dθa + ωae ∧ θe)(eb, ec) = eb[δac ]− ec[δab ]− θa([eb, ec]) + ωabc − ωacb

= ωabc − ωacb − c a
bc = T abc .

Nun zur Krümmungs-2-Form:

Ra
b(ec, ed) = 1

2R
a
befθ

e ∧ θf (ec, ed)

= 1
2R

a
bef (θe(ec)θf (ed)− θe(ed)θf (ec))

= 1
2(Ra

bcd −Ra
bdc) = Ra

bcd .

Für die rechte Seite der Gleichung ergibt sich:

(dωab + ωae ∧ ωeb)(ec, ed) = (d(ωaebθe) + ωafeω
e
gb(θf ∧ θg − θg ∧ θf ))(ec, ed)

= d(ωaebθe)(ec, ed) + ωaceω
e
db − ωadeωecb .

Wie oben mit 15.2.12 und mit 15.7.2 folgt für die äußere Ableitung einer 1-Form:

(dωab + ωae ∧ ωeb)(ec, ed) = ec[ωaebθe(ed)]− ed[ωaebθe(ec)]− ωaebθe([ec, ed])
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+ ωaceω
e
db − ωadeωecb

= ec[ωadb]− ed[ωacb]− ωaebc e
cd + ωaceω

e
db − ωadeωecb

= Ra
bcd . 2

Wenn man auf die beiden Cartanschen Strukturgleichungen 15.9.4 und 15.9.5 nochmals
die äußere Ableitung d anwendet, so erhält man die beiden Bianchi-Identitäten:

dT a + ωab ∧ T b = Ra
b ∧ θb , (15.9.6)

dRa
b + ωac ∧Rc

b −Ra
c ∧ ωcb = 0 . (15.9.7)

Beweis: Zunächst Bianchi-1:

dT a = d(dθa + ωab ∧ θb) = d(ωab ∧ θb)

= dωab ∧ θb − ωab ∧ dθb

= Ra
b ∧ θb − ωac ∧ ωcb ∧ θb − ωab ∧ (T b − ωbc ∧ θc)

= Ra
b ∧ θb − ωac ∧ ωcb ∧ θb − ωab ∧ T b + ωac ∧ ωcb ∧ θb

= Ra
β ∧ θb − ωab ∧ T b .

Nun Bianchi-2:

dRa
b = d(dωab + ωac ∧ ωcb) = d(ωac ∧ ωcb)

= dωac ∧ ωcb − ωac ∧ dωcb

= Ra
c ∧ ωcb − ωad ∧ ωdc ∧ ωcb − (ωac ∧Rc

b − ωac ∧ ωcd ∧ ωdb)

= −ωac ∧Rc
b +Ra

c ∧ ωcb . 2

Im Folgenden soll gezeigt werden, daß man diese beiden Bianchi-Identitäten im torsi-
onsfreien Fall folgendermaßen formulieren kann:

1. T = 0 ⇒ R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0 , (15.9.8)

2. ωabc = ωacb ⇒ (∇XR(Y, Z) +∇ZR(X, Y ) +∇YR(Z,X))V = 0 . (15.9.9)

Hinreichend für die Voraussetzung eines symmetrischen Zusammenhang ωabc = ωacb ist
T = 0 und das Vorliegen einer holonomen Basis (!), d.h. einer Koordinatenbasis mit
c a
bc = 0 (siehe 15.6.2).



326 15 Riemannsche Geometrie

In Komponentenschreibweise in einer Koordinatenbasis mit der Antisymmetrisierungs-
klammer W[bc] ..= 1

2!(Wbc −Wcb), etc., ist dies:

1. Rκ
[λµν] = 0 , d.h. (15.9.10)

Rκ
[λµν] ..=

1
3!(R

κ
λµν −Rκ

λνµ +Rκ
νλµ −Rκ

νµλ +Rκ
µνλ −Rκ

µλν)

= 1
3(Rκ

λµν +Rκ
νλµ +Rκ

µνλ) = 0

2. Rκ
λ[µν;ξ] = 0 , d.h. (15.9.11)

Rκ
λ[µν;ξ] ..=

1
3!((∇ξR)κλµν − (∇ξR)κλνµ + (∇νR)κλξµ − (∇νR)κλµξ

+ (∇µR)κλνξ − (∇µR)κλξν)

= 1
3((∇ξR)κλµν + (∇νR)κλξµ + (∇µR)κλνξ) = 0 .

Beweis: Jeder Tensor yik kann in die Summe eines symmetrischen und eines antisym-
metrischen Teils zerlegt werden, denn

yik ..= y(ik) + y[ik] ..=
1
2!(yik + yki) + 1

2!(yik − yki) .

In einer 2-Form yikθ
i∧θk fällt der symmetrische Teil des Koeffizienten y(ik) trivialerweise

fort, denn

yikθ
i ∧ θk = (y(ik) + y[ik])(θiθk − θkθi) = y[ik](θiθk − θkθi) = 2y[ik]θ

iθk .

Dies gilt ebenso für beliebige n-Formen: wenn eine n-Form yi1...inθ
i1 ∧ · · · ∧ θin = 0 ist,

dann ist damit auch der antisymmetrische Anteil y[i1...in] = 0.
Nun zu Bianchi-1 in einer Koordinatenbasis. Aus 15.9.6 folgt:

T = 0 ⇒ Rκ
λ ∧ dxλ = 1

2R
κ
λµνdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ = 0 ⇒

Rκ
[λµν] = 0 .

Nun zu Bianchi-2 in einer Koordinatenbasis. Aus 15.9.7 folgt:

0 =
∂Rκ

λµν

∂xξ
dxξ ∧ dxµ ∧ dxν + ωκξπdx

ξ ∧Rπ
λµνdx

µ ∧ dxν −Rκ
πµνdx

µ ∧ dxν ∧ ωπξλdxξ

= (
∂Rκ

λµν

∂xξ
+ ωκξπR

π
λµν −Rκ

πµνω
π
ξλ)dxξ ∧ dxµ ∧ dxν . (15.9.12)
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Da wir einen symmetrischen Zusammenhang vorausgesetzt haben gilt:

(ωπξµRκ
λπν)dxξ ∧ dxµ ∧ dxν = 0 ,

(ωπξνRκ
λµπ)dxξ ∧ dxµ ∧ dxν = 0 .

Diese beiden Gleichungen subtrahieren wir von 15.9.12 und erhalten die kovariante
Ableitung von R:

(∇ξR)κλµνdxξ ∧ dxµ ∧ dxν = (∂ξRκ
λµν + ωκξπR

π
λµν − ωπξλRκ

πµν

− ωπξµRκ
λπν − ωπξνRκ

λµπ)dxξ ∧ dxµ ∧ dxν .

Damit muß der antisymmetrische Teil bzgl. ξ, µ, ν von (∇ξR)κλµν gleich 0 sein, also:

Rκ
λ[µν;ξ] = 0 . (15.9.13)

Ausführlich geschrieben ist das:

1
3! [(∇ξR)κλµν − (∇ξR)κλνµ + (∇νR)κλξµ − (∇νR)κλµξ + (∇µR)κλνξ − (∇µR)κλξν ] = 0 ,

und daraus folgt

(∇ξR)κλµν + (∇νR)κλξµ + (∇µR)κλνξ = 0 , bzw.

(∇XR(Y, Z) +∇ZR(X, Y ) +∇YR(Z,X))V = 0 . 2

Aus der Bianchi-2 Identität für Ra
bcd bei einem symmetrischen Zusammenhang, d.h.

ωabc = ωacb (hinreichend dafür ist ein torsionsfreier Zusammenhang in einer Koordina-
tenbasis, siehe 15.6.2) folgt die entsprechende Identität für den Ricci-Tensor:

Ra
b[ad;f ] = 1

3((∇fR)abad + (∇dR)abfa + (∇aR)abdf )

= 1
3((∇fRic)bd − (∇dR)abaf + (∇aR)abdf )

= 1
3((∇fRic)bd − (∇dRic)bf + (∇aR)abdf ) = 0 . (15.9.14)



328 15 Riemannsche Geometrie

15.10 Riemannsche und pseudo-Riemannsche Metrik

Der Tangentialraum TpM und der Kotangentialraum T ∗pM sind endlichdimensionale
Vektorräume, die häufig zusätzlich mit einem euklidischen Skalarprodukt ausgestattet
werden:

X, Y ∈ TpM, X = Xµ∂µ, Y = Xν∂ν X · Y ..=
m∑
µ=1

XµY µ = δµνX
µY ν .

In der Riemannschen Geometrie verwendet man anstelle dieses Skalarproduktes die all-
gemeinere Struktur einer Riemannschen Metrik oder einer pseudo-Riemannschen Me-
trik:

Definition 15.10.1 Seien p ∈M , X, Y ∈ TpM , dann heißt gp : TpM⊗TpM → R eine
Riemannsche Metrik am Punkt p, wenn gp bilinear, symmetrisch und positiv definit ist,
d.h.:

gp(c1X + c2Y, Z) = c1gp(X,Z) + c2gp(Y, Z) ,

gp(Z, c1X + c2Y ) = c1gp(Z,X) + c2gp(Z, Y ) ,

gp(X, Y ) = gp(Y,X) ,

gp(X,X) ≥ 0 , gp(X,X) = 0 ⇔ X = 0 .

Seien p ∈M , X, Y ∈ TpM , dann heißt gp : TpM⊗TpM → R eine pseudo-Riemannsche
Metrik, wenn gp bilinear, symmetrisch und nicht entartet ist, d.h.:

gp(c1X + c2Y, Z) = c1gp(X,Z) + c2gp(Y, Z) ,

gp(Z, c1X + c2Y ) = c1gp(Z,X) + c2gp(Z, Y ) ,

gp(X, Y ) = gp(Y,X) ,

gp(X, Y ) = 0 für alle Y ⇒ X = 0 .

Damit ist gp ein kovarianter Tensor zweiter Stufe am Punkt p ∈M und kann geschrie-
ben werden als gp = gµν(p) dxµ ⊗ dxν.

Weiter seien die Koeffizienten gµν(p) ∈ C∞ für alle p ∈M , so daß g ..= gp ∈ T 0
2(M) ein

kovariantes Tensorfeld auf M ist.
Mit einer Metrik kann man Winkel und Längen in p ∈M definieren.

Definition 15.10.2 Seien X, Y ∈ TpM und gp : TpM ⊗ TpM → R eine Riemannsche
oder pseudo-Riemannsche Metrik, dann wird der Winkel ϕ zwischen X und Y in p ∈M
definiert als:

cosϕ ..= gp(X, Y )
[gp(X,X)gp(Y, Y )] 1

2
= gµν(p)XµY ν

[(gµν(p)XµXν)(gµν(p)Y µY ν)] 1
2
. (15.10.1)
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Vorsicht: dies bedeutet nun aber noch nicht, daß der Winkel ϕ bei einer Parallelver-
schiebung von X und Y in M konstant bleibt. Dies ist erst beim sog. metrisch-affinen
Zusammenhang der Fall, den wir im nächsten Kapitel einführen werden.

Seien c : (a, b) → M , mit a, b ∈ R, eine glatten Kurve in M , und X = { d
dt
∈

X (M) | c(t) ∈ C∞(M)} das Tangentialvektorfeld an die Kurve c(t), dann definiert man
die Länge eines Kurvenabschnitts als:

X = d

dt
|c(t) = Xµ∂µ|c(t) = dxµ(c(t))

dt
∂µ|c(t) ⇒

s ..=
t2∫
t1

[g(X,X)] 1
2 dt =

t2∫
t1

[gµν(c(t))Xµ(t)Xν(t))] 1
2 dt . (15.10.2)

gµν(p) ist eine reelle, symmetrische Matrix und kann daher mittels einer orthogona-
len Transformation diagonalisiert werden. Im Fall einer Riemannschen Metrik ist gp
positiv definit und damit sind auch alle Eigenwerte von gµν(p) positiv definit. Mittels
einer geeigneten orthogonalen Transformation und einer anschließenden Skalentransfor-
mation kann also gµν(p) in die Euklidische Metrik δ ..= diag(1, . . . , 1) überführt wer-
den. Im Fall einer pseudo-Riemannschen Metrik kann gµν(p) auch negative Eigenwerte
aufweisen. Wenn gµν(p) genau einen negativen Eigenwert hat spricht man von einer
Lorentz-Metrik, die insbesondere in der Physik zur Beschreibung der lokalen Raumzeit-
Mannigfaltigkeit in Form der speziellen Relativitätstheorie von zentraler Bedeutung ist.
Mittels einer geeigneten orthogonalen Transformation und einer anschließenden Skalen-
transformation kann gµν(p) in die Minkowski-Metrik η ..= diag(−1, 1, . . . , 1). überführt
werden kann.

Wenn die Mannigfaltigkeit M mit einer Metrik g ausgestattet ist, so kann man an
jedem Punkt p ∈ M im Tangentialraum Tp(M) auch mittels einer linearen Abbildung
von einer Koordinatenbasis {∂µ} zu einer orthonormalen Nichtkoordinatenbasis {ea},
auch nicht-holonome Basis genannt, übergehen.

Sei e µ
a ∈ GL(m,R) mit det(e µ

a ) > 0 eine lineare, reelle, invertierbare und orientie-
rungserhaltende m-dimensionale Abbildung und eaµ die entsprechende inverse Abbil-
dung, also eaµe ν

a = δνµ und eaµe
µ
b = δab. Die Nichtkoordinatenbasis {ea} wird jetzt

definiert als

ea ..= e µ
a ∂µ . (15.10.3)

Die Matrix e µ
a besteht also gerade aus den Koordinaten der Basisvektoren ea in der

Koordinatenbasis der ∂µ und heißt das Vielbein (der Rahmen, frame, repère), bzw. bei
m = 2 Zweibein, bei m = 3 Dreibein oder bei m = 4 Vierbein (Tetrade).
Wenn die e µ

a (p) ∈ C∞(M) sind, so heißt das Feld der e µ
a ∈ T 1

1(M) das begleitende
Vielbein (Rahmenfeld, moving frame, repère mobile).
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Weiter verlangt man von e µ
a noch, daß die {ea} orthonormal in Bezug auf g seien, d.h.

gab ..= g(ea, eb) = gµνe
µ
a e

ν
b =

{
δab für Riemann-Metrik,
ηab für Lorentz-Metrik.

(15.10.4)

Damit läßt sich der metrische Tensor g schreiben als

g = gµνdx
µ ⊗ dxν = gµνe

µ
a e

ν
b θ

a ⊗ θb =
{
δabθ

a ⊗ θb für Riemann-Metrik,
ηabθ

a ⊗ θb für Lorentz-Metrik.
(15.10.5)

Für die entsprechenden Determinanten gilt also:√
± det(gµν) = | det((e µ

a )−1)| = | det(eaµ)| ,
{

+ für Riemann-Metrik,
− für Lorentz-Metrik.

(15.10.6)

Wenn m die Dimension der Mannigfaltigkeit M (und damit auch die Dimension von
Tangential- und Kotangentialraum) ist, dann hat ein Vielbein e µ

a (p) am Punkt p ∈M
gerade m2 Variable, die Metrik gµν(p) als eine symmetrische Matrix aber nur 1

2m(m+1)
Variable. Also gibt esm2− 1

2m(m+1) = 1
2m(m−1) Nichtkoordinatenbasen, die sich von-

einander nur durch eine lineare Transformation Λa
b(p), eine lokale Eichtransformation,

unterscheiden und die Metrik invariant lassen:

θ′a(p) ..= Λa
b(p)θb(p) . (15.10.7)

δbd = Λa
bδacΛc

d ⇒ δbd = ΛabδacΛc
d = ΛabΛad = Λ b

a Λa
d = (Λ†)baΛa

d

⇒ Λa
b ∈ SO(m) für Riemann-Metrik, bzw. (15.10.8)

ηbd = Λa
bηacΛc

d ⇒ Λa
b ∈ SO(1,m− 1) für Lorentz-Metrik. (15.10.9)

Aus 15.10.7 folgt:

θ′a(e′b) = θa(eb) = δab ⇒ e′a = (Λ−1)baeb (15.10.10)

Damit transformieren sich die Torsions-2-Form und die Krümmungs-2 Form als Tenso-
ren:

T ′a = Λa
bT

b und R′ab = Λa
cR

c
d(Λ−1)db . (15.10.11)

Die Zusammenhangs-1-Form transformiert sich wegen 15.9.4 folgendermaßen:

T ′a = Λa
bT

b ⇒
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dθ′a + ω′ab ∧ θ′b = Λa
b(dθb + ωbc ∧ θc)

d(Λa
bθ
b) + ω′ab ∧ (Λb

cθ
c) = Λa

b(dθb + ωbc ∧ θc)

(dΛa
c)θc + Λa

bdθ
b + ω′ab ∧ θcΛb

c = Λa
bdθ

b + Λa
bω

b
c ∧ θc

ω′abΛb
c = Λa

bω
b
c − (dΛa

c)

ω′ad = ω′abΛb
c(Λ−1)cd = Λa

bω
b
c(Λ−1)cd − (dΛa

c)(Λ−1)cd (15.10.12)

ω′ = ΛωΛ−1 − dΛ · Λ−1 . (15.10.13)

Damit transformiert sich die Zusammenhangs-1-Form nichtlinear und ist also kein Ten-
sor! Jedoch transformiert sich die Differenz zweier Zusammenhänge, also z.B. die Va-
riation δω, wie ein Tensor.

15.11 Der metrisch-affine Zusammenhang

Der metrisch-affine Zusammenhang wird häufig auch als Metrik-kompatibler Zusam-
menhang, oder kurz als metrischer Zusammenhang bezeichnet. Gemeint ist damit, daß
man von der Metrik verlangt, daß sie bei Paralleltransport kovariant konstant bleibt,
daß also somit Winkel beim Paralleltransport erhalten bleiben:

∇λg
!= 0 ⇔ ∇λgµν

!= 0 . (15.11.1)

Daraus folgt mit X, Y, Z ∈ TpM und der Leibniz-Regel 15.5.14:

∂λg(X, Y ) = ∇λg(X, Y ) = (∇λg)(X, Y ) + g(∇λX, Y ) + g(X,∇λY )

= g(∇λX, Y ) + g(X,∇λY ) , bzw. (15.11.2)

Z g(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ) . (15.11.3)

WennX und Y entlang von Z = Zλ∂λ parallel verschoben werden, so gilt per Definition
der Parallelverschiebung ∇ZX = ∇ZY = 0 und damit bleibt g(X, Y ) und also der
Winkel zwischen X und Y erhalten.
Diese Eigenschaft kennen wir aus der gewöhnlichen Euklidischen Geometrie und auch
aus Einsteins Allgemeiner Relativitätstheorie. Gewisse moderne erweiterte Gravitati-
onstheorien, die von einer Körnigkeit und möglichen Fehlstellen und Versetzungen der
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Raumzeit (analog zu einem Festkörper) ausgehen, geben die Forderung eines Metrik-
kompatiblen Zusammenhangs auf.
Die Metrik in einer nichtholonomen Basis (!) ist gemäß 15.10.4 ĝab = δab oder ĝab = ηab
für eine Riemannsche oder Lorentzsche Metrik. Daraus folgt:

∂ag(eb, ec) = ∂aĝbc =
{
∂aδbc = 0 für Riemann-Metrik,
∂aηbc = 0 für Lorentz-Metrik,

∂ag(eb, ec) = ∇ag(eb, ec) = g(∇aeb, ec) + g(eb,∇aec)

= g(ωdab ed, ec) + g(eb, ωdac ed)

= ĝdcω
d
ab + ĝbdω

d
ac = 0 ⇒

(ĝcdωdab + ĝbdω
d
ac)θa = ĝcdω

d
b + ĝbdω

d
c = ωcb + ωbc = 0 ⇒

ωbc = −ωcb , bzw. ωbacθa = −ωcabθa . (15.11.4)

Bei der Transformation dieser Gleichung in eine holonome Basis (Koordinatenbasis)
muß man jedoch das Transformationsverhalten 15.10.12, bzw. 15.10.13, berücksichtigen,
da ωbc kein Tensor ist.
Aus der Antisymmetrie von ωbc folgt die Antisymmetrie der kovarianten Krümmungs-
2-Form:

Rab ..= gaeR
e
b = −Rba , (15.11.5)

bzw. eine zusätzliche Antisymmetrie des kovarianten Krümmungstensors:

Rabcd ..= gaeR
e
bcd = −Rbacd . (15.11.6)

Beweis: Aus 15.9.5 folgt:

Rab = ĝaeR
e
b = ĝaedω

e
b + ĝaeω

e
c ∧ ωcb

= d(ĝaeωeb) + ĝaeω
e
c ∧ ĝcf ĝfeωeb

= dωab + ωac ∧ ĝcfωfb

= −dωba − ĝcfωfb ∧ ωac = −dωba − ĝcfωbf ∧ ωca

= −dωba − ωbf ∧ ĝfcωca = −(dωba + ωbf ∧ ωfa)

= −ĝbe(dωea + ωef ∧ ωfa) = −ĝbeRe
a = −Rba .

Aus 15.9.3 folgt:

Rab = Rabcdθ
c ∧ θd ⇒ Rabcd = −Rbacd . 2
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Weil Rab wegen 15.10.11 ein Tensor ist gilt diese Symmetrie der Krümmmungs-2-Form,
bzw. des Krümmungstensors, in jeder Basis (also auch in einer Koordinatenbasis).

Sehr gebräuchlich ist die folgende Darstellung der Zusammenhangskomponenten durch
die Metrikkomponenten in einer Koordinatenbasis:

Satz 15.11.2

ωκµν =
{

κ

µν

}
+Kκ

µν (15.11.7)

mit den Christoffelsymbolen{
κ

µν

}
..= 1

2g
κλ(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) (15.11.8)

und dem Kontorsionstensor

Kκ
µν ..=

1
2(T κµν + T κ

µ ν + T κ
ν µ) , (15.11.9)

wobei T κµν der Torsionstensor in einer Koordinatenbasis ist.

Beweis:
(∇λg)µν = (∇xλg)µν = 0 ⇒

∂λgµν − ωκλµgκν − ωκλνgµκ = 0 . (15.11.10)

Eine zyklische Vertauschung der Indizes λ, µ, ν ergibt

∂µgνλ − ωκµνgκλ − ωκµλgνκ = 0 , (15.11.11)

∂νgλµ − ωκνλgκµ − ωκνµgλκ = 0 , (15.11.12)

und mit einer Addition von 15.11.11 und 15.11.12 und Subtraktion von 15.11.10 unter
Verwendung von gµν = gνµ und 15.6.2 und

ωκ(µν) ..=
1
2(ωκµν + ωκνµ) und ωκ[µν] ..=

1
2(ωκµν − ωκνµ) = 1

2T
κ
µν (15.11.13)

folgt:

0 = ∂µgνλ − ωκµνgκλ − ωκµλgνκ

+ ∂νgλµ − ωκνλgκµ − ωκνµgλκ
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− ∂λgµν + ωκλµgκν + ωκλνgµκ

= (∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν)

− ωκµνgκλ − ωκµλgκν − ωκνλgκµ − ωκνµgκλ + ωκλµgκν + ωκλνgκµ

= (∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν)

− (ωκµν + ωκνµ)gκλ + (ωκλµ − ωκµλ)gκν + (ωκλν − ωκνλ)gκµ

= (∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν)− 2ωκ(µν)gκλ + T κλµgκν + T κλνgκµ ⇒

ωλ(µν) = 1
2(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) + 1

2(Tνλµ + Tµλν) ⇒

ωκ(µν) = 1
2g

κλ(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) + 1
2g

κλ(Tνλµ + Tµλν) ⇒

=
{

κ

µν

}
+ 1

2(T κ
ν µ + T κ

µ ν) ⇒

ωκµν = ωκ(µν) + ωκ[µν] =
{

κ

µν

}
+ 1

2(T κ
µ ν + T κ

ν µ + T κµν)

=
{

κ

µν

}
+Kκ

µν . 2

15.12 Der Levi-Civita Zusammenhang

Ein torsionsfreier metrisch-affiner Zusammenhang in einer Koordinatenbasis heißt Levi-
Civita Zusammenhang. Die Levi-Civita-Zusammenhangskoeffizienten werden üblicher-
weise als Γκµν bezeichnet. Dieser Zusammenhang liegt der Euklidischen Geometrie eben-
so wie Einsteins Allgemeiner Relativitätstheorie zugrunde. Mit 15.11.7, 15.11.8, 15.11.9
folgt:

T κµν = 0 ⇒ Kκ
µν = 0 ⇒ Γκµν ..= ωκµν =

{
κ

µν

}
. (15.12.1)

Die Zusammenhangskoeffizienten Γκµν sind damit gerade die Christoffelsymbole und
hängen somit also nur von der Metrik ab.
Es können in einer Mannigfaltigkeit viele verschiedene affine Zusammenhänge konstru-
iert werden. Der Levi-Civita Zusammenhang als metrisch-affiner Zusammenhang in
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einer Koordinatenbasis ist durch die beiden Forderungen der Torsionsfreiheit und der
Symmetrie der Zusammenhangskomponenten Γκµν = Γκνµ jedoch eindeutig bestimmt,
denn mit 15.11.13 folgt:

Γκ[µν] = 1
2(Γκµν − Γκνµ) = 1

2T
κ
µν = 0 , (15.12.2)

Γκ(µν) =
{

κ

µν

}
+ 1

2(T κ
ν µ + T κ

µ ν) =
{

κ

µν

}
, (15.12.3)

Γκµν = Γκνµ =
{

κ

µν

}
= 1

2g
κλ(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) . (15.12.4)

Für den Krümmungstensor bei einem Levi-Civita Zusammenhang gilt mit den Vielbei-
nen eaµe ν

a = δνµ und eaµe
µ
b = δab und c π

µν = 0 und 15.7.2:

Rκ
λµν = e κ

a e
b
λe
c
µe
d
νR

a
bcd

= e κ
a e

b
λe
c
µe
d
ν [ecωadb − edωacb + ωedbω

a
ce − ωecbωade − c e

cd ω
a
eb]

= ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ + e κ
a e

b
λe
c
µe
d
ν [ωedbδfeωacf − ωecbδfeωadf − c e

cd δ
f
eω

a
fb]

= ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ

+ e κ
a e

b
λe
c
µe
d
ν [ωedbefπe π

e ω
a
cf − ωecbefπe π

e ω
a
df − c e

cd e
f
πe

π
e ω

a
fb]

= ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ + ΓπνλΓκµπ − ΓπµλΓκνπ − c π
µν Γκπλ

= ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ + ΓπνλΓκµπ − ΓπµλΓκνπ . (15.12.5)

Satz 15.12.1 Für die Koeffizienten des Krümmungstensors Rκλµν = gκκ′R
κ′

λµν in ei-
nem Levi-Civita Zusammenhang gilt:

Rκλµν = 1
2(∂µ∂λgνκ − ∂µ∂κgνλ − ∂ν∂λgµκ + ∂ν∂κgµλ)

+ gξκ′ΓξνκΓκ
′

µλ − gξκ′ΓξµκΓκ
′

νλ . (15.12.6)

Aus dieser Darstellung folgen die Symmetrien:

Rκλµν = −Rκλνµ , (15.12.7)

Rκλµν = −Rλκµν , (15.12.8)

Rκλµν = Rµνκλ . (15.12.9)
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Beweis: Der Beweis stützt sich auf die Kovarianz der Metrik (15.11.10) und die Dar-
stellung der Zusammenhangskoeffizienten Γκµν als Funktion der Metrik 15.12.4:

(∇λg)µν = 0 ⇒ ∂λgµν − Γκλµgκν − Γκλνgµκ = 0 bzw.

∂λgµν = Γκλµgκν + Γκλνgµκ .

Rκλµν = gκκ′R
κ′

λµν

= gκκ′ [∂µΓκ′νλ − ∂νΓκ
′

µλ + ΓξνλΓκ
′

µξ − ΓξµλΓκ
′

νξ] .

Für den ersten Term ergibt sich mit der Kovarianz der Metrik:

gκκ′∂µΓκ′νλ = ∂µ(gκκ′Γκ
′

νλ)− (∂µgκκ′)Γκ
′

νλ

= 1
2∂µ[gκκ′gκ

′ξ(∂νgλξ + ∂λgνξ − ∂ξgνλ)]

− (Γξµκgξκ′ + Γξµκ′gκξ)Γκ
′

νλ

= 1
2∂µ(∂νgλκ + ∂λgνκ − ∂κgνλ)− gξκ′ΓξµκΓκ

′

νλ − gκξΓ
ξ
µκ′Γκ

′

νλ ,

und analog ergibt sich für den zweiten Term mit µ↔ ν:

gκκ′∂νΓκ
′

µλ = 1
2∂ν(∂µgλκ + ∂λgµκ − ∂κgµλ)− gξκ′ΓξνκΓκ

′

µλ − gκξΓ
ξ
νκ′Γκ

′

µλ .

Damit folgt für Rκλµν :

Rκλµν = 1
2∂µ(∂νgλκ + ∂λgνκ − ∂κgνλ)− gξκ′ΓξµκΓκ

′

νλ − gκξΓ
ξ
µκ′Γκ

′

νλ

− 1
2∂ν(∂µgλκ + ∂λgµκ − ∂κgµλ) + gξκ′ΓξνκΓκ

′

µλ + gκξΓξνκ′Γκ
′

µλ

+ gκκ′(ΓξνλΓκ
′

µξ − ΓξµλΓκ
′

νξ)

= 1
2(∂µ∂λgνκ − ∂µ∂κgνλ − ∂ν∂λgµκ + ∂ν∂κgµλ)

+ gξκ′ΓξνκΓκ
′

µλ − gξκ′ΓξµκΓκ
′

νλ ,

da

−gκξΓξµκ′Γκ
′

νλ + gκκ′ΓξνλΓκ
′

µξ = −gκξΓξµκ′Γκ
′

νλ + gκξΓκ
′

νλΓ
ξ
µκ′ = 0 ,

+gκξΓξνκ′Γκ
′

µλ − gκκ′Γ
ξ
µλΓκ

′

νξ = +gκξΓξνκ′Γκ
′

µλ − gκξΓκ
′

µλΓ
ξ
νκ′ = 0 .
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Die Antisymmetrie der Koeffizienten des Krümmungstensors in den beiden letzten In-
dizes, also Rκλµν = −Rκλνµ folgte ja bereits aus der Definition des Krümmungstensors
(siehe 15.7.3).

Die beiden zusätzlichen Symmetrien 15.12.8 und 15.12.9 gelten nur in einem Levi-
Civita Zusammenhang, denn sie stützen sich auf die obige Darstellung von Rκλµν und
auf Γκµν = Γκνµ und gµν = gνµ :

Rλκµν = 1
2(∂µ∂κgνλ − ∂µ∂λgνκ − ∂ν∂κgµλ + ∂ν∂λgµκ)

+ gξκ′ΓξνλΓκ
′

µκ − gξκ′Γ
ξ
µλΓκ

′

νκ

= −1
2(∂µ∂λgνκ − ∂µ∂κgνλ − ∂ν∂λgµκ + ∂ν∂κgµλ)

− (gξκ′Γκ
′

νκΓ
ξ
µλ − gξκ′Γκ

′

µκΓ
ξ
νλ)

= −1
2(∂µ∂λgνκ − ∂µ∂κgνλ − ∂ν∂λgµκ + ∂ν∂κgµλ)

− (gκ′ξΓξνκΓκ
′

µλ − gκ′ξΓξµκΓκ
′

νλ)

= −Rκλµν .

Ebenso folgt

Rµνκλ = 1
2(∂κ∂νgλµ − ∂κ∂µgλν − ∂λ∂νgκµ + ∂λ∂µgκν)

+ gξκ′ΓξλµΓκ′κν − gξκ′ΓξκµΓκ′λν

= 1
2(∂λ∂µgκν − ∂κ∂µgλν − ∂λ∂νgκµ + ∂κ∂νgλµ)

+ gξκ′Γκ
′

κνΓ
ξ
λµ − gξκ′ΓξκµΓκ′λν

= 1
2(∂µ∂λgνκ − ∂µ∂κgνλ − ∂ν∂λgµκ + ∂ν∂κgµλ)

+ gξκ′ΓξνκΓκ
′

µλ − gξκ′ΓξµκΓκ
′

νλ

= Rκλµν . 2

Korollar 15.12.3 Wenn es in jedem Punkt p der m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M stets m nichtverschwindene, linear unabhängige Tangentialvektoren aus TpM gibt,
dann ist der Riemannsche Krümmungstensor Rκλµν = 0.
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Beweis: Wenn die Mannigfaltigkeit M mit einer Metrik g ausgestattet ist, so kann
man an jedem Punkt p ∈M im Tangentialraum Tp(M) auch mittels einer linearen Ab-
bildung von einer nichtverschwindenden Koordinatenbasis {∂µ} zu einer orthonormalen
Nichtkoordinatenbasis {ea} übergehen (siehe 15.10.3, 15.10.4):
sei e µ

a ∈ GL(m,R) mit det(e µ
a ) > 0 eine lineare, reelle, invertierbare und orientie-

rungserhaltende m-dimensionale Abbildung, dann wird die Nichtkoordinatenbasis {ea}
definiert als

ea ..= e µ
a ∂µ .

Weiter verlangt man von e µ
a noch, daß die {ea} orthonormal in Bezug auf g sein sollen,

d.h.

gab ..= g(ea, eb) = gµνe
µ
a e

ν
b =

{
δab für Riemann-Metrik,
ηab für Lorentz-Metrik.

g = gµνdx
µ ⊗ dxν = gµνe

µ
a e

ν
b θ

a ⊗ θb =
{
δabθ

a ⊗ θb für Riemann-Metrik,
ηabθ

a ⊗ θb für Lorentz-Metrik.

Wegen 15.12.4 sind dann die Christoffelsymbole Γabc = 0 und wegen 15.12.6 ist auch
der Riemannsche Krümmungstensor Rabcd = 0. 2

Ein Standardbeispiel für eine randlose, differenzierbare Mannigfaltigkeit mit verschwin-
dender Krümmung ist der Torus T 2 ..= S1 × S1. Man kann T 2 folgendermaßen para-
metrisieren

T (ϕ, ϑ) ..=

 (1− r · cos(ϕ)) cos(ϑ)
(1− r · cos(ϕ)) sin(ϑ)

r · sin(ϕ)

 , 0 ≤ ϕ < 2π , 0 ≤ ϑ < 2π . (15.12.10)

Die beiden Vektorfelder

∂T (ϕ, ϑ)
∂ϕ

=

 r · sin(ϕ) cos(ϑ)
r · sin(ϕ)) sin(ϑ)

r · cos(ϕ)

 ,
∂T (ϕ, ϑ)

∂ϑ
=

 (1− r · cos(ϕ))(− sin(ϑ))
(1− r · cos(ϕ)) cos(ϑ)

0


verschwinden auf T 2 nicht und damit kann man zu einer orthonormalen Nichtkoordi-
natenbasis übergehen und erhält eine flache Metrik mit verschwindender Krümmung.
Dies gilt analog auch für m-dimensionale Tori Tm.

Mit Hilfe dieser Symmetrien läßt sich nun leicht die Zahl der unabhängigen Komponen-
ten F (n) des Krümmungstensors angeben:
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• der allgemeinste Krümmungstensor mit Rκλµν = −Rκλνµ: F (n) = n2 · n(n−1)
2 .

Für n = 4 ergeben sich für Rκλµν also gerade 96 unabhängige Komponenten.
• ein torsionsfreier und ansonst allgemeiner Krümmungstensor erfüllt zusätzlich

Bianchi-1 (15.9.10). Wenn 2 Indizes in Rκλµν gleich sind, so ist Bianchi-1 aufgrund
der Symmetrien automatisch erfüllt, liefert also keine zusätzlichen Nebenbedin-
gungen, denn
Rκκµν = Rµνκκ = 0 und Rκλκν +Rκλνκ = 0 . Dies ist bei n < 4 immer der Fall. Für
n ≥ 4 liefert Bianchi-1 zusätzliche Nebenbedingungen, und zwar gerade die An-
zahl der Auswahl 4 verschiedener Indizes aus der Menge der n möglichen Indizes,
also (

n

4

)
= 1

4!n(n− 1)(n− 2)(n− 3) = 1
24(n4 − 6n3 + 11n2 − 6n) .

F (n) = n2 · n(n− 1)
2 −

(
n

4

)
.

Für n = 4 ergeben sich für Rκλµν also gerade 95 unabhängige Komponenten.
• ein Krümmungstensor bei einem Levi-Civita-Zusammenhang führt für n < 4 zu

F (n) =
n(n−1)/2∑

i=1

i = 1
2(n(n− 1)

2 + 1)(n(n− 1)
2 ) = 1

8(n4 − 2n3 + 3n2 − 2n)

bzw. für n ≥ 4 zu

F (n) =
n(n−1)/2∑

i=1

i−
(
n

4

)
= 1

2(n(n− 1)
2 + 1)(n(n− 1)

2 )−
(
n

4

)
= 1

12n
2(n2 − 1) .

(15.12.11)

Für n = 4 ergeben sich für Rκλµν also gerade 20 unabhängige Komponenten.

Der Ricci-Tensor Ricλν = Rκ
λκν ist in einem Levi-Civita Zusammenhang wegen Rκλµν =

Rµνκλ ebenfalls symmetrisch: Ricλν = Ricνλ. Für n = 4 ergeben sich für Ricλν also
gerade 10 unabhängige Komponenten.
Auch läßt sich der Ricci-Tensor Ricλν nochmals zum sog. Ricci-Skalar R kontrahieren:

R ..= Ricνν = gνλRicλν . (15.12.12)

Wenn man die Ricci-Identität 15.9.14 kontrahiert, so folgt mit der Kovarianz der Metrik
∇ξg

νλ = gνλ∇ξ :

0 = gνλ[(∇ξRic)λν − (∇νRic)λξ + (∇κR)κλνξ]

= gνλ[(∇ξRic)λν − (∇νRic)λξ − (∇κR) κ
λ νξ]
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= ∇ξ(gνλRicλν)− (∇νRic)νξ − (∇κR)νκνξ

= ∇ξ(R)− (∇νRic)νξ − (∇κRic)κξ

= ∇ν(Rδνξ)− (∇νRic)νξ − (∇νRic)νξ

= ∇ν [Rδ − 2Ric]νξ . (15.12.13)

Weil die Divergenz dieser Kombination aus Ricci-Tensor und Ricci-Skalar verschwindet
hat Einstein diesen, später nach ihm als Einstein-Tensor benannten Tensor in einer
vierdimensionalen Raumzeit an den divergenzfreien Energieimpuls-Tensor T µν gekop-
pelt und so zur Grundlage seiner Allgemeinen Gravitationstheorie gemacht:

Gµν ..= Ricµν − 1
2g

µνR != 8πG
c4 T µν(g) . (15.12.14)

Die Konstante vor dem Energieimpuls-Tensor mit der GravitationskonstantenG und der
Lichtgeschwindigkeit c ist gerade so gewählt, daß sich im nichtrelativistischen Grenzfall
wieder die klassische Newtonsche Physik ergibt. Eine etwaige additive kosmologische
Konstante gµνΛ auf der linken Seite verschiebt man heute zumeist auf die rechte Seite
der Gleichung und interpretiert sie als Vakuum-Anteil des Energieimpuls-Tensors:

T µν(g) = T µνklasssich(g) + T µνV akuum(g) , T µνV akuum(g) ..= − c4

8πGg
µνΛ . (15.12.15)

Ricci-Tensor und Ricci-Skalar hängen über die Zusammenhangskoeffizienten Γλµν nur
von der Metrik gµν und deren Ableitungen ab (15.12.4). Da der Ricci-Tensor und der
Energieimpuls-Tensor symmetrisch sind und beide Funktionen des metrischen Tensors
g und dessen Ableitungen sind, erhält man also im Vierdimensionalen 10 gekoppelte
nichtlineare partielle Differentialgleichungen für das Metrikfeld gµν . Wenn Ricµν = 0
ist, d.h. eine Ricci-flache Raumzeit vorliegt, so sind die Lösungen der Einsteinschen
Feldgleichungen einfach die Vakuumlösungen T µν(g) = 0.

15.13 Riemannsche Normalkoordinaten und
Exponentialabbildung

Bereits Gauß hatte in E3 ein Koordinatensystem eingeführt, in welchem ez ∈ TpE3

ein Einheitsvektor entlang einer Geodäten ist und gezeigt, daß zwei zu ez orthogonale
Vektoren ex und ey bei einer Parallelverschiebung entlang der Geodäten auch orthogonal
zu ez bleiben (Gauß Lemma).
Riemann hat diesen Gedanken dann für einen m-dimensionalen Raum verallgemeinert.
Mit den heutigen Bezeichnungsweise können wir Riemanns Gedanken folgendemaßen
darstellen. Für einen metrisch-affinen Zusammenhang haben wir gefunden, daß der
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Winkel zwischen zwei Vektoren X und Y erhalten bleibt, wenn X und Y entlang ei-
nes dritten Vektors Z = Zλ∂λ parallel verschoben werden, denn per Definition der
Parallelverschiebung ∇ZX = ∇ZY = 0 folgt mit 15.11.3

Z g(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ) = 0 ,

und damit bleibt g(X, Y ) und also auch der Winkel zwischen X und Y erhalten.
Die Geodätengleichung in lokalen Koordinaten x(t) lautet nach 12.0.6:

d2xλ

dt2
+ Γλµν

dxµ

dt

dxν

dt
= 0 .

Diese nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung zweiten Grades hat nach dem Satz
von Picard-Lindelöf für die Anfangswerte p = x(0) ∈M und k = d

dt
x(0) ∈ TpM in einer

geeigneten Umgebung von p eine eindeutige Lösung xk(t) (siehe etwa: Eschenburg u.
Jost (2007), S. 238). Bei einer affinen Transformation t′ = at + b geht die Geodäte in
sich selbst über und speziell gilt xak(t) = xk(at), bzw. xk(t) = xkt(1).
Die Abbildung der Geraden durch den Ursprung kt in die Geodäte xk(t) = xek(kt)
nennt man auch die geodäische Exponential-Abbildung:

expp : TpM →M mit expp(kt) ..= xk(t) = xkt(1) .

Mehr zu den Gründen für die Begriffsbildung Exponential-Abbildung folgt unten. Zu-
nächst sollen jedoch die Riemannschen Normalkoordinaten erläutert werden. An der
Stelle p ∈M , bzw. t = 0, gilt für das Differential der Exponential-Abbildung

exp∗(
d

dt
kt)|t=0 = d

dt
xk(t)|p = k , d.h. exp∗ : k → k .

Also ist expp in einer Umgebung von p ein Diffeomorphismus und kann invertiert wer-
den:

yk(t) ..= exp−1
p (xk(t)) = kt .

Diese yk(t) stellen jetzt die Riemannschen Normalkoordinaten dar. Wählen wir für
k einen Satz orthonormaler Vektoren ei ∈ TpM , dann sind auch die exp−1

∗ (ei) = ei
orthonormal und wir erhalten für die Metrik am Punkt t = 0 im y-Koordinatensystem

gij(0) = δij .

Die Geodätengleichung im y-Koordinatensystem bei t = 0 liefert nun

d2yλ

dt2
+ Γλµν

dyµ

dt

dyν

dt
= Γλµν

dyµ

dt

dyν

dt
= 0 ⇒ Γλµν(0) = 0 ,

und in einem torsionsfreien metrisch-affinen Zusammenhang, d.h. einem Levi-Civita
Zusammenhang, können wir daraus mit 15.12.4 weiter folgern:

d

dyµ
gij(0) = 0 .
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Warum spricht man bei der oben eingeführten Abbildung expp : TpM → M von einer
Exponentialbbildung? Eine Untergruppe der affinen Gruppe auf der Geodäte xk(t) sind
Translationen, und diese stellen eine abelsche 1-Parametergruppe dar, denn sei Lt eine
Links-Translation auf der Geodäte xk(t), dann gilt:

Lt : M →M mit p = xk(0) , q = xk(s) ∈M , Ltq = Ltxk(s) ..= xk(s+ t) ⇒

Ls+tp = xk(s+ t) = Ltxk(s) = LtLsxk(0) = LtLsp ,

L0p = L0xk(0) = xk(0) = p ⇒ L0 = 1 .

L−tLtp = L−tLtxk(0) = xk(0) ⇒ L−t = (Lt)−1 .

Nun ist der Tangentialvektor an die Geodäte an der Stelle p = xk(0) ja gerade

d

dt
|0 = k = kµ

∂

∂xµ
|0

und damit ergibt sich xk(t) zu

xk(t) = xk(0) + t( d
dt

)xk(t)|0 + t2

2!(
d

dt
)2xk(t)|0 + . . .

= [1 + tk + t2

2!k
2 + . . .]xk(t)|0

= exp(kt)xk(t)|0 = exp(kt) p = .. expp(kt) .

Damit ist expp(kt) : M →M ein Differentialoperator auf der Geodäte.

Als Standardbeispiel für die Exponentialabbildung dient üblicherweise die Lie-Gruppe
der rellen n-dimensionalen Matrizen G = GL(n,R). Sie wird erzeugt durch die Lie-
Algebra gl(n,R) ..= TeG. Sei jetzt xA(t) mit A ∈ gl(n,R) eine 1-Parameter-Untergruppe
von G, d.h. xA : R→ G und A = d

dt
xA(t)|0 , dann gilt wie oben

xA(t) = xA(0) + t( d
dt

)xA(t)|0 + t2

2!(
d

dt
)2xA(t)|0 + . . .

= [1 + tA+ t2

2!A
2 + . . .] = exp(At) .
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15.14 Geometrie in einer 2-dim. Riemannschen
Mannigfaltigkeit

Die Zusammenhang-1-Form in einer allgemeinen, d.h. nichtholonomen, Orthonormal-
basis ist nach 15.9.1 ω̂ab = ω̂acbθ

c. Wir bezeichnen in diesem Abschnitt die nichtholo-
nomen Variablen mit einem Zirkumflex ˆ zur Unterscheidung von den entsprechenden
holonomen Variablen ohne Zirkumflex. In einem metrisch-affinen Zusammenhang gilt
ω̂ab = −ω̂ba (15.11.4). In 2 Dimensionen folgt also:

ω̂11 = ω̂22 = 0 , ω̂12 = −ω̂21 . (15.14.1)

Die Metrik in einer nichtholonomen Orthonormalbasis einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit ist gemäß 15.10.4 einfach ĝab = δab und daraus folgt:

ω̂1
1 = δ1eω̂e1 = 0 , ω̂2

2 = 0 ,

ω̂1
2 = δ1eω̂e2 = ω̂12 = −ω̂21 = −ω̂2

1 .

Aus der Cartanschen Strukturgleichung für die Krümmungs-2-Form (15.9.5) folgt sofort,
daß diese im 2-dimensionalen eine exakte Form ist:

R̂a
b = dω̂ab + ω̂ac ∧ ω̂cb = dω̂ab , (15.14.2)

denn

ω̂1
c ∧ ω̂c1 = ω̂1

1 ∧ ω̂1
1 + ω̂1

2 ∧ ω̂2
1 = −ω̂1

2 ∧ ω̂1
2 = 0 ,

ω̂2
c ∧ ω̂c2 = −ω̂2

1 ∧ ω̂2
1 = 0 , ω̂1

c ∧ ω̂c2 = 0 .

Also liegt es nahe nach dem Stokeschen Satz (siehe: 21.1.1) zu folgern, daß das Integral
von R̂a

b über eine orientierbare geschlossene (d.h. kompakte und randlose) Manningfal-
tigkeit M gleich Null sein sollte:∫

M

R̂a
b =

∫
M

dω̂ab =
∫

∂M=∅

ω̂ab = 0 .

Aber Vorsicht! Wenn etwa die Mannigfaltigkeit eine 2-dim. Kugeloberfläche ist, d.h.
M = S2, dann steht diese Aussage im Widerspruch zum Satz von Gauß-Bonnet, den
wir im nächsten Kapitel beweisen werden. Wo liegt der Gedankenfehler? Es gibt bei
der 2-dim. Kugeloberfläche keine Orthonormalbasis, welche die ganze Kugeloberfläche
abdeckt, zumindest zwei verschiedene Orthonormalbasen sind erforderlich und das führt
dann zu ∫

S2

R̂a
b 6= 0 .
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Dies ist ein schönes Beispiel für die Notwendigkeit sorgfältiger topologischer Betrach-
tungen beim Übergang von lokalen zu globalen Aussagen.

Da die Zusammenhang-1-Form ω̂ab nur durch die eine von Null verschiedene Komponen-
te ω̂1

2 = −ω̂2
1 bestimmt ist, wird also auch die Krümmungs-2-Form wegen R̂a

b = dω̂ab
nur durch R̂1

2 = −R̂2
1 eindeutig charakterisiert.

Der Übergang von R̂1
2 in einer nichtholonomen Orthonormalbasis zu R1

2 in einer ho-
lonomen Orthonormalbasis geschieht mit dem Zweibein e κa ∈ SO(2) :

e κ
a =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
. (15.14.3)

Ab hier setzen wir zusätzlich voraus, daß der Zusammenhang torsionsfrei ist, daß also
die Symmetrieeigenschaften 15.12.8, 15.12.9 für Rλκµν erfüllt sind.

R̂1
2 = δ1cR̂c2 = R̂12

= e κ
1 e

λ
2 Rκλ = e κ

1 e
λ

2
1
2Rκλµν θ

µ ∧ θν = e κ
1 e

λ
2 Rκλ12 θ

1 ∧ θ2

= (cosϕ)e λ
2 R1λ12 θ

1 ∧ θ2 + (sinϕ)e λ
2 R2λ12 θ

1 ∧ θ2

= (cosϕ)(− sinϕ)R1112 θ
1 ∧ θ2 + (cosϕ)2R1212 θ

1 ∧ θ2

− (sinϕ)2R2112 θ
1 ∧ θ2 + (sinϕ)(cosϕ)R2212 θ

1 ∧ θ2

= (cosϕ)2R1212 θ
1 ∧ θ2 + (sinϕ)2R1212 θ

1 ∧ θ2

= R1212 θ
1 ∧ θ2 = KG · g θ1 ∧ θ2 , (15.14.4)

mit KG ..= R12
12 = Gaußscher Krümmung und g ..= det(gµν) , denn

R1212 = g1κg2λR
κλ

12

= g11g21R
11

12 + g11g22R
12

12 + g12g21R
21

12 + g12g22R
22

12

= (g11g22 − g12g21)R12
12 = R12

12 · g = KG · g . (15.14.5)

Für den Ricci-Tensor folgt:

Ricλν = Rκ
λκν = gκκ

′
Rκ′λκν ⇒

Ric11 = g11R1111 + g12R2111 + g21R1121 + g22R2121 = g22R2121 ,

Ric22 = g11R1212 + g12R2212 + g21R1222 + g22R2222 = g11R1212 ,

Ric12 = g11R1112 + g12R2112 + g21R1122 + g22R2122 = g12R2112 ,
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Ric21 = Ric12 .

Ricλν =
(

g22 −g12

−g21 g11

)
·R1212 , (15.14.6)

und für den Ricci-Skalar:

R = Ricνν = gνλRicλν

= g11Ric11 + g12Ric21 + g21Ric12 + g22Ric22

= (g11g22 − g12g21 − g21g12 + g22g11) ·R1212

= 2g−1 ·R1212 = 2g−1 · g ·KG = 2KG , (15.14.7)

und für den Einstein-Tensor:

Gµν = Ricµν −
1
2gµνR

=
(

g22 −g12

−g21 g11

)
·R1212 −

(
g11 g12

g21 g22

)
1
g
·R1212 = 0 , (15.14.8)

denn mit gµλ · gλν = 1
µ
ν folgt:(
g11 g12

g21 g22

)
·

(
g11 g12

g21 g22

)
=
(

1 0
0 1

)
⇒

(
g11 g12

g21 g22

)
=
(
g11 g12

g21 g22

)−1

=
(

g22 −g12

−g21 g11

)
1
g
, bzw. (15.14.9)

(
g22 −g12

−g21 g11

)
=
(
g11 g12

g21 g22

)
1
g
. (15.14.10)

und damit wird der Einstein-Tensor gerade Null. Die Lösungen der Einsteinschen Feld-
gleichungen in 2-Dimensionen entsprechen also stets den Vakuum-Einstein-Gleichungen,
ohne daß dazu die Raumzeit Ricci-flach, d.h. Ricµν = 0, sein müßte:

Gµν = 0 = Tµν . (15.14.11)
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Beispiel: Die 2-dim. Kugeloberfläche S2:

Man verwendet sinnvollerweise Kugelkoordinaten:

~r ..= (r sinϑ cosϕ, r sinϑ sinϕ, r cosϑ) ,

mit den Einheitsvektoren

∂r = sinϑ cosϕ∂x + sinϑ sinϕ∂y + cosϑ∂z ,

∂θ = cosϑ cosϕ∂x + cosϑ sinϕ∂y − sinϑ∂z ,

∂ϕ = − sinϑ sinϕ∂x + sinϑ sinϕ∂y ,

und der 3-dim. Metrik (3)gµν , bzw. der 2-dim. Oberflächen-Metrik (2)gµν :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2

= (dr sinϑ cosϕ+ r cosϑdϑ cosϕ− r sinϑ sinϕdϕ)2

+ (dr sinϑ sinϕ+ r cosϑdϑ sinϕ+ r sinϑcosϕdφ)2

+ (dr cosϑ− r sinϑdϑ)2

= dr2(sin2 ϑ cos2 ϕ+ sin2 ϑ sin2 ϕ+ cos2 ϑ)

+ dϑ2(r2 cos2 ϑ cos2 ϕ+ r2 cos2 ϑ sin2 ϕ+ r2 sin2 ϑ)

+ dϕ2(r2 sin2 ϑ sin2 ϕ+ r2 sin2 ϑ cos2 ϕ)

+ drdϑ(2r sinϑ cosϑ cos2 ϕ+ 2r sinϑ cosϑ sin2 ϕ− 2r sinϑ cosϑ)

+ drdϕ(−2r sin2 ϑ sinϕ cosϕ+ 2r sin2 ϑ sinϕ cosϕ)

+ dϑdϕ(−2r2 cosϑ sinϑ cosϕ sinϕ+ 2r2 cosϑ sinϑ cosϕ sinϕ)

= (dr, dϑ, dϕ)

 1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 ϑ


 dr

dϑ

dϕ

 .

Damit erhält man für die 3-dim. Metrik (3)gµν und der 2-dim. Oberflächen-Metrik (2)gµν
der Kugel in Polarkoordinaten

(3)gµν =

 1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 ϑ

 , (2)gµν =
(

r2 0
0 r2 sin2 ϑ

)
,
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(3)gµν =

 1 0 0
0 1

r2 0
0 0 1

r2 sin2 ϑ

 , (2)gµν =
(

1
r2 0
0 1

r2 sin2 ϑ

)
.

Mittels der Metrik (2)gµν können wir die Christoffelsymbole Γκµν und daraus mit 15.12.6
den Riemann-Tensor R1212, die Gauß-Krümmung K = R12

12, den Ricci-Tensor Ricλν
und den Ricci-Skalar R der Kugeloberfläche S2 berechnen. Hierbei verwenden wir der
Übersichtlichkeit halber in den Tensorindizes {1, 2} für {ϑ, ϕ}. Mit 14.4.2 folgt:

Γκµν(u) = Γκνµ(u) = 1
2g

κλ(u)[∂gνλ(u)
∂uµ

+ ∂gµλ(u)
∂uj

− ∂gµν(u)
∂uλ

] ⇒

Γ1
21 = Γ1

12 = 1
2g

1λ[∂2g1λ + ∂1g2λ − ∂λg21] = 1
2g

11∂2g11 = 1
2

1
r2∂ϕ(r2) = 0 ,

Γ2
21 = Γ2

12 = 1
2g

2λ[∂2g1λ + ∂1g2λ − ∂λg21] = 1
2g

22∂1g22 = 1
2

1
r2 sin2 ϑ

∂ϑ(r2 sin2 ϑ)

= cosϑ
sinϑ ,

Γ1
11 = 1

2g
1λ[∂1g1λ + ∂1g1λ − ∂λg11] = g11∂1g11 −

1
2∂1g11 = 1

2
1
r2∂ϑ(r2) = 0 ,

Γ2
11 = 1

2g
2λ[∂1g1λ + ∂1g1λ − ∂λg11] = −1

2g
22∂2g11 = −1

2
1

r2 sin2 ϑ
∂ϕ(r2) = 0 ,

Γ1
22 = 1

2g
1λ[∂2g2λ + ∂2g2λ − ∂λg22] = −1

2g
11∂1g22 = −1

2
1
r2∂ϑ(r2 sin2 ϑ) = − sinϑ cosϑ ,

Γ2
22 = 1

2g
2λ[∂2g2λ + ∂2g2λ − ∂λg22] = −1

2g
22∂2g22 = −1

2
1

r2 sin2 ϑ
∂ϕ(r2 sin2 ϑ) = 0 .

Mit 15.12.6 folgt für R1212:

R1212 = 1
2(∂1∂2g21 − ∂1∂1g22 − ∂2∂2g11 + ∂2∂1g12) + gξκΓξ21Γκ12 − gξκΓ

ξ
11Γκ22

= −1
2∂ϑ∂ϑr

2 sin2 ϑ+ g11Γ1
21Γ1

12 + g22Γ2
21Γ2

12 − g11Γ1
11Γ1

22 − g22Γ2
11Γ2

22

= −r2∂ϑ sinϑ cosϑ+ r2 sin2 ϑ
cos2 ϑ

sin2 ϑ
= −r2 cos2 ϑ+ r2 sin2 ϑ+ r2 cos2 ϑ

= r2 sin2 ϑ .
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Für die Gauß-Krümmung KG = R12
12 ergibt sich also mit 15.14.5:

KG = R12
12 = 1

g
R1212 = r2 sin2 ϑ

r4 sin2 ϑ
= 1
r2 .

Mit 15.14.6 folgt für den Ricci-Tensor:

Ricλν =
(

g22 −g12

−g21 g11

)
·R1212 =

(
1

r2 sin2 ϑ
0

0 1
r2

)
r2 sin2 ϑ =

(
1 0
0 sin2 ϑ

)

= 1
r2 gλν .

Und mit 15.14.7 ergibt sich der Ricci-Skalar zu:

R = 2KG = 2
r2 . 2

15.15 Gauß-Krümmung in m Dimensionen

Wir hatten in Kapitel 14.3 gesehen, daß Gauß die nach ihm benannte Krümmung ur-
sprünglich mittels seiner Normalenabbildung definiert hat. Diese Normalenabbildung
ñ : M → S2 mit ñ(x) ..= n(x), die jedem Punkt x ∈ M seinem jeweiligen Normalen-
vektor n(x) entsprechend einen Punkt auf der Kugeloberfläche S2 zuordnet, läßt sich
nun ohne Probleme auf den m-dimensionalen Fall verallgemeinern.
Sei M eine m-dimensionale Hyperfläche in Em+1 und ñ : M → Sm mit ñ(x) ..= n(x)
die verallgemeinerte Gaußsche Normalenabbildung. Die Zweite Fundamentalform von
Gauß beschreibt die Änderung des Tangentialraums von M , bzw. des Normalenvektors
im umgebenden Raum Em+1 bei einer Änderung des Punktes x(u) (14.2.10):

Kij(u) ..= 〈 ∂
∂ui

ej(u) | n(u)〉 = 〈 ∂2

∂ui∂uj
x(u) | n(u)〉 , i, j ∈ 1, . . . ,m . (15.15.1)

Die Gaußsche Krümmung KG(u) am Punkt u ∈ Em wird dann definiert als (14.3.2):

KG(u) ..= det(Ki
j(u)) = det(Kij(u))

det(gkl(u)) . (15.15.2)

Wie im 2-dimensionalen Fall gilt auch im m-dimensionalen Fall für eine kleine Umge-
bung U um den Punkt u ∈ Em:

Satz 15.15.1
ñ∗ volSm = KG(u) volM , bzw. (15.15.3)

lim
U→0

vol(ñ(U))
vol(U) = lim

U→0

∫
ñ(U)

volSm∫
U

volM
= KG . (15.15.4)
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Beweis:

Wir gehen wegen Tx(u)(Em+1) ∼ Em+1 wieder vom Tangentialraum Tx(u)(Em+1) an
M ⊂ Em+1 im Punkt x(u) ∈ Em+1 mit

Tx(u)(E3) = {∂x
k(u)
∂ui

∂

∂xk
, i = 1 . . .m, k = 1, . . . ,m+ 1}

zum Tangentialraum

T̃x(u)(Em+1) = Em+1 = {ei(u) = xui = ∂x(u)
∂ui

=


∂x1(u)
∂ui

...
∂xm+1(u)

∂ui

 , i = 1, . . . ,m}

über. Nun führen wir die zu {ei(u)} duale Basis des Kotangentialraums T̃ ∗x(u)(Em+1) ein
mit

T̃ ∗x(u)(Em+1) = Em+1 = {dei(u) | dei(ej)|u = δij} .

Seien also diem+1 Basisvektoren e1, . . . , em,n auf Em+1 in einer positiven Orientierung
gegeben. Seien weiter M und Sm beide in den gleichen Raum Em+1 eingebettet, dann
kann man die Tangentialräume TxM und Tñ(x)S

m miteinander identifizieren. Damit
sind dann auch die entsprechenden Flächenformen bei x, bzw. ñ(x) identisch:

ω ..= volSm = volM = √g 1
m!εi

1...im de
i1 ∧ · · · ∧ deim = √g dei1 · · · deim .

Für die Tangentialabbildung ñ∗ gilt dann:

ñ∗(ei) = ñ∗(xui) = ñ∗(
∂x

∂ui
) = ∂n

∂ui
.

Für den Rücktransport (pullback) der Flächenform ω = volSm von Sm nach M ergibt
sich mit 14.2.16:

ñ∗ volSm(e1, . . . , em) = ñ∗ω(e1, . . . , em) = ω(ñ∗xu1 , . . . , ñ∗xum) = ω( ∂n
∂u1 , . . . ,

∂n
∂um

)

= ω(−Kk1

1xuk1 , . . . ,−Kkm

mxukm )

= (−1)mKk1

1 · . . . ·Kkm

mω(ek1 , . . . , ekm)

= (−1)mKk1

1 · . . . ·Kkm

mεk1...kmω(e1, . . . , em)

= (−1)m det(Ki
j)ω(e1, . . . , em)

= (−1)mdet(Kij)
det(g) ω(e1, . . . , em) = (−1)mKG(u) volM(e1, . . . , em) .
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Für ungerades m kann man mittels n → −n die Orientierung der Basis wechseln und
erhält

ñ∗ volSm = KG(u) volM .

Sei nun U ⊂M , dann folgt wie behauptet

lim
U→0

vol(ñ(U))
vol(U) = lim

U→0

∫
ñ(U)

volSm∫
U

volM
= KG . 2

Wenn nun die Dimension m der Hyperfläche M geradzahlig ist, so kann man eine
wichtige Verbindung der Gaußschen Krümmung mit dem Riemannschen Krümmungs-
tensor herstellen und damit das Gaußschen Theorema Egregium auch für diesen m-
dimensionalen Fall verallgemeinern. Dies geschieht folgendermaßen.
Wegen der Geradzahligkeit von m kann man die Determinante von K in ein Pro-
dukt von 2 × 2 Determinanten faktorisieren und diese 2 × 2 Determinanten mit einer
Komponente des Riemannschen Krümmungstensors der entsprechenden Unterräume
identifizieren. Diese Darstellung der Gaußschen Krümmung ist im Zusammenhang mit
verallgemeinerten Indexsätzen von großer Bedeutung. Wir folgen Spivak (1979), IV, S.
98 ff.

Satz 15.15.3 Sei p ∈M und dimM = m geradzahlig, dann gilt

KG(p) = 1
2m/2m!

m∑
i1...im=1
j1...jm=1

Ri1i2j1j2 · . . . ·Rim−1imjm−1jm

εi1...im√
det(g)

εj1...jm√
det(g)

. (15.15.5)

Beweis: Sei V ..= Tp(M) ein m-dimensionaler Vektorraum mit Basis {ei}, V ∗ ..= T ∗pM
der zu V entsprechende Dualraum mit Basis {ej}, K : V → V eine lineare Abbildung,
K∗ : V ∗ → V ∗ der Rücktransport von K, dann ist nach 11.2.5

det(K) · e1 ∧ . . . ∧ em = K∗(e1 ∧ . . . ∧ em) = K∗(e1) ∧ . . . ∧K∗(em) .

Jetzt ist

K(ei) =
m∑
j=1

Kj
iej ⇒ K∗(ei) =

m∑
j=1

Ki
je
j ,

und damit folgt für det(b)

det(K) · e1 ∧ . . . ∧ em = [K∗(e1) ∧K∗(e2)] ∧ . . . ∧ [K∗(em−1) ∧K∗(em)]

= [(
m∑
j1=1

K1
j1e

j1) ∧ (
m∑
j2=1

K2
j2e

j2)] ∧ . . .
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= [
m∑

j1<j2=1

(K1
j1K

2
j2 −K

2
j1K

1
j2)ej1 ∧ ej2 ] ∧ . . .

= [12

m∑
j1j2=1

(K1
j1K

2
j2 −K

2
j1K

1
j2)ej1 ∧ ej2 ] ∧ . . .

= 1
2m/2 [

m∑
j1...jm=1

(K1
j1K

2
j2 −K

2
j1K

1
j2) · . . .

· (Km−1
jm−1

Km
jm −K

m
jm−1K

m−1
jm

)]ej1 ∧ . . . ∧ ejm

= 1
2m/2 [

m∑
j1...jm=1

(K1
j1K

2
j2 −K

2
j1K

1
j2) · . . .

· (Km−1
jm−1

Km
jm −K

m
jm−1K

m−1
jm

)] · εj1...jm · e1 ∧ . . . ∧ em ⇒

det(K) = 1
2m/2 [

m∑
j1...jm=1

(K1
j1K

2
j2 −K

2
j1K

1
j2) · . . .

· (Km−1
jm−1

Km
jm −K

m
jm−1K

m−1
jm

)]εj1...jm

= 1
2m/2m! [

m∑
i1...im=1
j1...jm=1

(Ki1
j1
Ki2

j2
−Ki2

j1
Ki1

j2
) · . . .

· (Kim−1
jm−1

Kim
jm
−Kim

jm−1
K
im−1
jm

)]εi1...imεj1...jm .

KG(p) = det(Ki
j(p)) = det(Kij(p))

det(gkl(p))

= 1
2m/2m! [

m∑
i1...im=1
j1...jm=1

(Ki1j1Ki2j2 −Ki2j1Ki1j2) · . . .

· (Kim−1,j1Kimj2 −Kimj1Kim−1,j2)]ε
i1...imεj1...jm

det(g) .

Mit der Gauß-Integrabilitätsbedingung 14.4.5 können wir die 2 × 2 Determinaten der
Kij als eine Komponente des Riemannschen Krümmungstensors schreiben (Kij = Kji):

Rnkij(u) = Kjk(u)Kni(u)−Kik(u)Knj(u) ⇒

Rj2j1i2i1(u) = Ki1j1(u)Kj2i2(u)−Ki2j1(u)Kj2i1(u)
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= Ki1j1(u)Ki2j2(u)−Ki2j1(u)Ki1j2(u) .

Da wir in M ⊂ Em+1 einen Levi-Civita Zusammenhang vorliegen haben gilt Rj2j1i2i1 =
Ri1i2j1j2 und damit folgt

KG(p) = 1
2m/2m!

m∑
i1...im=1
j1...jm=1

Ri1i2j1j2 · . . . ·Rim−1imjm−1jm ·
εi1...imεj1...jm

det(g) . 2

Wir hatten in 14.4.4 gesehen, daß Rn
kij(u) nur von den Christoffelsymbolen und de-

ren ersten Ableitungen abhängt, und damit nach 14.4.2 also nur von gij(p) und deren
ersten und zweiten Ableitungen. Damit hängt also die Gaußsche Krümmung KG(p) ei-
ner m-dimensionalen Hyperfläche M ⊂ Em+1 mit geradzahligem m nur von gij(p) und
deren ersten und zweiten Ableitungen ab und ist eine intrinsische Größe der Hyperflä-
che M und zugleich eine isometrische Invariante der Fläche, d.h. KG(p) bleibt unter
Metrik-erhaltenden Abbildungen unverändert. Dies ist also eine Verallgemeinerung des
berühmten Gaußschen Theorema Egregium.

15.16 Äußere Krümmung in m Dimensionen

Der Begriff der äußeren Krümmung ist uns bereits bei der Gaußschen Flächentheo-
rie unter den Begriffen Weingartenabbildung, bzw. Zweite Fundamentalform begegnet
(14.2.12, 14.2.13, 14.2.15). Die äußere Krümmung beschreibt die Änderung der Nor-
malen einer m-dimensionalen Hyperfläche M in einer höherdimensionalen Mannigfal-
tigkeit N . Wir behandeln hier den Fall einer m-dimensionalen Hyperfläche M in einer
(m + 1)-dimensionalen pseudo-Riemannschen sowie einer echten Riemannschen Man-
ningfaltigkeit N .
Für Physiker ist diese Verallgemeinerung der Gaußschen Flächentheorie insbesondere
für raumartige Hyperflächen in der 3+1 Formulierung der Allgemeinen Relativitätstheo-
rie von Bedeutung, denn so kann man aus den Einstein-Gleichungen ein Anfangswert-
Problem konstruieren, das dann der Ausgangspunkt für numerische Verfahren zur Lö-
sung der Einstein-Gleichungen ist. Die numerischen Berechnungen der Wellenformen
von Gravitationswellen diverser massiver kosmischer Ereignisse, z.B. Verschmelzung
zweier schwarzer Löcher, haben so ganz wesentlich zur Entdeckung der Gravitations-
wellen im Jahr 2015 beigetragen. Eine sehr schöne und klare Darstellung dieses For-
schungsgebiets liefert Gourgoulhon (2007), dessen Einführung in die 3 + 1 Geometrie
wir hier folgen, wenn auch in einer Verallgemeinerung auf m-dimensionale Hyperflächen
in (m + 1) dimensionalen Mannigfaltigkeiten, und wiederum in unserer Nomenklatur.
Ausführlicher haben wir dies in einem Anhang unseres Buches Schiekel (2019) über
Indextheoreme (Atiyah-Singer, etc.) dargestellt.
Daneben hat die 3+1 Geometrie auch Anwendung in der Darstellung der Allgemei-
nen Relativitätstheorie als ein Hamilton-System und die anschließende Quantisierung
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in der Kanonische Quantengravitation (Canonical Quantum General Relativity) und
Schleifenquantengravitation (Loop-Quantum-Gravity, LQG) gefunden.
Sei also M̂ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und Φ : M̂ → N mit M = Φ(M̂)
eine Einbettung von M̂ in N . Auf der pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit N gebe
es einen Levi-Civitta Zusammenhang ∇µ (15.12), d.h. einen eindeutigen, torsionsfreien
und metrikkompatiblen Zusammenhang in einer Koordinatenbasis. Metrikkompatibel
heißt hier ∇µg = 0, wobei g wieder die ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1)
auf N ist. Seien u, v ∈ TpN , mit u = uµ∂µ, v = vν∂ν und f ∈ F(N ), dann bedeutet
torsionsfrei in einer Koordinatenbasis:

T (u, v) = 0 ⇒


∇uv −∇vu = 0 ⇒ Γκµν = Γκνµ ,
und mit uf = uµ∂µf = uµ∇µf = ∇uf folgt

(∇uv −∇vu)f = (∇u∇v −∇v∇u)f = 0 .
(15.16.1)

Die m-dimensionale Hyperfläche M sei raumartig. Formaler ausgedrückt heißt das, es
gebe auf der (m + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit N eine skalare Funktion t, die
’Zeit’, so daß M durch t = const. definiert werde. Seien jetzt p ∈ M , eµ ..= ∂

∂xµ
,

θµ ..= dxµ, dann steht die 1-Form dt ∈ T ∗pN , bzw. der Gradient ~∇t ∈ TpN als der duale
Vektor zu dt, senkrecht auf M :

dt ..= tµθ
µ , ~∇t ..= (~∇t)µeµ ..= (gµνtν)eµ , (15.16.2)

u = uνeν ∈ TpM ⇒ dt(u) = tµu
νθµ(eν) = 0 . (15.16.3)

Damit kann man den folgenden Normalenvektor n auf M definieren:

n ..=
~∇t

(−g(~∇t, ~∇t))1/2
=

~∇t
(−gµν(~∇t)µ(~∇t)ν)1/2

. (15.16.4)

Damit folgt dann auch:

g(n,n) ..= gµνn
µnν = −1 . (15.16.5)

In einer echten Riemannschen Mannigfaltigkeit N entfallen hier und bei der Definition
von n natürlich die Minuszeichen.
Im nächsten Schritt sollen der Projektor ~γ : Tp(N ) → Tp(M) und die M -Metrik γ
betrachtet werden. Seien u, v ∈ Tp(N ), dann definiert man:

~γ : Tp(N )→ Tp(M) ~γu ..= u+ g(n, u)n , bzw. (15.16.6)

γµν ..= δµν + nµnν , und

γ : Tp(N )× Tp(N )→ R γ(u, v) ..= g(u, v) + g(n, u)g(n, v) , bzw. (15.16.7)

γµν ..= gµν + nµnν .
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Daß ~γ und γ tatsächlich Projektor und M -Metrik sind sieht man unmittelbar:

u ∈ cn, v ∈ Tp(N ) ⇒

γ(u, v) = g(cn, v) + g(n, cn)g(n, v) = cg(n, v)− cg(n, v) = 0 . (15.16.8)

u, v ∈ Tp(M) ⇒

γ(u, v) = g(u, v) + g(n, u)g(n, v) = g(u, v) . (15.16.9)

γµκγ
κ
ν = (δµκ + nµnκ)(δκν + nκnν) = δµν + nµnν + nµnν − nµnν = γµν . (15.16.10)

Hieraus sieht man, daß γ : TpM × TpM → R tatsächlich eine Einschränkung von
g : TpN × TpN → R ist, d.h.

γ ..= Φ∗g . (15.16.11)

In der Sprache von Gauß ist γ die Erste Fundamentalform der Hyperfläche M .
Ein beliebigen Tensor T ∈ T qr (N ) wird mittels γ̂ auf T qr (M) projiziert:

(γ̂T )µ1...µq
ν1...νr = γµ1

µ̄1 · . . . · γ
µq
µ̄q · γ

ν̄1
ν1 · . . . · γ

ν̄r
νrT

µ̄1...µ̄q
ν̄1...ν̄r . (15.16.12)

Mittels des Levi-Civitta Zusammenhangs ∇µ kann man auf bekannte Weise den Rie-
mannschen Krümmungstensor auf N definieren, der sich wegen der vorausgesetzten
Koordinatenbasis einfach ergibt als (15.7.1, 15.7.2):

u = uλeλ ∈ TpN ⇒

NRκ
λµνu

λ ..= θκ(NR(eµ, eν)uλeλ) ..= (∇µ∇ν −∇ν∇µ)uκ . (15.16.13)

Die raumartige Hyperfläche M ist eine echte Riemannsche Mannigfaltigkeit und man
definiert auf ihr einen Levi-Civitta Zusammenhang Dµ als eine Projektion von ∇µ auf
M :

(γ̂DαT )µ1...µq
ν1...νr = γµ1

µ̄1 · . . . · γ
µq
µ̄q · γ

ν̄1
ν1 · . . . · γ

ν̄r
νr · (γ

ᾱ
α∇ᾱ)T µ̄1...µ̄q

ν̄1...ν̄r .

(15.16.14)

Mit diesem Zusammenhang Dµ definiert man nun wie üblich einen Riemannschen
Krümmungstensor R auf M , der sich wegen der vorausgesetzten Koordinatenbasis ein-
fach ergibt als (15.7.1, 15.7.2):

u = uλeλ ∈ TpM , ⇒

Rκ
λµνu

λ ..= θκ(R(eµ, eν)uλeλ) ..= (DµDν −DνDµ)uκ . (15.16.15)
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Dieser Krümmungstensor auf M wird als innere Krümmung bezeichnet. Der entspre-
chende Ricci-Tensor Ric ist dann

Ricλν ..= Rκ
λκν (15.16.16)

und der Ricci-Skalar R, auch Gaußsche Krümmung genannt, ist

R ..= Ricκκ = γκλRicλκ . (15.16.17)

Die äußere Krümmung oder Zweite Fundamentalform der Gaußschen Flächentheorie
wird folgendermaßen verallgemeinert. Seien u, v ∈ M , dann gilt für die Weingartenab-
bildung ∇vn ∈ TpM , denn

g(n,∇vn) = 1
2∇vg(n,n) = 1

2∇v(−1) = 0 ⇒ ∇vn ∈ TpM . (15.16.18)

Mit diesem Ergebnis definiert man dann die Äußere Krümmung K als

K : TpM × TpM → R mit K(u, v) ..= −γ(u,∇vn) = −γµνuµ(∇vn)ν . (15.16.19)

K ist selbstadjungiert. Um dies zu zeigen, soll zunächst einmal der Kommutator von
zwei Vektoren u = uµeµ , v = vνeν aus TpM betrachtet werden:

[u, v] ..= uµeµv
νeν − vµeµuνeν . (15.16.20)

Nun nutzt man die Torsionsfreiheit des Zusammenhangs ∇µ aus und erhält mit 15.12.2
Γκµν = Γκνµ. Damit folgt:

[u, v]ν = uµ(eµvν)− vµ(eµuν) + Γνµπuµvπ − Γνµπuπvµ .

= uµ(eµvν + Γνµπvπ)− vµ(eµuν + Γνµπuπ)

= uµ∇µv
ν − vµ∇µu

ν . (15.16.21)

Im nächsten Schritt zeigt man, daß [u, v] für zwei Vektoren u, v ∈ TpM wiederum selbst
in TpM liegt. Hierbei nutzt man erneut die Torsionsfreiheit von ∇µ aus, und zwar in
der Form von

∇µ∇νt = ∇ν∇µt . (15.16.22)

g(~∇t, [u, v]) = gµν(~∇t)µ[u, v]ν = gµν(~∇t)µ(uκ∇κv
ν − vκ∇κu

ν)

= uκ(~∇t)ν∇κv
ν − vκ(~∇t)ν∇κu

ν

= uµ{∇µ((~∇t)νvν)− vν∇µ(~∇t)ν} − vµ{∇µ((~∇t)ν)uν − uν∇µ(~∇t)ν} .



356 15 Riemannsche Geometrie

Nun ist (~∇t)νvν = 0 = (~∇t)ν)uν und damit folgt

g(~∇t, [u, v]) = uµvν(∇ν(~∇t)µ −∇µ(~∇t)ν)

= uµvν(∇ν∇µt−∇µ∇νt)

= uµvν(∇µ∇νt−∇µ∇νt) = 0 . (15.16.23)

Also liegt wie behauptet [u, v] ∈ TpM .
Hieraus folgt nun die Selbstadjungierheit von K(u, v):

K(u, v) = −γ(u,∇vn) = −g(u,∇vn) = −∇vg(u,n) + g(∇vu,n)

= g(∇vu,n) = g(∇uv − [u, v],n)

= ∇ug(v,n)− g(v,∇un)− g([u, v],n)

= −g(v,∇un)− g([u, v],n)

= −γ(v,∇un) = K(v, u) . (15.16.24)

Man kann jetzt K : TpM × TpM → R auf triviale Weise auf K : TpN × TpN → R
fortsetzen. Seien u, v ∈ TpN , dann werde die Fortsetzung von K definiert als:

K(u, v) ..= K(~γu,~γv) = −g(~γu,~γ∇vn) . (15.16.25)

Diese Form von K kann man jetzt etwas umformen. Hierzu führt man den Vektor
a ..= ∇nn ein. Es gilt a ∈M , denn

g(n, a) = g(n,∇nn) = 1
2∇ng(n,n) = 1

2∇n(−1) = 0 .

K(u, v) = K(~γu,~γv) = −g(~γu,∇~γvn) = −g(u+ g(n, u)n,∇v+g(n,v)nn)

= −g(u,∇vn)− g(g(n, u)n,∇vn)

− g(u, g(n, v)∇nn)− g(g(n, u)n, g(n, v)∇nn) .

Da g(n,∇vn) = 0 und g(n,∇nn) = 0 ist folgt:

K(u, v) = −g(u,∇vn)− g(u, g(n, v)∇nn)

= −g(u,∇vn)− g(u, a)g(n, v) bzw. (15.16.26)

Kµν = −g(eµ, (∇νn)κeκ)− aµnν

= −gµκ(∇νn)κ − aµnν = −(∇νn)µ − aµnν . (15.16.27)
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In der Darstellung der Gaußschen Flächentheorie haben wir im Kapitel 14.4 notwendi-
ge Bedingungen an die Erste Fundamentalform, den metrischen Tensor g, und an die
Zweite Fundamentalform K, betrachtet. Eine Verallgemeinerung dieser von Gauß und
Codazzi und Mainardi aufgestellten notwendigen Bedingungen an g und K auf (m+1)-
dimensionalen pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind die folgenden sog. Gauß-
und Codazzi-Mainardi-Relationen.

Satz 15.16.1 (Gauß-Relationen (Minkowski Metrik)) Die folgenden drei Glei-
chungen heißen Gauß-Relation, kontrahierte Gauß-Relation und skalare Gauß-Relation.
Hierbei ist K : TpN × TpN → R als die triviale Erweiterung von K : TpM × TpM → R
zu verstehen. Wir führen noch die Spur von K ein: K ..= Kµ

µ.

γρρ̄γ
σ̄
σγ

µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Rρ
σµν +Kρ

µKσν −Kρ
νKµσ , (15.16.28)

γµ̄µγ
ν̄
ν
NRicµ̄ν̄ + γµµ̄ nν̄γρ̄νnσ̄

N
Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄ = Ricµν +KKµν −Kµµ̄K
µ̄
ν , (15.16.29)

NR+ 2 NRicµνnµnν = R+K2 −KµνK
µν . (15.16.30)

Beweis: Sei u ∈ TpM , dann folgt mit 15.16.15:

DµDνu
ρ −DνDµu

ρ = Rρ
µ̄µνu

µ̄ .

DµDνu
ρ = γµ̄µγ

ν̄
νγ

ρ
ρ̄∇µ̄(Dν̄u

ρ̄)

= γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄∇µ̄(γσ̄ν̄γρ̄σ∇σ̄u

σ) .

Mit 15.16.7 kann man γσ̄ν̄ und γ ρ̄σ expandieren und erhält:

∇µ̄γ
σ̄
ν̄ = ∇µ̄(δσ̄ν̄ + nσ̄nν̄) = (∇µ̄nσ̄)nν̄ + nσ̄(∇µ̄nν̄) ,

∇µ̄γ
ρ̄
σ = ∇µ̄(δρ̄σ + nρ̄nσ) = (∇µ̄nρ̄)nσ + nρ̄(∇µ̄nσ) .

Mit diesem Ergebnis und 15.16.27 und γ ν̄νnν̄ = 0 und nσ∇σ̄u
σ = −(∇σ̄nσ)uσ und

γρρ̄γ
ρ̄
σ = γρσ folgt:

DµDνu
ρ = γµ̄µγ

ν̄
νγ

ρ
ρ̄

{
(∇µ̄nσ̄)nν̄γρ̄σ + nσ̄(∇µ̄nν̄)γρ̄σ

+γσ̄ν̄(∇µ̄nρ̄)nσ + γσ̄ν̄nρ̄(∇µ̄nσ) + γσ̄ν̄γ
ρ̄
σ∇µ̄

}
∇σ̄u

σ

= γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄nσ̄(∇µ̄nν̄)γρ̄σ∇σ̄u

σ − γµ̄µγ ν̄νγ
ρ
ρ̄γ

σ̄
ν̄(∇µ̄nρ̄)(∇σ̄nσ)uσ

+ γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄γ

σ̄
ν̄γ

ρ̄
σ∇µ̄∇σ̄u

σ

= γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
σnσ̄(∇µ̄nν̄)∇σ̄u

σ − γµ̄µγσ̄νγ
ρ
ρ̄u

σ(∇µ̄nρ̄)(∇σ̄nσ)
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+ γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
σ∇µ̄∇σ̄u

σ

= −Kµνγ
ρ
σnσ̄∇σ̄u

σ −Kρ
µKνσu

σ + γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
σ∇µ̄∇σ̄u

σ .

DνDµu
ρ = −Kνµγ

ρ
σnσ̄∇σ̄u

σ −Kρ
νKµσu

σ + γσ̄νγ
µ̄
µγ

ρ
σ∇σ̄∇µ̄u

σ .

Bei der Differenzbildung (DµDν −DνDµ)uρ fällt der erste Term wegen Kµν = Kνµ weg
und ergibt sich:

(DµDν −DνDµ)uρ = (Kρ
νKµσ −Kρ

µKνσ)uσ

+ γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
σ(∇µ̄∇σ̄ −∇σ̄∇µ̄)uσ

= (Kρ
νKµσ −Kρ

µKνσ)uσ + γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
σ
NRσ

ρ̄µ̄σ̄u
ρ̄ .

Rρ
σµνu

σ = (Kρ
νKµσ −Kρ

µKνσ)uσ + γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
σ
NRσ

σ̄µ̄ν̄u
σ̄ ,

γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄γ
σ̄
σu

σ = Rρ
σµνu

σ + (Kρ
µKνσ −Kρ

νKµσ)uσ ,

γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄γ

σ̄
σ

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Rρ
σµν + (Kρ

µKνσ −Kρ
νKµσ) .

Dies ist die Gauß-Relation, sie verbindet die Krümmung von N mit der Krümmung
und der äußeren Krümmung von M .
Jetzt kann man die Gauß-Relation in den Indizes ρ und µ kontrahieren. Mittels

γµ̄µγ
µ
ρ̄ = γµ̄ρ̄ = δµ̄ρ̄ + nµ̄nρ̄

folgt:

γµ̄µγ
ν̄
νγ

µ
ρ̄γ

σ̄
σ

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Rµ
σµν + (Kµ

µKνσ −Kµ
νKµσ) ,

γµ̄ρ̄γ
ν̄
νγ

σ̄
σ

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Ricσν +KKσν −KσµK
µ
ν ,

(δµ̄ρ̄ + nµ̄nρ̄)γ ν̄νγσ̄σ
N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Ricσν +KKσν −KσµK
µ
ν ,

Ricσν +KKσν −KσµK
µ
ν = γ ν̄νγ

σ̄
σ
NRicσ̄ν̄ + γ ν̄νγ

σ̄
σnµ̄nρ̄ NRρ̄σ̄µ̄ν̄

= γ ν̄νγ
σ̄
σ
NRicσ̄ν̄ + γ ν̄νγ

σ̄
σnµ̄nρ̄ NRσ̄ρ̄ν̄µ̄

= γσ̄σγ
ν̄
ν
NRicσ̄ν̄ + γσσ̄γ

ν̄
νnµ̄nρ̄ NRσ̄

ρ̄ν̄µ̄ .
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Ricµν +KKµν −Kµµ̄K
µ̄
ν = γµ̄µγ

ν̄
ν
NRicµ̄ν̄ + γµµ̄nν̄γ ρ̄νnσ̄

N
Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄ .

Dies ist die kontrahierte Gauß-Relation.
Diese Gleichung kann man nun bzgl. der Indizes µ und ν mittels Multiplikation von
γνµ nochmals kontrahieren und erhält damit:

R+K2 −Kµµ̄K
µ̄µ = γνµγµ̄µγ

ν̄
ν
NRicµ̄ν̄ + γνµγµµ̄nν̄γρ̄νnσ̄

N
Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄

= γµ̄ν̄ NRicµ̄ν̄ + γνµ̄nν̄γρ̄νnσ̄
N
Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄

= (δµ̄ν̄ + nµ̄nν̄) NRicµ̄ν̄ + γρ̄µ̄nν̄nσ̄ NRµ̄
ν̄ρ̄σ̄

= NR+ NRicµ̄ν̄nµ̄nν̄ + γρ̄µ̄nν̄nσ̄ NRµ̄
ν̄ρ̄σ̄

= NR+ NRicµ̄ν̄nµ̄nν̄ + (δρ̄µ̄ + nρ̄nµ̄)nν̄nσ̄ NRµ̄
ν̄ρ̄σ̄

= NR+ 2 NRicν̄σ̄nν̄nσ̄ + NRµ̄ν̄ρ̄σ̄nµ̄nρ̄nν̄nσ̄ .

Wegen der Symmetrie Rκλµν = −Rκλνµ in einem Levi-Civitta Zusammenhang (15.12.7)
ist der letzte Term Null und es folgt:

R+K2 −Kµµ̄K
µ̄µ = NR+ 2 NRicν̄σ̄nν̄nσ̄ .

Dies ist die skalare Gauß-Relation. 2

Die skalare Gauß-Relation ist zugleich eine Verallgemeinerung des berühmten Gauß-
schen Theorema Egregium (14.6.1) für eine m-dimensionale Hyperfläche M in einer
(m + 1) dimensionalen pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit N . Dies kann man zei-
gen, indem man zunächst den Übergang von einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltig-
keit zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit durchführt und anschließend den Fall mit
N = E3 und M̂ einer 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Einbettung Φ : M̂ → N
mit M = Φ(M̂) betrachtet. Beides soll als nächstes gezeigt werden.

Satz 15.16.3 (Gauß-Relationen (Riemannsche Metrik)) Die folgenden drei Glei-
chungen heißen Gauß-Relation, kontrahierte Gauß-Relation und skalare Gauß-Relation.
Hierbei ist K : TpN × TpN → R als die triviale Erweiterung von K : TpM × TpM → R
zu verstehen. Wir führen noch die Spur von K ein: K ..= Kµ

µ.

γρρ̄γ
σ̄
σγ

µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Rρ
σµν −Kρ

µKσν +Kρ
νKµσ , (15.16.31)

γµ̄µγ
ν̄
ν
NRicµ̄ν̄ + γµµ̄ nν̄γρ̄νnσ̄

N
Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄ = Ricµν −KKµν +Kµµ̄K
µ̄
ν , (15.16.32)

NR+ 2 NRicµνnµnν = R−K2 +KµνK
µν . (15.16.33)
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Beweis: Die Metrik g des entsprechenden Levi-Civitta Zusammenhangs auf N sei ein-
fach diag(+1,+1, . . . ,+1). Für den Normalenvektor n auf der Fläche M gilt dann wie
oben, nur mit einem geänderten Vorzeichen

n ..=
~∇t

(g(~∇t, ~∇t))1/2
=

~∇t
(gµν(~∇t)µ(~∇t)ν)1/2

und (15.16.34)

g(n,n) ..= gµνn
µnν = +1 . (15.16.35)

Der Projektor und die Metrik auf M sind dann

~γ : Tp(N )→ Tp(M) ~γu ..= u− g(n, u)n , bzw. (15.16.36)

γµν ..= δµν − nµnν , und (15.16.37)

γ : Tp(N )× Tp(N )→ R γ(u, v) ..= g(u, v)− g(n, u)g(n, v) , bzw. (15.16.38)

γµν ..= gµν − nµnν . (15.16.39)

Damit folgt wiederum

u ∈ cn, v ∈ Tp(N ) ⇒

γ(u, v) = g(cn, v)− g(n, cn)g(n, v) = cg(n, v)− cg(n, v) = 0 .

u, v ∈ Tp(M) ⇒

γ(u, v) = g(u, v)− g(n, u)g(n, v) = g(u, v) .

γµκγ
κ
ν = (δµκ − nµnκ)(δκν − nκnν) = δµν − nµnν − nµnν + nµnν = γµν .

In den Gauß-Relationen (15.16.28, 15.16.29, 15.16.30) ändert sich das Vorzeichen der
Terme mit äußerer Krümmung, denn wie oben folgt:

DµDνu
ρ = γµ̄µγ

ν̄
νγ

ρ
ρ̄∇µ̄(Dν̄u

ρ̄)

= γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄∇µ̄(γσ̄ν̄γρ̄σ∇σ̄u

σ) .

∇µ̄γ
σ̄
ν̄ = ∇µ̄(δσ̄ν̄ − nσ̄nν̄) = −(∇µ̄nσ̄)nν̄ − nσ̄(∇µ̄nν̄) ,

∇µ̄γ
ρ̄
σ = ∇µ̄(δρ̄σ − nρ̄nσ) = −(∇µ̄nρ̄)nσ − nρ̄(∇µ̄nσ) .

Mit diesem Ergebnis und 15.16.27 und γ ν̄νnν̄ = 0 und nσ∇σ̄u
σ = −(∇σ̄nσ)uσ und

γρρ̄γ
ρ̄
σ = γρσ folgt:

DµDνu
ρ = γµ̄µγ

ν̄
νγ

ρ
ρ̄

{
(−∇µ̄nσ̄)nν̄γρ̄σ − nσ̄(∇µ̄nν̄)γρ̄σ
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−γσ̄ν̄(∇µ̄nρ̄)nσ − γσ̄ν̄nρ̄(∇µ̄nσ) + γσ̄ν̄γ
ρ̄
σ∇µ̄

}
∇σ̄u

σ

= −γµ̄µγ ν̄νγ
ρ
ρ̄nσ̄(∇µ̄nν̄)γρ̄σ∇σ̄u

σ

+ γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄γ

σ̄
ν̄(∇µ̄nρ̄)(∇σ̄nσ)uσ

+ γµ̄µγ
ν̄
νγ

ρ
ρ̄γ

σ̄
ν̄γ

ρ̄
σ∇µ̄∇σ̄u

σ

= −γµ̄µγ ν̄νγρσnσ̄(∇µ̄nν̄)∇σ̄u
σ

+ γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
ρ̄u

σ(∇µ̄nρ̄)(∇σ̄nσ)

+ γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
σ∇µ̄∇σ̄u

σ

= +Kµνγ
ρ
σnσ̄∇σ̄u

σ +Kρ
µKνσu

σ + γµ̄µγ
σ̄
νγ

ρ
σ∇µ̄∇σ̄u

σ .

Damit folgen wie im obigen Beweis mit der Minkowski-Metrik die Gauß-Relationen in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit als

γρρ̄γ
σ̄
σγ

µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = Rρ
σµν −Kρ

µKσν +Kρ
νKµσ ,

γµ̄µγ
ν̄
ν
NRicµ̄ν̄ + γµµ̄ nν̄γρ̄νnσ̄

N
Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄ = Ricµν −KKµν +Kµµ̄K
µ̄
ν ,

NR+ 2 NRicµνnµnν = R−K2 +KµνK
µν . 2

Speziell für den euklidischen Raum E3 ist der Riemannsche Krümmungstensor NRρ̄
σ̄µ̄ν̄ =

0, so daß in diesem Fall folgt:

Rρ
σµν −Kρ

µKσν +Kρ
νKµσ = 0 , (15.16.40)

Ricµν −KKµν +Kµµ̄K
µ̄
ν = 0 , (15.16.41)

R−K2 +KµνK
µν = 0 . (15.16.42)

Betrachtet man jetzt die dritte Gleichung, die skalare Gauß-Relation, dann kann man
Kµν als einen 2-dimensionalen symmetrischen Tensor in einer Orthogonalbasis diago-
nalisieren und erhält

Kµν = Kµν = diag(κ1, κ2) ,

und mit K2 = (κ1 + κ2)2 und KµνK
µν = ¸κ2

1 + κ2
2 folgt

R = 2κ1κ2 = 2KG . (15.16.43)

Mit der Definition der Gauß-Krümmung KG in 14.3.2 und dem Ergebnis von 15.14.7 ist
der Anschluß an die Gaußsche Flächentheorie und das Gaußsche Theorema Egregium
gezeigt.
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Satz 15.16.5 (Codazzi-Mainardi-Relationen (Minkowski Metrik)) Die folgen-
den beiden Gleichungen heißen Codazzi-Mainardi Relation und kontrahierte Codazzi-
Mainardi Relation.

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄nσ̄ = DνK
ρ
µ −DµK

ρ
ν . (15.16.44)

γµ̄µnν̄ NRicµ̄ν̄ = DµK −Dµ̄K
µ̄
µ . (15.16.45)

Beweis: Man kann jetzt die Definitionsgleichung von NRρ
σµν (15.16.13) auf den Nor-

malenvektor nρ anwenden:

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)nρ = NRρ
σµνnσ .

Nun projiziert man diese Gleichung von N auf die Hyperfläche M :

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄nσ̄ = γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν(∇µ̄∇ν̄ −∇ν̄∇µ̄)nρ̄ .

Mit Hilfe von 15.16.27 und γ ν̄ν(∇µ̄aρ̄)nν̄ = 0 folgt:

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν∇µ̄∇ν̄nρ̄ = γρρ̄γ

µ̄
µγ

ν̄
ν∇µ̄(−K ρ̄

ν̄ − aρ̄nν̄)

= −γρρ̄γµ̄µγ ν̄ν(∇µ̄K
ρ̄
ν̄ + (∇µ̄aρ̄)nν̄ + aρ̄∇µ̄nν̄)

= −DµK
ρ
ν + aρKνµ .

Wegen der Symmetrie von Kνµ folgt die Codazzi-Mainardi Relation:

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄nσ̄ = γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν(∇µ̄∇ν̄ −∇ν̄∇µ̄)nρ̄

= DνK
ρ
µ −DµK

ρ
ν .

Jetzt kann man in dieser Gleichung die Indizes ρ und µ kontrahieren und erhält mit
NRicν̄µ̄ = NRicµ̄ν̄ :

γµ̄ρ̄γ
ν̄
νnσ̄

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄ = DνK −DµK
µ
ν ⇒ γ ν̄νnσ̄

N
Rµ̄

σ̄µ̄ν̄ = DνK −DµK
µ
ν ⇒

γµ̄µnν̄ NRicν̄µ̄ = DµK −Dµ̄K
µ̄
µ ⇒ γµ̄µnν̄ NRicµ̄ν̄ = DµK −Dµ̄K

µ̄
µ . 2

Satz 15.16.7 (Codazzi-Mainardi-Relationen (Riemannsche Metrik)) Die folgen-
den beiden Gleichungen heißen Codazzi-Mainardi Relation und kontrahierte Codazzi-
Mainardi Relation.

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄nσ̄ = DνK
ρ
µ −DµK

ρ
ν . (15.16.46)

γµ̄µnν̄ NRicµ̄ν̄ = DµK −Dµ̄K
µ̄
µ . (15.16.47)
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Beweis: Die Metrik g des entsprechenden Levi-Civitta Zusammenhangs auf N sei ein-
fach diag(+1,+1, . . . ,+1). Wir beginnen wieder mit der Darstellung 15.16.26, 15.16.27,
der Erweiterung von K(u, v) auf N . Mit 15.16.37 gilt erneut γµν ..= δµν − nµnν und es
folgt:

K(u, v) = K(~γu,~γv) = −g(~γu,∇~γvn) = −g(u− g(n, u)n,∇v−g(n,v)nn)

= −g(u,∇vn) + g(g(n, u)n,∇vn)

+ g(u, g(n, v)∇nn)− g(g(n, u)n, g(n, v)∇nn) .

Da g(n,∇vn) = 0 und g(n,∇nn) = 0 ist folgt:

K(u, v) = −g(u,∇vn) + g(u, g(n, v)∇nn)

= −g(u,∇vn) + g(u, a)g(n, v) bzw. (15.16.48)

Kµν = −g(eµ, (∇νn)κeκ) + aµnν

= −gµκ(∇νn)κ + aµnν = −(∇νn)µ + aµnν . (15.16.49)

Damit folgt

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν∇µ̄∇ν̄nρ̄ = γρρ̄γ

µ̄
µγ

ν̄
ν∇µ̄(−K ρ̄

ν̄ + aρ̄nν̄)

= −γρρ̄γµ̄µγ ν̄ν(∇µ̄K
ρ̄
ν̄ − (∇µ̄aρ̄)nν̄ − aρ̄∇µ̄nν̄)

= −DµK
ρ
ν − aρKνµ .

Mit

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄nσ̄ = γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν(∇µ̄∇ν̄ −∇ν̄∇µ̄)nρ̄

folgt wegen der Symmetrie von Kνµ die gleiche Codazzi-Mainardi Relation wie im Fall
der Minkowski Metrik:

γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν

N
Rρ̄

σ̄µ̄ν̄nσ̄ = γρρ̄γ
µ̄
µγ

ν̄
ν(∇µ̄∇ν̄ −∇ν̄∇µ̄)nρ̄

= DνK
ρ
µ −DµK

ρ
ν .

Infolgedessen ist auch die kontrahierte Codazzi-Mainardi Relation die gleiche wie im
Fall der Minkowski Metrik:

γµ̄µnν̄ NRicµ̄ν̄ = DµK −Dµ̄K
µ̄
µ . 2

Im euklidischen Raum E3 ist wiederum der Riemannsche Krümmungstensor NRρ̄
σ̄µ̄ν̄ =

0, so daß in diesem Fall folgt:

DνK
ρ
µ −DµK

ρ
ν = 0 , (15.16.50)

DµK −Dµ̄K
µ̄
µ = 0 . (15.16.51)
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16.1 Pierre Ossian Bonnet (1819 - 1892)

Abbildung 16.1: P. O. Bonnet
unbekannt, PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Pierre_Ossian_Bonnet]

Pierre Ossian Bonnet wurde 1819 in Mont-
pellier geboren. Er studierte ab 1838 Inge-
nieurwissenschaften an der École Polytechni-
que und an der École des Ponts et des Chaus-
sées in Paris. Nach seinem Studienabschluß
lehnte er jedoch eine angebotene Ingenieur-
stelle ab und wurde 1844 Repetitor an der
École Polytechnique, um seinen mathemati-
schen Studien nachgehen zu können. In An-
erkennung seiner ersten Publikationen erhielt
Bonnet 1844 eine Assistentenstelle an der Éco-
le Polytechnique. 1862 folgte die Aufnahme in
die französische Académie des Sciences, 1871
wurde er Directeur d´Études an der École Po-
lytechnique, 1878 Professor für Astronomie an
der Sorbonne. Kurz nach 1883 wurde er auf-
grund von Denunziationen all seiner Ämter
enthoben. Bonnet war verheiratet, Vater von
drei Söhnen und lebte ein bescheidenes und
zurückgezogenes Leben. Er starb 1892 in Pa-
ris.

Bonnet veröffentlichte 1843 als seine erste Ar-
beit eine Untersuchung über Konvergenzkrite-
rien bei unendlichen Reihen. Eine weitere Arbeit aus diesem Bereich wurde 1849 von
der Brüsseler Akademie der Wissenschaften ausgezeichnet. Aber bereits im Jahr 1844
hatte Bonnet für sich die Differentialgeometrie entdeckt und publizierte 1848 seine erste
Arbeit mit dem Titel “Sur quelques propriétiés générals des surfaces”. In dieser Arbeit
führte er den Begriff der geodätischen Krümmung und der Torsion ein und bewies den
berühmten und heute nach ihm benannten Gauß-Bonnet Satz. Die Differentialgeome-
trie wurde für Bonnet lebenslang zu seinem liebsten und wichtigsten Forschungsthema,
obwohl er daneben auch in den Gebieten der Kartographie, Algebra, Mechanik und der
mathematischen Physik publizierte.

[Quellen: en.wikipedia: Pierre_Ossian_Bonnet, Pilet u. Struik (1970)].

https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Ossian_Bonnet
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16.2 Der Umlaufsatz von Hopf

Für den im Folgenden angeführten Beweis des Satzes von Gauß-Bonnet benötigen wir
den Umlaufsatz von Hopf. Wir orientieren uns an Spivak (1979), Bd. II, S. 26 ff., und
Eschenburg u. Jost (2007), S. 24 und S. 212.
Zunächst definiert man den Begriff der Gesamtkrümmung κ̄ einer Kurve c(s) in E2:

Definition 16.2.1 Sei c : [a, b] ∈ R→ E2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve
in E2 und κ(s) mit s ∈ [s0, s1] ⊆ [a, b] die Krümmung entlang von c. Dann ist die
Gesamtkrümmung definiert als

κ̄(s0, s1) ..=
s1∫
s0

κ(s)ds . (16.2.1)

Durch Vorgabe der Krümmung κ(s) und der Anfangswerte von Ort p0 = c(s0) und
Tangente T0 = c′(s0) ist die Kurve c(s) vollständig bestimmt, denn mit 10.1.8 und
10.1.10 folgt:

c′′(s) = κ(s)N(s) = κ(s)Jc′(s) ⇔ T ′(s) = κ(s)N(s) = κ(s)JT (s) ⇔


ϕ(s1) ..=

s1∫
s0

κ(s)ds ,

T (s1) = c′(s1) = T0(cosϕ(s1), sinϕ(s1))T , mit |T0| = 1 ,

c(s) = p0 +
s∫
s0

c′(s1)ds1 .

Beweis: Da die Kurve c(s) nach Bogenlänge parametrisiert sein soll, ist der Tan-
gentialvektor T (s) = c′(s) ein Einheitsvektor. Aus |T | = 1 folgt in E2 also, daß wir
T = T0(cosϕ(s1), sinϕ(s1))T mit |T0| = 1 setzen können.

T ′(s) = κ(s)JT (s) ⇒

T ′(s) = T0

(
− sinϕ(s)
cosϕ(s)

)
ϕ′(s) = κ(s)JT0

(
cosϕ(s)
sinϕ(s)

)
= κ(s)T0

(
− sinϕ(s)
cosϕ(s)

)
⇒

ϕ′(s) = κ(s) ⇒ ϕ(s1) ..=
s1∫
s0

κ(s)ds . 2

Damit ergibt sich für die Gesamtkrümmung

κ̄(s0, s1) =
s1∫
s0

κ(s)ds = ϕ(s1)− ϕ(s0) . (16.2.2)
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In E2 können Tangenten unverändert verschoben werden. Daher kann man die Tangen-
ten T (s1) und T (s0) miteinander vergleichen, bzw. den Winkel zwischen ihnen bestim-
men (den Außenwinkel, wenn s1 > s0):

arccos 〈T (s1) | T (s0)〉
||T (s1)|| · ||T (s0)|| = arccos(cosϕ(s1) cosϕ(s0) + sinϕ(s1) sinϕ(s0))

= arccos(cos(ϕ(s1)− ϕ(s0))) = ϕ(s1)− ϕ(s0) .

Weiter kann man problemlos eine Krümmung für stetige aber nicht differenzierbare
Knickstellen von c(s) an der Stelle s0 mittels des Außenwinkels
ϕA(s0) ..= limε→0(ϕ(s0 + ε)− ϕ(s0 − ε)) definieren:

κ(s0) ..= δ(s− s0) lim
ε→0

(ϕ(s0 + ε)− ϕ(s0 − ε)) = δ(s− s0)ϕA(s0) . (16.2.3)

Definition 16.2.3 Eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : [a, b] ∈ R → E2

heißt geschlossen, wenn c(a) = c(b) und c′(a) = c′(b) gilt.
Eine nach Bogenlänge parametrisierte geschlossene Kurve c : [a, b] ∈ R → E2 heißt
einfach geschlossen, wenn c auf [a, b] injektiv ist, d.h. wenn die Kurve sich nicht selbst
schneidet.

c(s
1
)

c(s
2
)

d(s
1
,s

2
)

b=a

d(a,s
1
)

d(s
2
,b)

Abbildung 16.2: zum Umlaufsatz von Hopf

Satz 16.2.4 (Umlaufsatz von Hopf) Für eine einfach geschlossene Kurve in E2 ist
die Gesamtkrümmung κ̄(a, b) bei einem einmaligen Umlauf gerade 2π.

Beweis: Habe die einfach geschossene Kurve c(s) in E2 als eine Funktion von x und y
in einem x− y Koordinatensystem ihr y-Minimum in dem Punkt c(a) = c(b), so legen
wir den Ursprung des Koordinatensystems in diesen Punkt c(a) = c(b) = (0, 0). Damit
liegt c(s) nicht unterhalb der x-Achse. Wir führen die Sekante d(s1, s2) zwischen zwei
Punkt c(s1) und c(s2) ein und den Einheitsvektor d0(s1, s2) im Punkt c(s1) in Richtung
der Sekanten d(s1, s2). Hierbei sei der Einheitsvektor im Punkt (0, 0) in x-Richtung ex.

d(s1, s2) ..= c(s2)− c(s1) , d0(s1, s2) ..= d(s1, s2)
|d(s1, s2)| ,



368 16 Der Satz von Gauß-Bonnet

d0(s, s) ..= c′(s) ,

d0(a, a) = d0(b, b) ..= ex , d0(a, b) ..= lim
ε→0

d0(a+ ε, b) = −ex .

Da |d0(s1, s2)| = 1 können wir ohne Beschränkung schreiben

d0(s1, s2) = d0c(cosϕd(s1, s2), sinϕd(s1, s2))T mit |d0c| = 1 .

Mit 16.2.2 ergibt sich für die Gesamtkrümmung von c(s)

κ̄(a, b) = ϕ(b)− ϕ(a) = ϕd(b, b)− ϕd(a, a)

= ϕd(b, b)− ϕd(a, b) + ϕd(a, b)− ϕd(a, a) .

Nun zeigt für s ∈ [a, b] der Sekanten-Einheitsvektor d0(a, s) stets in die obere Halbebene
und beschreibt einen Winkel von d0(a, a) = ex bis zu d0(a, b) = −ex, also gerade π.
Der Sekanten-Einheitsvektor d0(s, b) zeigt stets in die untere Halbebene und beschreibt
einen Winkel von d0(a, b) = −ex bis zu d0(b, b) = ex, also ebenfalls gerade π. Somit ist
κ̄(a, b) = 2π. 2

Jetzt stellt sich die Frage, ob man dieses Ergebnis des Hopfschen Umlaufsatzes von E2

auf eine 2-dimensionale Fläche in E3 verallgemeinern kann?

Korollar 16.2.6 Sei M ⊂ E3 eine 2-dimensionale glatte Riemannsche Mannigfaltig-
keit in E3, dann gilt auch hier der Umlaufsatz von Hopf.

Beweis: Den Beweis führt man mit einem Homotopie-Argument unter der Vorausset-
zung, daß in dem Bereich U ⊆ M ⊂ E3, in dem die Kurve c(s) liegt, die Riemannsche
Metrik g regulär ist. Wenn g0 die euklidische Metrik in E2 ist, dann führen wir eine
stetige Deformation von g0 in g durch:

gt ..= t · g + (1− t) · g0 t ∈ [0, 1] .

Nun kann die Gesamtkrümmung einer einfach geschlossenen Kurve nur ein ganzzahliges
Vielfaches von 2π sein, also κ̄(a, b) = 2πn. Für die euklidische Metrik g0 ist n = 1. Bei
einer stetigen Deformation von g0 über gt zu g bleibt nun n = 1 erhalten. Dies gilt
natürlich nur, solange gt nicht für irgendeinen Wert von t eine Singularität hat. 2

Die Erweiterung des Hopfschen Umlaufsatzes auf eine 2-dimensionale glatte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit M in E3 kann insoweit als intrinsisch gelten, als ja nur von der
Metrik g als einer inneren Größe von M Gebrauch gemacht wurde.
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16.3 Der lokale Satz von Gauß-Bonnet

Gauß war dem später so genannten Satz von Gauß-Bonnet bereits nahe gekommen,
wie seine 50 Jahre nach seinem Tod (1855) veröffentlichten Privataufzeichnungen ge-
zeigt haben (siehe: Blaschke u. Reichardt (1960), S. 48-49). Aber Gauß hatte, wie es so
häufig seine Gewohnheit gewesen war, zu diesem Thema nichts publiziert, weil er seine
Überlegungen nach seinen eigenen Kriterien noch nicht für vollkommen und abgeschlos-
sen hielt. So ist also dieser wichtige Satz zuerst von Bonnet im Jahr 1848 veröffentlicht
worden. Der bedeutende österreichische Mathematiker Wilhelm Blaschke (1885-1962)
führte dann um 1920 den Namen „Satz von Gauß-Bonnet” ein.
Ein Beweis des Satzes von Gauß-Bonnet mit einfachen Hilfsmitteln findet sich etwa
in Eschenburg u. Jost (2007), S. 209 ff. Wir folgen hier jedoch einem Beweis von Spi-
vak (1979), Bd. III, S. 386 ff. in der Sprache der Differentialformen von Élie Cartan.
Cartans Darstellung ist auf natürliche Weise der Integration auf Mannigfaltigkeiten
angepaßt und sein Begriff der Zusammenhangsformen läßt sich sehr schön auf Man-
nigfaltigkeiten von Lie-Gruppen verallgemeinern. Und die Theorie der Prinzipalbündel
(Hauptfaserbündel) von Liegruppen über der Raumzeit ist ja die Grundlage der moder-
nen physikalischen Eichtheorien.

Wir betrachten eine 2-dimensionale, orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit M ⊂
E3 mit einem Levi-Civita Zusammenhang und einer Gaußschen Krümmung KG. Diese
Krümmung KG = R12

12 ist die einzige unabhängigen Komponente des Riemannschen
Krümmungstensors in 2 Dimensionen (bei einem Levi-Civita Zusammenhang). Weiter
enthalte M eine kompakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit N ⊂ M mit einem zusam-
menhängenden Rand ∂N , so daß c : [a, b] → ∂N eine geschlossene, positiv orientierte
Kurve in M ist. Wir wählen ein orthonormales Koordinatensystem und damit sind die
Strukturkonstanten c c

ab = 0 (siehe 15.2.5).
Die Zusammenhang-1-Form ωab in einer Orthonormalbasis {ea} transformiert sich beim
Übergang zu einer anderen Orthonormalbasis {e′a} mit einer Matrix Λa

b ∈ SO(2), siehe
15.10.12, bzw. 15.10.13:

Λa
b =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, (Λ−1)ab =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, ⇒

dΛa
b =

(
− sinϕ − cosϕ
cosϕ − sinϕ

)
dϕ .

In einer nichtholonomen Orthogonalbasis {ea} gilt gab = δab und damit folgt:

ω =
(
ω1

1 ω1
2

ω2
1 ω2

2

)
=
(

0 ω1
2

−ω1
2 0

)
,
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mit ωab = ωab = −ωba = −ωba .

Für die Basistransformation von {ea} nach {e′a} gilt also:

ω′ad = Λa
bω

b
c(Λ−1)cd − (dΛa

c)(Λ−1)cd ⇒(
0 1
−1 0

)
ω′12 =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
0 ω1

2

−ω1
2 0

)(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

−

(
− sinϕ − cosϕ
cosϕ − sinϕ

)
dϕ

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

=
(

sinϕ cosϕ
− cosϕ sinϕ

)
ω1

2

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
−

(
0 −1
1 0

)
dϕ

=
(

0 1
−1 0

)
(ω1

2 + dϕ) ⇒

ω′12 = ω1
2 + dϕ . (16.3.1)

Sei jetzt c : [a, b] ⊂ R→ M eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit der Tan-
gente c′(s) = T (s). Da c(s) nach Bogenlänge parametrisiert ist, gilt |c′(s)| = |T (s)| = 1.
Dann hatten wir die geodätische Krümmung κg(s) in 12.0.3 als die Projektion von
c′′(s) = dT (s)

ds
in die Tangentialebene von M am Punkt c(s) definiert:

κg(s) ..= c′′T (s) = (dT (s)
ds

)T = ∇T (s)
ds

= ∇TT |c(s) . (16.3.2)

Aufgrund dieser Definition ist κg(s) ein Vektor in der Tangentialebene von M , der
senkrecht zur Tangente T (s) am Punkt c(s) steht. Wir wählen nun die Orientierung der
Kurve c(s) so, daß T (s) und κg(s) ein positiv orientiertes Koordinatensystem bilden und
nennen die entsprechenden Einheitsvektoren e′1(s) = T (s) und e′2(s) = κg(s)/|κg(s)|.
Also gilt für den Betrag der geodätischen Krümmung (mit 15.5.6 und 15.9.1:

|κg(s)| = 〈∇e′1
e′1 | e′2〉 = 〈ω′γ11e

′
γ | e′2〉 = ω′211

= ω′2α1θ
′α(e′1) = ω′21(e′1) = ω′21(c′(s)) . (16.3.3)

In Bezug auf unsere Standard-Orthonormalbasis {ea} ergibt sich mit 16.3.1 für die
geodätische Krümmung:

|κg(s)| = ω′21(c′(s)) = ω2
1(c′(s)) + dϕ(c′(s))

= ω2
1(c′(s)) + dϕ(c(s))

ds
(16.3.4)
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Satz 16.3.1 (Gauß-Bonnet-lokal) Sei M ⊂ E3 eine 2-dimensionale, orientierbare
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem Levi-Civita Zusammenhang, einer Gaußschen
Krümmung KG und einem 2-dimensionalen Flächenelement dF . M enthalte eine kom-
pakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit N ⊂ M mit einem zusammenhängenden Rand
∂N , so daß c : [a, b] → ∂N eine geschlossene, positiv orientierte Kurve in M ist und
|κg(s)| der Betrag der geodätischen Krümmung auf dem Rand, dann gilt:∫

N

KG dF +
∫
∂N

|κg(s)| ds = 2π . (16.3.5)

Beweis: ∫
N

KG dF =
∫
N

KG θ
1 ∧ θ2 =

∫
N

R12
12 θ

1 ∧ θ2 =
∫
N

R1
212 θ

1 ∧ θ2

= 1
2(
∫
N

R1
212 θ

1 ∧ θ2 +
∫
N

R1
221 θ

2 ∧ θ1)

= 1
2

∫
N

R1
2γδ θ

γ ∧ θδ =
∫
N

R1
2

=
∫
N

dω1
2 = −

∫
N

dω2
1 = −

∫
∂N

ω2
1

= −
b∫

a

ω2
1(c′(s)) ds = −

b∫
a

|κg(s)| ds+
b∫

a

dϕ(c(s))
ds

ds

= −
b∫

a

|κg(s)| ds+ ϕ(b)− ϕ(a) .

Nach dem zuvor bewiesenen Umlaufsatz von Hopf ist ϕ(b) − ϕ(a) für c(b) = c(a) und
einen einmaligen Umlauf gerade 2π, und damit folgt:∫

N

KG dF +
∫
∂N

|κg(s)| ds = 2π . 2

Korollar 16.3.3 Wenn sich die differenzierbare Kurve c(s) = ∂N zusammensetzt aus
n differenzierbaren Teilstücken ∂Ni und n stetigen, nicht differenzierbaren Knickstellen
an den Stellen si, mit den Außenwinkeln ϕA(si) , i ∈ 1 . . . n, dann lautet die Gauß-
Bonnet-Formel mit 16.2.3:
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∫
N

KG dF +
n∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds+ ϕA(si)

 = 2π , ⇒

∫
N

KG dF +
n∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds = 2π −
n∑
i=1

ϕA(si) , (16.3.6)

bzw. mit den Innenwinkeln ϕI(si) ..= (π − ϕA(si))∫
N

KG dF +
n∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds = (2− n)π +
n∑
i=1

ϕI(si) . (16.3.7)

Diese Gauß-Bonnet-Formel enthält als Spezialfälle viele der historisch früher gefundenen
geometrischen Flächenformeln:

• Euklids Winkelsumme im ebenen Dreieck (8.2.4):

KG = 0 , |κg(s)| = 0 , n = 3 , ⇒
3∑
i=1

ϕI(si) = π . (16.3.8)

• Harriot und Girards Fläche von geodätisch sphärischen Dreiecken (9.0.3):

KG = 1
r2 , |κg(s)| = 0 , n = 3 , ⇒ F

r2 +
3∑
i=1

ϕA(si) = 2π . (16.3.9)

• das Gaußsche theorema elegantissimum, d.h.
die Fläche von geodätischen Dreiecken auf 2-dim. Flächen:∫

N

KG dF = (2− 3)π +
3∑
i=1

ϕA(si). =
3∑
i=1

ϕA(si)− π. (16.3.10)

16.4 Der globale Satz von Gauß-Bonnet

Euler hatte für Polyeder in E3 seine berühmte Polyeder-Formel χ = e − k + f = 2
gefunden (siehe 13.0.5). Hierbei bezeichnen e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der
Kanten, f die Anzahl der Flächen und die Invariante χ heißt Euler-Charakteristik. Es
zeigt sich nun, daß diese Euler Charakteristik eine topologische Invariante ist und mit
dem Satz von Gauß-Bonnet eng zusammenhängt.
Es ist ein relativ schwierig zu beweisender Satz, daß jede differenzierbare Mannigfal-
tigkeit eine Überdeckung mit Simplexen (im 2-dim. also Dreiecken) gestattet, eine sog.
Triangulierung. Für eine allgemeine Diskussion ohne Beweis siehe Spivak (1979), Bd.
I, S. 579 ff.; für einen Beweis in Rn siehe Bär (2010), S. 263 ff., und für einen Beweis
in beliebigen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten siehe Munkres (1966), S. 69 ff. Wir
setzen im Folgenden die Existenz einer Triangulierung der 2-dim. Fläche M voraus.
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N

c(s)

s
1

s
2

s
3

s
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F
1

φ
A
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2
)
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5

Abbildung 16.3: Triangulierung einer 2-dim. Fläche

Satz 16.4.1 (Gauß-Bonnet-global) Sei M ⊂ E3 eine 2-dimensionale, orientierbare
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem Levi-Civita Zusammenhang, einer Gaußschen
Krümmung K und einem 2-dimensionalen Flächenelement dF . M enthalte eine kom-
pakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit N ⊆ M mit der Euler-Charakteristik χ(N) mit
einem zusammenhängenden Rand ∂N , so daß c : [a, b]→ ∂N eine geschlossene, positiv
orientierte Kurve in M ist und |κg(s)| der Betrag der geodätischen Krümmung auf dem
Rand mit eR Knickpunkten, dann gilt:∫

N

KG dF +
eR∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds+
eR∑
i=1

ϕA(si) = 2πχ(N) . (16.4.1)

Beweis: Die meisten Autoren, so auch Spivak (1979), Bd. III, S. 400 ff., erleichtern
sich die Arbeit, indem sie diesen Satz nur für geschlossene, d.h. randlose, kompakte
Flächen N beweisen. Wir wollen hier den allgemeinen Fall für eine Fläche N mit einem
Rand ∂N beweisen (siehe auch do Carmo (1976), S. 268 ff.).

Sei f die Anzahl der Dreiecke der Triangulierung von N und k = kI+kR die Summe von
inneren und äußeren Kanten. Dann gilt 3f = 2ki + kR , denn ein Dreieck hat 3 Kanten
und die inneren Kanten werden beim Summieren über alle Dreiecke doppelt gezählt, da
sie zwei Dreiecke beranden. Da der Rand geschlossen ist, gilt für die Randkanten und
Randecken auch kR = eR.

Sei ϕI,mn der n-te Innenwinkel des Dreiecks Fm, dann folgt aus 16.3.7:

∫
N

KG dF =
f∑

m=1

∫
Fm

KG dF

= −
f∑

m=1

∫
∂Fm

|κg(s)| ds+
f∑

m=1

3∑
n=1

ϕI,mn +
f∑

m=1

(2− 3)π .

Für alle inneren Kanten verschwindet die Summe über das Integral der geodätischen
Krümmung, da jede innere Kante zweifach und mit entgegengesetzter Orientierung
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durchlaufen wird. Wir numerieren die Flächen mit m und die Kanten mit m′ und
erhalten:

f∑
m=1

∫
∂Fm

|κg(s)| ds =
k∑

m′=1

∫
∂Fm′

|κg(s)| ds

=
kI∑

m′=1

∫
∂Fm′

|κg(s)| ds+
kR∑
m′=1

∫
∂Fm′

|κg(s)| ds =

=
kR∑
m′=1

∫
∂Fm′

|κg(s)| ds =
eR∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds .

Was ist nun mit der Summe über alle Innenwinkel? Wir formen die Summe über alle
Dreiecke in eine Summe über alle Eckpunkte um. Dabei sei fp die Anzahl der Dreicksflä-
chen, die im p-ten Eckpunkt zusammentreffen, ϕ̃I,pq der q-te Innenwinkel im p-ten Eck-
punkt. Weiter unterscheiden wir zwischen inneren Eckpunkten und Rand-Eckpunkten
e = eI + eR .

f∑
m=1

3∑
n=1

ϕI,mn =
e∑

p=1

fp∑
q=1

ϕ̃I,pq

=
eI∑
p=1

fp∑
q=1

ϕ̃I,pq +
eR∑
p=1

fp∑
q=1

ϕ̃I,pq .

An jedem inneren Eckpunkt summieren sich die Innenwinkel gerade zu 2π, an jedem
Rand-Eckpunkt ist die Summe der Innenwinkel plus dem Außenwinkel ϕA(sp) plus π
gerade gleich 2π:

f∑
m=1

3∑
n=1

ϕI,mn = 2πeI + 2πeR −
eR∑
i=1

ϕA(si)− πeR

= 2πe−
eR∑
i=1

ϕA(si)− πkR .

Und damit folgt für das Integral über die Krümmung:∫
N

KG dF = −
eR∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds−
eR∑
i=1

ϕA(si) + 2πe− πkR − 3πf + 2πf

= −
eR∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds−
eR∑
i=1

ϕA(si) + 2πe− πkR − π(2kI + kR) + 2πf
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= −
eR∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds−
eR∑
i=1

ϕA(si) + 2πe− 2πk + 2πf ⇒

∫
N

KG dF +
eR∑
i=1

∫
∂Ni

|κg(s)| ds+
eR∑
i=1

ϕA(si) = 2πχ(N) . 2

Die Euler-Charakteristik χ(N) einer 2-dimensionalen, kompakten, orientierbaren Man-
nigfaltigkeit N ⊂ E3 wurde oben rein topologisch als χ(N) = e− k+ f mit der Anzahl
der Ecken e, Kanten k und Flächen f einer Triangulierung von N bestimmt. Poincaré
hat nun 1895 bewiesen, daß diese Eulercharakteristik χ(N) gerade gleich der Summe
der Indizes von isolierten Nullstellen eines tangentialen Vektorfeldes auf N ist. Dies
ist nun ein höchst bemerkenswertes Ergebnis, denn ein Vektorfeld auf N ist ja ein dif-
ferentialgeometrisches, bzw. analytisches Objekt. Hier zeigt sich also zum ersten Mal
deutlich, wie ein Indexsatz die mathematischen Gebiete der Topologie und der Analysis
verbindet!
Was ist der Index einer isolierten Nullstelle eines tangentialen Vektorfeldes auf einer
Mannigfaltigkeit? Da die Nullstelle pi des Vektorfeldes nach Voraussetzung isoliert ist
kann man eine ε-Umgebung Di(ε) um pi legen, auf deren Rand das Vektorfeld nicht
verschwindet. Wenn man jetzt im positiven Umlaufsinn auf dem Rand ∂Di(ε) einmal
die Nullstelle umläuft, so wird das Vektorfeld k ∈ Z Umläufe gemacht haben, und diese
Zahl nennt man ind(pi) ..= k, d.h. den Index des Vektorfeldes an der Stelle pi. Mehr zu
diesem Konzept findet sich im Kapitel 17.3.

i=0 i=1 i=1 i=-1

Abbildung 16.4: Beispiele von Indizes eines Vektorfeldes auf einer 2-dim. Fläche

Satz 16.4.3 (Poincaré) Sei N ⊂ E3 eine 2-dimensionale, orientierbare, kompakte
Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand mit einem Levi-Civita Zusammenhang, einer
Gaußschen Krümmung KG und einem 2-dimensionalen Flächenelement dF . Sei X ∈
TpN ein tangentiales Vektorfeld auf N mit den isolierten, endlich vielen Nullstellen pi,
i = 1 . . . n mit den Indizes ind(pi), dann ist

χ(N) =
n∑
i=1

ind(pi) . (16.4.2)
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Beweis: Die 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand N sei kompakt und orientier-
bar. Da die Nullstellen des Vektorfeldes X nach Voraussetzung isoliert sind, kann es
wegen der Kompaktheit nur endlich viele Nullstellen pi, i = 1 . . . n, geben. Es soll jetzt∫
N
KG dF mittels des Vektorfelds X bestimmt werden. Wir wählen um jedes pi herum

eine ε-Umgebung Di(ε).
Auf der abgeschlossenen Menge N(ε) ..= N − ∪ni=1

◦
Di(ε) ist ||X|| 6= 0, also kann man

dort mit X1 ..= X/||X|| ein Feld von Einheitsvektoren definieren und senkrecht dazu
und positiv orientiert ein weiteres Feld von Einheitsvektoren X2. Die Vektorfelder X1
und X2 stellen also auf N(ε) eine Orthonormalbasis dar und bezüglich dieser Basis sei
ω2

1 die Zusammenhang-1-Form. Beim Beweis von 16.3.5 hatten wir für das Integral
über die Gauß-Krümmung gefunden:∫

N(ε)

KG dF =
∫
N(ε)

dω1
2 .

Mit dem Satz von Stokes wird daraus∫
N(ε)

KG dF =
∫
N(ε)

dω1
2 =

∫
∂N(ε)

ω1
2 =

n∑
i=1

∫
∂Di(ε)

ω1
2 .

Jetzt können wir auf ganz N ein zusätzliches festes Orthonormalsystem {X ′1, X ′2} ein-
führen. Wenn der Winkel zwischen X ′1 und X1 mit ϕ bezeichnet werde, dann hängen ge-
mäß 16.3.1 die Zusammenhang-1-Formen folgendermaßen zusammen: ω′12 = ω1

2 + dϕ .
Aus der Sicht des Inneren von Di(ε) kehrt sich eine von außen als positiv betrachtete
Umlaufrichtung jedoch um, so daß wir ω′12 = ω1

2 − dϕ erhalten und damit:∫
N(ε)

KG dF =
n∑
i=1

∫
∂Di(ε)

ω1
2 =

n∑
i=1

{
∫

∂Di(ε)

dϕ+
∫

∂Di(ε)

ω′
1

2}

=
n∑
i=1

{2π · ind(pi) +
∫

∂Di(ε)

ω′
1

2} .

Da ω′12 überall auf N fixiert ist, also auch im Innern von Di(ε), können wir den Grenz-
übergang ε→ 0 problemlos durchführen und erhalten:∫

N

KG dF =
n∑
i=1

2π · ind(pi) . (16.4.3)

Die Anwendung des globalen Satzes von Gauß-Bonnet im Fall einer 2-dimensionalen
Mannigfaltigkeit N ohne Rand (16.4.1) ergibt∫

N

KG dF = 2πχ(N)

und also ist χ(N) =
∑n

i=1 ind(pi). 2
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Abbildung 16.5: Konstruktion eines speziellen Vektorfeldes auf einer 2-dim. Fläche

Man kann nun mit dem Ergebnis 16.4.3 auch zurückschließen auf die topologische De-
finition der Euler-Charakteristik. Dazu trianguliert man die 2-dimensionale Mannigfal-
tigkeit und konstruiert ein Vektorfeld X, das in der Mitte jedes Dreiecks eine Quelle,
in der Mitte jeder Kante einen Sattelpunkt und an jeder Ecke eine Senke hat (siehe
Zeichnung). Die Indizes sind dann

ind(Quellei) = 1 , ind(Sattelpunkti) = −1 , ind(Eckei) = 1 .

Damit folgt

n∑
i=1

ind(pi) =
e∑
i=1

ind(Eckei) +
k∑
i=1

ind(Sattelpunkti) +
f∑
i=1

ind(Quellei)

= e− k + f = χ(N) . (16.4.4)





17 Der Abbildungsgrad von Brouwer

17.1 Der Satz von Brouwer

Heute sind zwei recht gegensätzliche Darstellungen des Abbildungsgrades von Brouwer
sehr verbreitet, der Zugang der nichtlinearen Funktionalanalysis, incl. der Verallgemei-
nerung von Leray-Schauder auf Banach-Räume (siehe etwa Růžička (2004), Deimling
(1985), Zeidler (1986)) und der geometrisch-topologische Zugang. Dies ist natürlich ein
Hinweis darauf, daß gewisse Teile der Funktionalanalysis und der geometrischen Topolo-
gie sehr eng miteinander verwandt sind. Explit sichtbar wird diese innere Verbundenheit
letztlich in den Indexsätzen zu elliptischen Pseudodifferential-Operatoren von Atiyah
und Singer. Wir folgen hier dem geometisch-topologischen Zugang zum Abbildungsgrad
von Brouwer nach Milnor (1965), S. 27 ff. und Guillemin u. Pollack (1974), S. 188 ff. Für
die Erweiterungen im Fall von Mannigfaltigkeiten mit Rand folgen wir Choquet-Bruhat
u. a. (1978), S. 477 ff.
Das dünne Büchlein von Milnor (1965) mit dem Titel ’Topology from the Differentiable
Viewpoint’ ist mit seinen nur 69 Seiten in seiner Eleganz ein kleines mathematisches
Juwel! Allerdings bleiben für Anfänger bei Milnor (1965) doch einige Fragen offen und
so haben Guillemin u. Pollack (1974) in ihrem Buch eine ausführlichere und manchmal
leichter zugängliche Darstellung des gleichen Themas vorgelegt. Diese beiden Darstel-
lungen waren für Jahrzehnte die Standardlektüre für alle Novizen im Gebiet der Dif-
ferentialtopologie. Erst kürzlich hat der Autor dieser Arbeit das sehr schöne moderne
Lehrbuch von Shastri (2011) entdeckt, das in seiner Ausführlichkeit und Klarheit ins-
besondere Anfängern sehr entgegenkommt und vermutlich für längere Zeit eine neue
Standardlektüre werden dürfte.
Weil der Brouwersche Abbildungsgrad eine ganze Zahl ist, sprechen Physiker bei An-
wendungen im Kontext der Quantentheorie auch von einer topologischen Quantenzahl.
SeienM und N zwei kompakte, orientierbare,m-dimensionale Mannigfaltigkeiten (ohne
Rand), f : M → N eine C∞ Abbildung, {∂ui}, bzw. {∂xi} mit i = 1, . . . ,m lokale
Koordinatensysteme von M , bzw. N , dann gilt für den Rücktransport einer k-Form ω
eines Diffeomorphismus f nach 11.4.1∫

U⊂M
f ∗ω = sgn(det ∂f

i

∂uj
)u0∈U

∫
f(U)⊂N

ω = ±
∫
f(U)⊂N

ω , (17.1.1)

wobei sich das ± darauf bezieht, ob f orientierungserhaltend ist oder nicht.
Brouwer hat nun die topologische Frage gestellt, wie sich bei geschlossenen (d.h. kom-
pakten und randlosen) Mannigfaltigkeiten mit der Volumenform ω auf N und nichtin-
vertierbaren Abbildungen f die Volumenintegrale

∫
M
f ∗ω und

∫
N
ω zueinander verhal-

ten.
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Der Satz von Brouwer basiert auf dem folgenden Lemma, das auch in anderen Zusam-
menhängen immer wieder hilfreich ist.

Lemma 17.1.1 Seien M und N differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeiten
und M der Rand einer kompakten Menge W , also M = ∂W . Wenn sich jetzt die C∞
Funktion f : M → N zu einer C∞ Funktion F : W → N auf ganz W erweitern läßt,
dann verschwindet das Integral

∫
M
f ∗ω für jede m-Form ω, und damit gilt für den im

Folgenden durch
∫
M
f ∗ω = deg(f)

∫
N
ω definierten Abbildungsgrad deg(f) = 0.

Beweis: Wir setzen hier das Ergebnis des Whitneyschen Einbettungssatzes voraus, der
aussagt, daß jede m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit in R2m eingebettet
werden kann. Guillemin u. Pollack (1974) (S. 48 ff.) zeigen eine leichter beweisbare
Fassung dieses schwierigen Satzes für die Einbettung von M in R2m+1.
Aufgrund dieser Einbettungsmöglichkeit von M dürfen wir also annehmen, daß M der
Rand einer kompakten Menge W ⊂ R2m ist, also M = ∂W . Wenn sich jetzt die C∞-
Funktion f : M → N zu einer C∞-Funktion F : W → N auf ganz W erweitern läßt,
dann verschwindet das Integral

∫
M
f ∗ω für jede m-Form ω, denn mit dem Satz von

Stokes folgt: ∫
M

f ∗ω =
∫
M

F ∗ω =
∫
∂W

F ∗ω =
∫
W

d(F ∗ω) =
∫
W

F ∗dω = 0 ,

weil dω ja eine m + 1 Form auf der m-dimensionalen Mannigfaltigkeit N und damit
Null ist. 2

Mit diesem Ergebnis läßt sich nun der wichtige Satz von Brouwer über den Abbildungs-
grad von Funktionen beweisen.

Satz 17.1.3 (Brouwer) Seien M und N zwei differenzierbare, kompakte, einfach zu-
sammenhängende, orientierbare Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) der Dimension m, sei-
en f : M → N eine C∞ Abbildung und ω eine m-Form auf N , dann gilt∫

M

f ∗ω = deg(f)
∫
N

ω mit deg(f) ∈ Z . (17.1.2)

Sei w ∈ N ein regulärer Wert von f und {v1, . . . , vk} = {f−1(w)} die Urbildmenge zu
w, dann ist der Abbildungsgrad deg(f) für alle Punkte w ∈ N gleich und es gilt:

deg(f) ..= deg(f, w) =
k∑
i=1

sgn(det ∂fi
∂xj

)vi . (17.1.3)

Wenn f0 : M → N , f1 : M → N zwei homotope C∞-Funktionen sind, dann ist
deg(f0) = deg(f1).
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Der Brouwersche Satz sagt also, daß sich global betrachtet die Mannigfaltigkeit M
unter der Abbildung f stets ganzzahlig, nämlich mit deg(f), ’um N herumwickelt’.
Wenn f ein globaler Diffeomorphismus ist, so ist deg(f) natürlich ±1, je nachdem,
ob f die Orientierung erhält oder umkehrt. Dieser Brouwersche Satz ist ein höchst
bemerkenswerter Satz und letztlich die Grundlage für viele Indexsätze!

Beweis: 1. Seien jetzt f0 und f1 zwei homotope C∞ Abbildungen von M → N , dann
gilt ∫

M

f ∗0ω =
∫
M

f ∗1ω ,

denn wenn F : I ×M → N mit I ..= [0, 1] und F (0, p) ..= f0(p) und F (1, p) ..= f1(p)
eine Homotopie ist, dann folgt

∂(I ×M) = (1×M) ∪ (−0×M) = M1 ∪ (−M0) .

M
0

M
1

Abbildung 17.1: Definitionsbereich von F : I ×M → N

Das Minuszeichen bei M0 berücksichtigt hier die zu M1 entgegengesetzte Orientierung
der Basis (siehe Zeichnung).

∫
M

F ∗ω =
∫

∂(I×M)

F ∗ω =

0 wegen 17.1.1 ,∫
M1

F ∗ω −
∫
M0

F ∗ω =
∫
M

f ∗1ω −
∫
M

f ∗0ω ,

also ist ∫
M

f ∗0ω =
∫
M

f ∗1ω .

2. Wir setzen hier das Ergebnis des Satzes von Sard voraus. Dazu benötigen wir zu-
nächst die Begriffe der regulären Werte und regulären Punkte. Ein Wert w = f(v) ∈ N
heißt genau dann ein regulärer Wert, wenn die Urbildmenge {f−1(w)} leer ist oder
aus regulären Punkten besteht. Wenn w ∈ N kein regulärer Wert ist, so heißt w ein
kritischer Wert. Und ein Punkt v ∈ M heißt genau dann ein regulärer Punkt, wenn
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die Tangentialabbildung f∗ von TvM surjektiv auf Tf(v)N abbildet. Wenn v ∈ M kein
regulärer Punkt ist, so heißt v ein kritischer Punkt.
Der Satz von Sard sagt nun, daß die regulären Werte einer hinreichend differenzierbaren
Funktion f in N dicht liegen (für einen Beweis siehe z.B. Milnor (1965), S. 10 ff.,
Guillemin u. Pollack (1974), S. 39 ff.).

N

M

w v
1

v
2

v
3

Abbildung 17.2: Urbildmenge {f−1(w)} = {v1, v2, v3}

Aus diesem Satz von Sard können wir nun zusammen mit der Kompaktheit von M fol-
gern, daß die Urbildmenge {f−1(w)} ⊂M eines regulären Werts w ∈ N nur aus endlich
vielen Punkten {vi} besteht. Um einen Widerspruchsbeweis zu führen nehmen wir also
an, daß die Urbildmenge {f−1(w)} aus unendlich vielen Punkten bestehe. Kompaktheit
von M bedeutet, daß jede unendliche Folge aus {f−1(w)} ⊂ M eine konvergente Teil-
folge {vi} ⊂ {f−1(w)} enthält. Die vi mögen also gegen v∞ ∈ {f−1(w)} konvergieren.
Dann ist v∞ ein regulärer Punkt mit f(v∞) = w und die Tangentialabbildung f∗ an der
Stelle v∞ ist ein Isomorphismus. Aufgrund des Satzes über inverse Funktionen (siehe
z.B. Guillemin u. Pollack (1974), S. 13 ff.) gibt es eine Umgebung Uv∞ ⊂ M um v∞
herum, in welcher f ein Diffeomorphismus ist. Da nun aber die vi gegen v∞ konvergie-
ren, gibt es in jeder Umgebung um v∞ herum unendlich viele vi , die ebenso wie v∞
durch f auf w abgebildet werden und dies steht im Widerspruch dazu, daß f in Uv∞
ein Diffeomorphismus ist. Also enthält die Urbildmenge jedes regulären Wertes w ∈ N
nur endlich viele reguläre Punkte {vi} ⊂M .
3. Sei jetzt w ∈ N ein regulärer Wert von f und {v1, . . . , vk} = {f−1(w)} die Urbildmen-
ge zu w. Dann gibt es nach 2. eine Umgebung Uw ⊂ N um w, so daß alle Umgebungen
Uvi ⊂M mit f(Uvi) = Uw disjunkt sind und f auf jedem Uvi ein Diffeomorphismus ist.
Wenn nun ω eine m-Form auf N mit Träger (Support) supp(ω) = Uw ist, dann haben
wir sofort eine lokale Version des Satzes von Brouwer:∫

M

f ∗ω =
k∑
i=1

∫
Uvi

f ∗ω =
k∑
i=1

sgn(det ∂f
i

∂uj
)Uvi

∫
Uw

ω =
k∑
i=1

sgn(det ∂f
i

∂uj
)vi
∫
N

ω

= .. deg(f)
∫
N

ω .

4. Nun gilt es, dieses lokale Ergebnis auf ganz M und N auszudehnen. Hierzu kann
man das sog. Homogenitäts-Lemma (Milnor (1965), S. 22 ff.), bzw. Isotopie-Lemma
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(Guillemin u. Pollack (1974), S. 142 ff.), verwenden. Eine Homotopie überführt auf
stetige Weise 2 Funktionen ineinander, eine Isotopie auf glatte und invertierbare Weise.
Weil unsere Mannigfaltigkeiten in R2m eingebettet sind, können wir ohne Einschränkung
in Rn ..= R2m arbeiten.
Die Aussage dieses Lemmas ist: Seien y und z zwei beliebige innere Punkte einer zu-
sammenhängenden, differenzierbaren Mannigfaltigkeit N , dann gibt es einen Diffeo-
morphismus h : N → N , der y in z überführt und der isotop zur identische Abbildung
id : N → N ist.
Zum Beweis wird zunächst die folgende Funktion ht : N → N konstruiert, die alle
Punkte außerhalb einer n − 1 dimensionalen, offenen ε-Kugel Sε mit ε > 0 auf sich
selbst abbildet, und den Punkt y ∈ Sε in den Punkt z ∈ Sε abbildet. Sei jetzt x ∈ N
und ϕ : N → R mit

ϕ(x) ..=
{

0 für x2 ≥ ε2 ,

exp( 1
ε2
− 1

ε2−x2 ) für x2 < ε2 ,
⇒

ϕ(0) = 1 , lim
x2→ε2
x2<ε2

ϕ(x) = 0 .

Mit dieser Funktion ϕ können wir eine Funktion h(0)
t definieren, die den Ursprung von

Sε nach z ∈ Sε abbildet und alle Punkte außerhalb von Sε unverändert läßt:

h
(0)
t (x) ..= x+ tϕ(x) · z , ⇒

h
(0)
0 (x) = id(x) = x , h

(0)
1 (0) = z .

Damit ist h(0)
t eine Homotopie. Um die Invertierbarkeit von h(0)

t zu zeigen, verwenden
wir in Rn ein orthogonales Koordinatensystem {ei = ∂

∂xi
} und legen die e1-Achse durch

Nullpunkt und den Punkt z. Damit erhalten wir für die e1-Komponente

∂

∂x1h
(0)
t (x) = 1 + t

∂

∂x1ϕ(x) · z .

Nun ist 0 ≤ t ≤ 1 und ∂
∂x1ϕ(x) beschränkt. Wenn ε > 0 entsprechend klein gewählt

wird, dann ist

|t ∂
∂x1ϕ(x) · z| ≤ | ∂

∂x1ϕ(x) · z| < 1 , ⇒ ∂

∂x1h
(0)
t (x) > 0 ,

und mit dem Satz über inverse Funktionen folgt die Existenz und Glattheit von (h(0)
t )−1.

Damit ist h(0)
t eine Isotopie.

Mit einer Anpassung der Koordinaten erhalten wir aus h0
t die Funktion ht, die y ∈ Sε

nach z ∈ Sε abbildet und alle Punkte außerhalb von Sε unverändert läßt:

ht(x) ..= x+ tϕ(x− y) · (z − y) , ⇒
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h0(x) = id(x) = x , h1(y) = z , ht2+t1(x) = ht2 ◦ ht1(x) .

Die Funktion ht überführt also einen beliebigen Punkt y ∈ Sε in einen beliebigen ande-
ren Punkt z ∈ Sε und ist isotop zur Identität id.
Weil N zusammenhängend ist, können wir mit überlappenden Sεi Kugeln ganz N über-
decken und so ht auf ganz M fortsetzen. Diese Fortsetzung kann man, wie bei Homoto-
pien üblich, folgendermaßen realisieren: Seien Sε1 und Sε2 zwei ε-Kugeln mit nichtleerem
Durchschnitt DS12 ..= Sε1 ∩ Sε2 und y ∈ Sε1 \ DS12, z1 ∈ DS12, z2 ∈ Sε2 \ DS12. Sei-
en weiter h(1)

t eine Isotopie in Sε1 und h
(2)
t eine Isotopie in Sε2 , mit h(1)

1 (y) = z1 und
h

(2)
1 (z1) = z2, dann können wir eine zusammengesetzte Isotopie definieren, die y in z2

überführt:

h
(12)
t ..= (h(2) ∗ h(1))t ..=

{
h

(1)
2t für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

h
(2)
2t−1 für 1

2 ≤ t ≤ 1 .

Damit ist

h
(12)
0 (x) = h

(1)
0 (x) = id(x) = x , h

(12)
1 (y) = h

(2)
1 (h(1)

1 (y)) = h
(2)
1 (z1) = z2 .

Auf diese Weise können wir einen Diffeomorphismus h auf ganz N konstruieren, der
einen beliebigen Punkt y ∈ N in einen beliebigen anderen Punkt z ∈ N überführt und
isotop zur identische Abbildung id : N → N ist.
5. Sei jetzt w ∈ N ein regulärer Wert von f und Uw ⊂ N eine Umgebung um w, für
welche nach 3. der lokale Satz von Brouwer gilt. Dann gibt es nach 4. einen Diffeo-
morphismus hkt isotop zur identischen Abbildung id, der w in jeden beliebigen Punkt
z ∈ N überführt. Die Menge {hi1(Uw) | i ∈ Indexmenge} ist eine Überdeckung von N
mit offenen Mengen. Weil N kompakt ist, gibt es in {hi1(Uw) | i ∈ Indexmenge} eine
endliche Überdeckung von N , also 1 ≤ i ≤ n ∈ N. Mittels einer Zerlegung der Einheit
können wir jede Differentialform ω als eine endliche Summe von Differentialformen ωi
mit Träger auf hi1(Uw) schreiben:

ω =
n∑
i=1

ωi mit supp(ωi) = hi1(Uw) und supp((hi1)∗ωi) = Uy.

Der entscheidende Punkt ist nun, daß wir wegen der Homotopie-Invarianz aus 2. die
Integration von ωi über hi1(Uw) auf eine Integration von (hi1)∗ωi über Uw zurückfüh-
ren können und für diesen Fall die lokale Version des Satzes von Brouwer in 3. schon
bewiesen haben: ∫

M

f ∗ωi
!=
∫
M

(hi1 ◦ f)∗ωi =
∫
M

f ∗(hi1∗ωi)

= deg(f)
∫
N

(hi1∗ωi) = deg(f) deg(hi1)
∫
N

ωi .
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Nun ist deg(hi1) = 1, da hi1 ein Diffeomorphismus ist. Die Aufsummation über i liefert
wegen der Linearität von f ∗ das gewünschte Ergebnis:∫

M

f ∗ω = deg(f)
∫
N

ω . 2

Für eine zusammengesetzte Abbildung f = g2◦g1 : M → N1 → N2 gilt deg(f) = deg(g1·
deg(g2), denn mit w ∈ N2, g−1

2 (w) = {v1, . . . , vk} ∈ N1 und g−1
1 (vi) = {u1, . . . , vl} ∈M

gilt∫
M

f ∗ω =
∫
M

(g2 ◦ g1)∗ω =
∫
M

g∗1(g∗2ω) = deg(g1)
∫
N1

(g∗2ω) = deg(g1) · deg(g2)
∫
N2

ω .

Für die konstante Abbildung f : M → N mit f(u) = w0 = const. ist deg(f) = 0, denn
für alle w ∈ N mit w 6= w0 ist f−1(w) = ∅.
Für die identische Abbildung id : M →M folgt sofort, daß deg(id) = 1 ist, denn∫

M

ω =
∫
M

(id)∗ω = deg(id)
∫
M

ω .

Für die antipodale Abbildung
(id−) : Sm → Sm ⊂ Rm+1 mit id−(x) ..= −x = (x1, . . . , xm+1) folgt

deg(id−) = sgn(det ∂(−xi)
∂xj

) = (−1)m+1 .

Satz 17.1.5 (Igelsatz von Poincaré-Brouwer) Auf der Sphäre Sm gibt es nur für
ungerade m nicht verschwindende, glatte Tangential-Vektorfelder. Speziell für m = 2
heißt das: einen Igel, topologisch homöomorph zu S2, kann man nicht glatt und null-
stellenfrei kämmen.

Beweis: Sei v(x) ∈ TxSm ein glattes, tangentiales Vektorfeld auf Sm ohne Nullstellen.
Dann ist v̂(x) ..= v(x)/|v(x)| ein glattes, tangentiales, nicht verschwindendes Einheits-
vektorfeld auf Sm. Zudem steht v̂(x) senkrecht auf x, d.h. 〈v̂(x) | x〉 = 0. Wir können
nun eine Homotopie zwischen der identischen Abbildung id und der antipodalen Abbil-
dung id− auf Sm konstruieren:

ht : Sm × I → Sm , ht(x) ..= cos(πt)x+ sin(πt)v̂(x) für t ∈ [0, 1] ,

h0(x) = x = id(x) , h1(x) = −x = id−(x) .

Weil jetzt id und id− homotop auf Sm sind, müssen sie den gleichen Abbildungsgrad
haben. Das ist aber wegen deg(id−) = (−1)m+1 nur dann der Fall, wenn m ungerade
ist. Falls m gerade ist, muß also die Voraussetzung, daß v(x) nullstellenfrei ist, falsch
sein. 2
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Wenn man den obigen Beweis des Satzes von Brouwer im Detail nachvollzieht, dann
sieht man, daß man diesen Satz leicht auf Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern
kann. Sei jetzt D̄ ⊆ M eine solche Mannigfaltigkeit mit dem Rand ∂D und f(D̄) ⊆
N das entsprechende Bild. Damit man den obigen Beweis des Satzes von Brouwer
anwenden kann, muß man jetzt nur Sorge dafür tragen, daß der Punkt w ∈ f(D̄), an
welchem deg(f, w) bestimmt werden soll, kein Randpunkt ist, d.h. w /∈ f(∂D), denn nur
in diesem Fall existiert eine Umgebung Uw ⊂ f(D̄), in welcher sich ein Diffeomorphismus
zu den entsprechenden Umgebungen Uvi der Urbildpunkte {v1, . . . , vk} = {f−1(w)}
definieren läßt. Also gilt die folgende Erweiterung des Satzes von Brouwer:
Satz 17.1.7 Seien D̄ ⊆ M und f(D̄) ⊆ N zwei differenzierbare, kompakte, einfach
zusammenhängende, orientierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand der Dimension m, seien
f : M → N eine C∞ Abbildung und ω eine m-Form auf N , dann gilt für reguläre Werte
w ∈ f(D), die nicht auf dem Rand liegen, d.h. w /∈ f(∂D):∫

D̄

f ∗ω = deg(f,D,w)
∫

f(D̄)

ω mit deg(f,D,w) ∈ Z für w /∈ f(∂D) . (17.1.4)

Sei w ∈ f(D) ein regulärer Wert von f und {v1, . . . , vk} = {f−1(w)} die Urbildmenge
zu w, dann ist der Abbildungsgrad deg(f,D,w) für alle Punkte w ∈ f(D) gleich und es
gilt:

deg(f,D,w) =
k∑
i=1

sgn(det ∂fi
∂xj

)vi . (17.1.5)

Im Falle w /∈ f(D̄) definiert man deg(f,D,w) ..= 0.

Anmerkung: Der Satz von Brouwer auf Mannigfaltigkeiten mit Rand wird häufig in
der Analysis und Funktionalanalysis angewandt. In diesem Zusammenhang ist es na-
türlich sinnvoll, die Anforderungen an die Differenzierbarkeit so schwach als möglich
vorauszusetzen. Da man beim Beweis des Satzes von Brouwer nur die einfache Differen-
zierbarkeit benötigt, kann man den Satz also für alle Funktionen f ∈ C0(∂D) ∩C1(D)
verwenden. Man kann sogar jede stetige Funktion f ∈ C0(D̄) als Grenzwert von
C0(∂D)∩C1(D) Funktionen darstellen, ohne daß sich der Abbildungsgrad ändert (siehe
z.B. Choquet-Bruhat u. a. (1978), S. 480 ff.).
Der nächste Satz zeigt, daß der Abbildungsgrad einer Funktion zwischen zwei beran-
deten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten eindeutig von den Randwerten bestimmt
wird.
Satz 17.1.8 Seien D̄ ⊆ M und f(D̄) ⊆ N zwei differenzierbare, kompakte, einfach
zusammenhängende, orientierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand der Dimension m, seien
f, g : M → N zwei C∞ Abbildungen, die auf ∂D übereinstimmen, und sei ω eine m-
Form auf N , dann gilt für reguläre Werte w ∈ f(D), die nicht auf dem Rand liegen,
d.h.:

w /∈ f(∂D) = g(∂D) ⇒ deg(f,D,w) = deg(g,D,w) . (17.1.6)
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Beweis: Wir setzen wieder das Ergebnis des Whitneyschen Einbettungssatzes voraus,
der aussagt, daß jede m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit in R2m einge-
bettet werden kann und konstruieren eine Homotopie ht : M → N zwischen f und
g:

ht ..= tf + (1− t)g , t ∈ [0, 1] .

Auf ∂D gilt f = g = ht. Aus w /∈ f(∂D) folgt also w /∈ ht(∂D) und also haben f und
g als homotope Funktionen den gleichen Abbildungsgrad. 2

Wegen

deg(f,D,w) =
k∑
i=1

sgn(det ∂fi
∂xj

)vi

addieren sich die Abbildungsgrade von zwei disjunkten Gebieten D1 und D2, die auf
ein zusammenhängendes Gebiet f(D1 ∪D2) abgebildet werden:

deg(f,D1 ∪D2, w) = deg(f,D1, w) + deg(f,D2, w) .

x

y

f(b)

b

f(a)

a

w

v
1

v
2

v
3

f(x)

Abbildung 17.3: deg(f, [a, b], w) = 1 einer Funktion f auf einem Gebiet mit Rand

Aus dem Satz von Brouwer für Mannigfaltigkeiten mit Rand lassen sich nun zahllose
Existenzbeweise des folgenden Typs gewinnen: wenn w ein regulärer Wert von f ist
mit w ∈ f(D), w /∈ f(∂D), deg(f,D,w) 6= 0, dann ist die Urbildmenge {v1, . . . , vk} =
{f−1(w)} zu w nicht leer, d.h. es existieren Lösungen der Gleichung f(v) = w.

Als ein Beispiel möge hier der Fixpunktsatz von Brouwer dienen.

Satz 17.1.10 (Fixpunktsatz von Brouwer) Sei f : B̄ → B̄ eine stetige Abbildung
der abgeschlossenen Kugel B̄ ⊂ Rm in sich selbst. Dann existiert mindestens ein Fix-
punkt von f , d.h. ein x ∈ B̄ mit f(x) = x.
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Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit möge der Mittelpunkt der Kugel B̄ im
Ursprung liegen. Wenn f einen Fixpunkt auf dem Rand ∂B hat, sind wir fertig. Wenn
f keinen Fixpunkt auf dem Rand ∂B hat, dann gilt f(x) − x 6= 0 für x ∈ ∂B. Wir
konstruieren die folgende Homotopie ht : B̄ → Rm

ht(x) ..= x− tf(x) , t ∈ [0, 1] .

Jetzt ist ht(x) 6= 0 für x ∈ ∂B, denn für t = 1 gilt dies nach Voraussetzung und für
t < 1 muß tf(x) im Innern von B̄ liegen, also nicht auf dem Rand ∂B. Also gilt wegen
der Homtopie-Invarianz des Abbildungsgrades

deg(h0, B, 0) =
{

deg(x,B, 0) = 1,
deg(h1, B, 0) = deg(x− f(x), B, 0).

2

Damit existiert mindestenes ein x ∈ B mit x− f(x) = 0.

17.2 Die Windungszahl

Sei γ eine kompakte, orientierte 1-dimensionale Mannigfaltigkeit in R2, also eine ge-
schlossene C∞-Kurve in R2. Sei nun f : γ → R2 eine C∞-Abbildung der Kurve γ und
sei z0 ∈ R2 ein Punkt, der nicht auf f(γ) liegt, d.h. z0 ∈ R2 \ f(γ). Wegen z0 6= f(γ)
können wir f(u) − z0 mit u ∈ γ auf S1 abbilden. Dabei gehen wir zusätzlich noch in
R2 \ {z0} von u = (x, y) zu Polarkoordinaten ū = (ϕ, r) mit Nullpunkt z0 über:

f̂ : γ → S1 , f̂(ū) ..= f(ū)− z0

|f(ū)− z0|
=
(
φ(ū)

1

)
. (17.2.1)

Wenn dφ jetzt das Differential auf S1 bezeichnen möge, dann gilt für f̂ ∗dφ auf γ:

f̂ ∗dφ
∣∣∣
γ

= det
(
∂φ

∂ϕ

)
S1
dϕ = ∂φ

∂ϕ

∣∣∣∣
S1
dϕ . (17.2.2)

Für das Wegintegral über γ folgt also einerseits∫
γ

f̂ ∗dφ =
∫
γ

∂φ(ϕ, r)
∂ϕ

dϕ = φ(ϕE, r0)− φ(ϕA, r0) = m · 2π , mit m ∈ Z ,

wobei mit uEA = (ϕE, r0) = (ϕA, r0) der Anfangs- und der Endpunkt eines Umlaufs auf
γ bezeichnet werde. Hierbei ist m = 0, wenn z0 außerhalb der geschlossenen Kurve von
γ liegt.
Andererseits folgt mit dem Satz von Brouwer:∫

γ

f̂ ∗dφ = deg(f̂ , z0) ·
∫
S1

dφ = deg( f − z0

|f − z0|
) ·
∫
S1

dφ = deg( f − z0

|f − z0|
) · 2π .
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Die Windungszahl der Abbildung f auf der Kurve γ in Bezug auf den Punkt z0 ist jetzt
definiert als:

W (f, z0) ..= 1
2π

∫
γ

f̂ ∗dφ ⇒ W (f, z0) = deg(f̂ , z0) = deg( f − z0

|f − z0|
, z0) . (17.2.3)

Beispiel: Sei z0 = 0, γ = S1, f(u) = (φ, 1)t = (mϕ(u), 1)t, m ∈ Z, f̂(u) = f(u), dann
ist

∂φ(ϕ, r)
∂ϕ

= m , ⇒ W (f, z0) = deg(f̂ , z0) = m . (17.2.4)
2

Dieser Begriff der Windungszahl kann jetzt auf höherdimensionale Mannigfaltigkeiten
verallgemeinert werden. Wir folgen Guillemin u. Pollack (1974) (S. 144 ff.) und Katok
u. Hasselblatt (2009) (S. 318 ff.).

Sei M eine kompakte, orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm+1. Sei nun
f : M → Rm+1 eine C∞-Abbildung der Mannigfaltigkeit M und sei z0 ∈ Rm+1 ein
Punkt, der nicht auf f(M) liegt, d.h. z0 ∈ Rm+1 \ f(M). Dann definiert man wie oben
die Windungszahl der Abbildung f auf der MannigfaltigkeitM in Bezug auf den Punkt
z0 als den Abbildungsgrad der Funktion f̂ :

f̂ : M → Sm , f̂(u) ..= f(u)− z0

|f(u)− z0|
,

W (f, z0) ..= deg(f̂ , z0) = deg( f − z0

|f − z0|
, z0) . (17.2.5)

Sei jetzt M der Rand einer kompakten Menge W ⊂ Rm+1, also M = ∂W . Wenn
z0 /∈ W , dann definiert man wie in 17.1.7 W (f, z0) = 0. Wenn andererseits z0 ∈

◦
W und

sich die C∞-Funktion f̂ auf ∂W zu einer einer C∞-Funktion F̂ auf ganz W fortsetzen
läßt, dann ist nach 17.1.1 W (f, z0) = 0. Interessant und von Null verschieden ist der
Windungsgrad also gerade in den Fällen, in denen F − z0, also die Fortsetzung von
f − z0 in

◦
W , eine Nullstelle hat, also z.B. bei Fixpunkt-Problemen f(u)− u = 0.

17.3 Der Kronecker-Index eines Vektorfeldes

Wir wollen hier das Konzept der Windungszahl auf die Behandlung von isolierten nich-
tentarteten Nullstellen {u1, . . . , uk} von Vektorfeldern auf M anwenden, also f : M →
T 0

1(M) mit f(u) ∈ TuM ⊂ Rm+1 und f(ui) = 0. Wir folgen wieder Guillemin u. Pollack
(1974) (S. 144 ff.) und Katok u. Hasselblatt (2009) (S. 318 ff.).
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Sei ui ∈M eine isolierte Nullstelle des Vektorfelds f . Dann kann man um ui eine kleine
Kugeloberfläche Smε mit Mittelpunkt ui und Radius ε legen. Auf dieser Oberfläche
existiert

f̂ : Smε → Sm , f̂(u) ..= f(u)
|f(u)| .

Im Zusammenhang mit isolierten nichtentarteten Nullstellen von Vektorfeldern spricht
man nicht wie oben von der WindungszahlW (f, 0), sondern vom Index, bzw. Kronecker-
Index, ind(f, ui) des Vektorfelds f an der Stelle ui :

ind(f, ui) ..= deg(f̂ , 0) = deg( f
|f |
, 0) . (17.3.1)

Satz 17.3.1 Für den Index eines Vektorfeldes f : M → T 0
1(M) an einer isolierten

nichtentarteten Nullstelle ui gilt, wenn mit λj die Eigenwerte von ∂f
∂u
|ui bezeichnet wer-

den:

ind(f, ui) = deg(f̂ , 0) = sgn det
(
∂f

∂u
|ui
)

= (−1)card{j|λj<0} . (17.3.2)

Wenn das Vektorfeld f : D̄ ⊂ M → f(D̄) ⊆ T 0
1(M) nun k isolierte nichtentartete

Nullstellen {u1, . . . , uk} ⊂ D hat, so gilt

deg(f̂ , ∂D, 0) =
k∑
i=1

ind(f, ui) =
k∑
i=1

sgn det
(
∂f

∂u
|ui
)
. (17.3.3)

Beweis: 1. Wenn die Abbildung f linear ist, also f(u) = Au mit einer m+ 1 dimensio-
nalen Matrix A, dann ist auch f̂ = Au

|Au| linear und man kann f̂ unverändert statt auf Smε
auch auf Sm definieren. Also können wir schreiben f̂ : Sm → Sm, und das heißt |u| = 1.
Da f an der Nullstelle ui als nichtentartet vorausgesetzt wurde ist A invertierbar und
es folgt:

f̂(u) = f̂(v) ⇒ Au = λAv mit λ ..= |Au|
|Av|

> 0 ⇒ u = λv ,

und wegen |u| = |v| = 1 folgt λ = +1, d.h. u = v.
Also gilt f̂(u) = f̂(v) ⇒ u = v und damit ist f̂ ein Diffeomorphismus von Sm nach
Sm und damit ist deg(f̂ , 0) = 1 und damit

ind(f, ui) = deg(f̂ , 0) = sgn detA .

2. Wenn jetzt die Abbildung f nicht linear ist und die Ableitungen von f am Punkt
ui nicht verschwinden, so können wir f auf Smε mit hinreichend kleinem ε linearisieren,
d.h. durch ∂f

∂u
|ui ersetzen und damit folgt sofort

ind(f, ui) = deg(f̂ , 0) = sgn det
(
∂f

∂u
|ui
)
.
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3. Der Index des Vektorfelds ind(f, ui) wird durch die Anzahl der negativen Eigenwerte
von ∂f

∂u
|ui bestimmt, denn seien {λi , i ∈ 1, . . . ,m + 1} die Eigenwerte von ∂f

∂u
|ui ,dann

gilt

sgn det
(
∂f

∂u
|ui
)

= sgn
m+1∏
j=1

λj = sgn
∏
λj>0

λj · sgn
∏
λj<0

λj · sgn
∏

λj∈C\R

λj

= (−1)card{j|λj<0} ,

da die komplexen Eigenwerte ja alle zusammen mit den jeweils konjugiert komplexen
Eigenwerten vorkommen und λj · λ∗j > 0 ist.

4. Seien D̄ ⊆ M und f(D̄) ⊆ N ..= T 0
1(M) zwei differenzierbare, kompakte, ein-

fach zusammenhängende, orientierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand der Dimension m,
sei f : D̄ → f(D̄) ⊆ N ein Vektorfeld mit k isolierten nichtentarteten Nullstellen
{u1, . . . , uk} ⊂ D, und sei w = 0 /∈ f(∂D). Wir legen jetzt um jedes ui eine ε-Kugel
Bi,ε ⊂ D mit der Kugeloberfläche Smi,ε und bilden die Menge E ..= D̄ \

⋃k
i=1Bi,ε. Die

Funktion f̂ = f
|f | kann jetzt differenzierbar von ∂E auf ganz E ausgedehnt werden und

also verschwindet wegen 17.1.1 ihr Abbildungsgrad auf ∂E. Daraus folgt

0 = deg(f̂ , ∂E) = deg(f̂ , ∂D)− deg(f̂ , ∂
k⋃
i=1

Bi,ε)

= deg(f̂ , ∂D)− deg(f̂ ,
k⋃
i=1

Si,ε) = deg(f̂ , ∂D)−
k∑
i=1

deg(f̂ , Si,ε)

= deg(f̂ , ∂D)−
k∑
i=1

ind(f, ui) .

Also folgt:

deg(f̂ , ∂D, 0) =
k∑
i=1

ind(f, ui) =
k∑
i=1

sgn det
(
∂f

∂u
|ui
)
. 2





18 Anfänge der Homotopie und
Fundamentalgruppen

18.1 Jules Henri Poincaré (1854 - 1912)

Abbildung 18.1: J. H. Poincaré
E. Pirou (1887), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Henri_Poincaré]

Henri Poincaré wurde 1854 als Sohn eines Me-
dizinprofessors in Nancy geboren. Ab 1873
studierte er Mathematik an der École Poly-
technique und der École des Mines in Pa-
ris. Danach arbeitete er zunächst als Bergbau-
Ingenieur und anschließend als Mathematik-
dozent an der Universität Caen. Schon zwei
Jahre nach seiner Dissertation wurde Poincaré
im Jahr 1881 auf eine Professur für mathema-
tische Physik an die Sorbonne in Paris beru-
fen, wo er bis zu seinem Tod im Jahr 1912
verblieb. Seit 1887 war er Mitglied der Acadé-
mie des Sciences, seit 1908 auch der Académie
Française.

Poincarés Arbeiten umfassen mehr als 30 Bü-
cher und viele wissenschaftliche Einzelpubli-
kationen aus einem weiten Bereich der Ma-
thematik und theoretischen Physik. Besonders
bedeutend waren seine grundlegenden Beiträ-
ge zur kombinatorischen Topologie, Homo-
topie, Homologie, zu Differentialformen, au-
tomorphen Funktionen, n-Körper-Problemen,
frühen Denkansätzen zur Morse-Theorie, sym-
plektischen Geometrie, speziellen Relativitätstheorie und zum deterministischen Chaos.
Für die Erkenntnistheorie wichtig war auch Poincarés Buch Wissenschaft und Hypothe-
se.

Als Geburtsstunde der Topologie gilt Poincarés Artikel Analysis Situs aus dem Jahr
1895. Viele seiner dort formulierten Begriffe und Ergebnisse sind aus heutiger Sicht
nicht rigoros genug, aber Poincarés Intuitionen und Gedanken waren in jeder Hinsicht
außergewöhnlich und ihrer Zeit weit voraus. Wie tiefgründig seine Ideen waren, und wie
schwer beweisbar, das zeigt sich etwa an dem erst im Jahr 2002 durch Grigori Perelman
gelungenen Beweis der sog. Poincaré-Vermutung: „Jede einfach zusammenhängende,
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kompakte, unberandete, 3-dimensionale Mannigfaltigkeit ist homöomorph zur 3-Sphäre
S3”.
[Quelle: en.wikipedia: Henri_Poincaré, Wikipedia-Poincaré-Vermutung (2015)]

18.2 Grundgedanken der Homotopie

Wir folgen hier Nakahara (2003) und Nash u. Sen (1983). Poincaré hat die Begriffe der
Homotopie und der Fundamentalgruppe 1895 in seiner wegweisenden Arbeit Analysis
situs eingeführt. Sein Ausgangspunkt war die Frage, wie man die Zusammenhangs-
Verhältnisse in einem topologischen Raum klären kann?
Wir führen hier nur in die Grundgedanken der Homotopie und der Fundamentalgruppen
π1 ein, da wir diese Grundlagen später für die Diskussion der Universellen Überlage-
rungsgruppe von Liegruppen benötigen. Einige schöne physikalische Anwendungen der
Homotopie-Gruppen zeigt Nakahara (2003), S. 153-168.
Die Homotopie-Gruppen sind sehr starke topologische Invarianten, allerdings sind die
höheren Homotopiegruppen πk mit k > 1 im allgemeinen äußerst schwierig zu berech-
nen. So sind z.B. bis heute die πk(S2) nicht für alle k ∈ N bekannt. Dies ist der Grund
dafür, daß in Räumen höherer Dimensionen häufig den Homologie- und Kohomologie-
Gruppen der Vorzug vor den höheren Homotopie-Gruppen gegeben wird. Insbesondere
gibt es algorithmische Verfahren zur Berechnung der höheren Homologie-Gruppen.
Wir setzen für das Folgende voraus, daß unsere topologischen Räume (fast immer)
Hausdorff-Räume und wegzusammenhängend sind. Zur Erinnerung: ein topologischer
Raum ist ein Hausdorff-Raum, wenn für je zwei verschiedene Punkte des Raums dis-
junkte offene Umgebungen existieren.

Definition 18.2.1 Sei X ein topologischer Raum und I ein Einheitsintervall I ..=
[0, 1] ∈ R. Dann heißt die stetige Abbildung α : I → X ein Weg mit dem Anfangspunkt
α(0) = x0 und dem Endpunkt α(1) = x1. Wenn der Anfangs- und der Endpunkt in
x0 = x1 zusammenfallen spricht man von einer Schleife mit dem Basispunkt x0. Wenn
ε(t) = x0 für alle t ∈ I ist, spricht man von einem konstanten Weg εx0 = x0.

Auf der Menge solcher Wege kann man nun unschwierig eine Produktstruktur einführen:

Definition 18.2.2 Seien α, β : I → X zwei Wege in X mit α(1) = β(0), dann kann
man als Produkt die Verkettung der Wege definieren:

α ∗ β(t) ..=
{
α(2t) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

β(2t− 1) für 1
2 ≤ t ≤ 1 .

(18.2.1)

Der zu α(t) inverse Weg wird dann als α−1(t) ..= α(1− t) definiert.

Jetzt definiert man eine Homotopie zweier Wege relativ zu zwei festen, verschiedenen
Endpunkten, wenn es eine stetige Abbildung gibt, welche die beiden Wege ineinander
überführt:

https://en.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar%C3%A9
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Definition 18.2.3 Seien α, β : I → X zwei Wege zwischen den Punkten x0 und x1
in X, dann heißt eine stetige Abbildung H, welche α in β überführt, eine Homotopie
zwischen α und β relativ zu den Punkten x0 und x1:

H : I × I → X mit
{
H(t, 0) = α(t) , H(t, 1) = β(t) für alle t ∈ I ,
H(0, s) = x0 , H(1, s) = x1 für alle s ∈ I .

(18.2.2)

18.3 Fundamentalgruppen

Zwei Schleifen heißen homotop, wenn es eine stetige Abbildung gibt, welche die beiden
Schleifen ineinander überführt:
Definition 18.3.1 Seien α, β : I → X zwei Schleifen mit Basispunkt x0 in X, dann
heißt eine stetige Abbildung H, welche α in β überführt, eine Homotopie zwischen α
und β, und α und β heißen homotop:

H : I × I → X mit
{
H(t, 0) = α(t) , H(t, 1) = β(t) für alle t ∈ I ,
H(0, s) = H(1, s) = x0 für alle t ∈ I .

(18.3.1)

Eine Homotopie zwischen zwei Schleifen α, β : I → X mit Basispunkt x0 in X ist eine
Äquivalenzrelation, kurz α ∼ β, denn es gilt

• Reflexivität: α ∼ α ,
• Symmetrie: α ∼ β, also H(t, 0) = α(t), H(t, 1) = β(t), wir definieren H ′(t, s) ..=
H(t, 1− s) und erhalten H ′(t, 0) = β(t) , H(t, 1) = α(t), also β ∼ α,

• Transitivität: α ∼ β, β ∼ γ, also H(t, 0) = α(t), H(t, 1) = β(t) und H ′(t, 0) =
β(t), H ′(t, 1) = γ(t), dann kann man eine Homotopie zwischen α und γ folgen-
dermaßen definieren:

H ′′(t, s) ..=
{
H(t, 2s) für 0 ≤ s ≤ 1

2 ,

H ′(t, 2s− 1) für 1
2 ≤ s ≤ 1 .

(18.3.2)

Diese Äquivalenzrelation führt zu Äquivalenzklassen. Zwischen den Wegen hatten wir
eine Multiplikation definiert und daher kann man auch auf natürliche Weise eine Mul-
tiplikation auf den Äquivalenzklassen erklären:

[α] ∗ [β] ..= [α ∗ β] . (18.3.3)

Mit dieser Multiplikation hat die Menge der Äquivalenzklassen eine Gruppenstruktur
mit dem neutralen Element ex0 ..= [εx0 ], denn

• die folgende Funktion H(t, s) ist eine Homotopie zwischen H(t, 0) = α(t)∗εx0 und
H(t, 1) = α(t)

H(t, s) ..=
{
α( 2t

s+1) für 0 ≤ t ≤ s+1
2 ,

x0 für s+1
2 ≤ t ≤ 1 ,

und damit folgt [α ∗ εx0 ] = [α] ∗ [εx0 ] = [α] ,
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• ebenso ist die folgende Funktion H(t, s) eine Homotopie zwischen
H(t, 0) = α(t) ∗ α−1(t) und H(t, 1) = α(0) = εx0

H(t, s) ..=
{
α(2t(1− s)) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

α(2(1− t)(1− s)) für 1
2 ≤ t ≤ 1 ,

und damit folgt [α ∗ α−1] = [α] ∗ [α−1] = [εx0 ] ⇔ [α]−1 = [α−1] ,

• weiter erfüllt diese Multiplikation auch das Assoziativitätsgesetz, denn wir kön-
nen folgendermaßen eine Homotopie zwischen [α] ∗ ([β] ∗ [γ]) und ([α] ∗ [β]) ∗ [γ]
konstruieren:

(α ∗ β) ∗ γ(t) =
{
α ∗ β(2t) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

γ(2t− 1) für 1
2 ≤ t ≤ 1 ,

=


α(4t) für 0 ≤ t ≤ 1

4 ,

β(4t− 1) für 1
4 ≤ t ≤ 1

2 ,

γ(2t− 1) für 1
2 ≤ t ≤ 1 .

α ∗ (β ∗ γ)(t) =
{
α(2t) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

β ∗ γ(2t− 1) für 1
2 ≤ t ≤ 1 ,

=


α(2t) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

β(4t− 2) für 1
2 ≤ t ≤ 3

4 ,

γ(4t− 3) für 3
4 ≤ t ≤ 1 .

Eine Homotopie H(t, s) zwischen diesen beiden Schleifen ist

H(t, s) =


α( 4t

s+1) für 0 ≤ t ≤ s+1
4 ,

β(4t− s− 1) für s+1
4 ≤ t ≤ s+2

4 .

γ(4t−2−s
2−s ) für s+2

4 ≤ t ≤ 1 .

Definition 18.3.2 Die Menge der Äquivalenzklassen der Schleifen mit Basispunkt x0
in einem topologischen Raum X nennt man die Fundamentalgruppe π1(X, x0).

Die Fundamentalgruppe π1(X, x0) heißt trivial, wenn für alle Punkte x0 ∈ X jede Schlei-
fe mit Basispunkt x0 homotop zu x0 ist (d.h. wenn die Schleife mit Basispunkt x0 stetig
nach x0 zusammengezogen werden kann), wenn also gilt π1(X, x0) = [εx0 ] = ex0.

Satz 18.3.3 Sei X ein wegzusammenhängender topologischer Raum mit x0, x1 ∈ X,
dann sind die Fundamentalgruppen π1(X, x0) und π1(X, x1) isomorph und man kann
also von der Fundamentalgruppe π1(X) sprechen.
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Beweis: Sei γ : I → X ein Weg von x0 nach x1, also γ(0) = x0 und γ(1) = x1 und sei
α eine Schleife mit Basispunkt x0. Dann ist α′ = γ ∗α∗γ−1 eine Schleife mit Basispunkt
x1. Dann ist

Pγ : π1(X, x0)→ π1(X, x1) mit Pγ([α]) = [α′] = [γ ∗ α ∗ γ−1]

ein Homomorphismus, denn

Pγ([α] ∗ [β]) = [γ] ∗ [α] ∗ [β] ∗ [γ−1] =

= [γ] ∗ [α] ∗ [γ−1] ∗ [γ] ∗ [β] ∗ [γ−1] =

= Pγ([α]) ∗ Pγ([β]) .

Pγ ist auch bijektiv und damit ein Isomorphismus, denn sei

Qγ : π1(X, x1)→ π1(X, x0) mit Qγ([α′]) = [α] = [γ−1 ∗ α′ ∗ γ]

dann ist Qγ = P−1
γ , denn

QγPγ([α]) = Qγ([γ ∗ α ∗ γ−1]) = [γ−1 ∗ γ ∗ α ∗ γ−1 ∗ γ] = [α] ,

PγQγ([α′]) = Pγ([γ−1 ∗ α′ ∗ γ]) = [γ ∗ γ−1 ∗ α′ ∗ γ ∗ γ−1] = [α′] ,

und damit ist Pγ bijektiv. 2

Die Homotopie von Wegen und Schleifen kann auf beliebige stetige Abbildungen zwi-
schen zwei topologischen Räumen verallgemeinert werden:

Definition 18.3.5 Seien f, g : X → Y stetige Abbildungen zwischen den topologischen
Räumen X und Y . Wenn es eine stetige Abbildung H : X × I → Y gibt, die f in
g überführt, d.h. H(x, 0) = f(x) und H(x, 1) = g(x), dann heißen f und g homotop
zueinander, kurz f ∼ g.

Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen den topologischen Räumen X und
Y mit f(x) = y. Dann induziert f einen Homomorphismus der entsprechenden Funda-
mentalgruppen f∗ : π1(X, x)→ π1(Y, y), mit f∗([α]) ..= [f(α)], denn seien α, β Schleifen
in X mit Basispunkt x, dann sind f(α), f(β) Schleifen in Y mit Basispunkt y. Dann
folgt wegen der Stetigkeit von f

f∗([α] ∗ [β]) = [f(α ∗ β)] = [f(α) ∗ f(β)] = [f(α)] ∗ [f(β)]

= f∗([α]) ∗ f∗([β]) . (18.3.4)

Die Frage, wie zwei homotope, stetige Abbildungen f1, f2 : X → Y zusammenhängen,
beantwortet das folgende Lemma.



398 18 Anfänge der Homotopie und Fundamentalgruppen

Lemma 18.3.6 Seien X, Y zwei wegzusammenhängende topologische Räume, f1, f2 :
X → Y zwei homotope, stetige Abbildungen mit fi(x0) = yi , i ∈ {1, 2}, und

fi∗ :π1(X, x0)→ π1(Y, yi)
die entsprechenden induzierten Homomorphismen, seien weiter α eine Schleife in X
mit Basispunkt x0, und γ ein Weg in Y von y1 nach y2, und Pγ der Isomorphismus
zwischen π1(Y, y1) und π1(Y, y2), d.h.

Pγ : π1(Y, y1)→ π1(Y, y2) mit Pγ([f1(α)]) = [γ ∗ f1(α) ∗ γ−1] ,
dann gilt

f2∗ = Pγ ∗ f1∗ . (18.3.5)

Beweis: Sei H : X × I → Y die Homotopie zwischen f1 und f2. Dann betrachten wir
die Homotopie H(α(t), s) zwischen den beiden Schleifen f1(α(t)) und f2(α(t)) in Y als
eine Funktion

G : I × I → Y mit G(t, s) ..= H(α(t), s) .
Nun ist jede Schleife in I × I auf einen Punkt kontrahierbar und G ist stetig, also muß
auch das Bild jeder Schleife in I × I unter G auf einen Punkt kontrahierbar sein, also
homotop zum konstanten Weg in Y .

γ-1γ

f
1
(α-1)

f
2
(α)

0

1

1
0

s

t

Abbildung 18.2: eine Schleife in I × I, homotop zu einem Punkt

Also ist die folgende Schleife (siehe die obige Abb.) homotop zu εy2 :
f2(α) ∗ γ ∗ f1(α−1) ∗ γ−1 ∼ εy2 ⇒

[f2(α) ∗ γ ∗ f1(α−1) ∗ γ−1] = ey2 = e ⇒

[f2(α)] = [γ ∗ f1(α) ∗ γ−1] = Pγ([f1(α)]) ⇒

f2∗ = Pγ ∗ f1∗ . 2
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Zwei topologische Räume X, Y sind homöomorph, wenn es stetige Abbildungen f :
X → Y und g : Y → X mit der Eigenschaft f ◦ g = IdY und g ◦ f = IdX gibt. Diese
Eigenschaft der Homöomorphie zwischen X und Y kann man nun abschwächen, indem
man nur noch Homotopie verlangt.

Definition 18.3.8 Zwei topologische Räume X, Y heißen vom gleichen Homotopie-
Typ, wenn es stetige Abbildungen f : X → Y und g : Y → X mit der Eigenschaft
f ◦ g ∼ IdY und g ◦ f ∼ IdX gibt.

Klarerweise sind homöomorphe Räume auch vom gleichen Homotopie-Typ, aber die
Umkehrung gilt nicht. Zum Beispiel ist ein Punkt {x} auf der reellen Linie R vom
gleichen Homotopie-Typ wie R, aber natürlich nicht homöomorph zu R.

Satz 18.3.9 Seien X, Y zwei wegzusammenhängende topologische Räume vom gleichen
Homotopie-Typ, dann sind ihre Fundamentalgruppen isomorph zueinander.

Beweis: Seien g : X → Y und h : Y → X zwei stetige Funktionen zwischen den
topologischen Räumen X, Y vom gleichen Homotopie-Typ, dann gilt g ◦ h ∼ IdY . Mit
dem obigen Lemma und f1 ..= IdY und f2 ..= g ◦ h folgt

(g ◦ h)∗ = Pγ((IdY )∗) ⇒ g∗ ◦ h∗ = Pγ(IdY ∗) .

Ebenso folgt mit f1 ..= IdX und f2 ..= h ◦ g

(h ◦ g)∗ = P−1
γ ((IdX)∗) ⇒ h∗ ◦ g∗ = P−1

γ (IdX∗) . 2

Da Pγ ein Isomorphismus ist sind also auch g∗◦h∗ und h∗◦g∗ Isomorphismen, und damit
sind auch f∗ und g∗ Isomorphismen, und d.h. π1(X, x0) ist isomorph zu π1(Y, g(x0)).

Dies ist nun ein sehr wichtiger Satz, denn er sagt ja u.a., daß die Fundamentalgruppen
invariant unter Homöomorphismen und damit topologische Invarianten sind!

Gelegentlich ist es interessant, einen topologischen Raum X auf einen Unterraum A
stetig ’zusammenzuziehen’. Zwei Varianten kommen hier häufiger vor.

Definition 18.3.11 Sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X ein Unterraum, dann
definiert man:

1. Retrakt: eine stetige Abbildung f : X → A mit f |A = IdA heißt ein Retrakt.
2. Deformationsretrakt: eine Homotopie H : X × I → X zwischen IdX und IdA,

d.h.

H(x, 0) = x , H(x, 1) ∈ A für alle x ∈ X ,

H(a, s) = a , für alle a ∈ A ⊂ X und alle s ∈ I.
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Sofern ein topologischer Raum triangulierbar ist, kann man die Fundamentalgruppe
dieses Raums systematisch mittels der Fundamentalgruppe eines Polyeders bestimmen
- siehe dazu etwa Nakahara (2003), S. 134 ff.
Wir wollen hier die Fundamentalgruppe des Kreises S1, ein theoretisch wichtiges Bei-
spiel, mithilfe der Methode der universellen Überlagerungsgruppe (siehe unten) bestim-
men. Wir folgen der Ableitung von Nakahara (2003), S. 131 ff. Dabei betrachten wir R
als eine additive topologische Gruppe, und damit einen toplogischen Raum, der zudem
einfach wegzusammenhängend ist. Da man S1 ' R/(2πZ) schreiben kann, ist R die
universelle Überlagerungsgruppe von S1.

Satz 18.3.12 Die Fundamentalgruppe des Kreises S1 ist isomorph zu Z, kurz π1(S1) '
Z. Da der Kreis wegzusammenhängend ist hängt die Fundamentalgruppe nicht vom
Basispunkt ab.

Klarer werden die Zusammenhänge des folgenden Beweises mit einem Bild.

1

0

2π

4π

1
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2π

4π

x

[x]

p

6π6π

x+2π

S1 S1

ℝ ℝ

p

~f (x )

~
f (x+2π)

f

Abbildung 18.3: R als universelle Überlagerungsgruppe von S1

Beweis: Wir betrachten S1 als Kreis in C, also S1 ..= {z ∈ C | |z| = 1}. Die Projektion
p von R in S1 definieren wir als p(x) ..= exp(ix). Wir nennen zwei Punkte x, y ∈ R
äquivalent, x ∼ y, wenn x − y = 2πm ∈ 2πZ gilt. Alle zu x ∈ R äquivalenten Punkte
werden mittels p auf den Punkt [x] ∈ S1 projiziert.
Um die Fundamentalgruppe π1(S1) zu bestimmen, möchte man Schleifen auf S1 unter-
suchen. Zu diesem Zweck wählen wir den Umweg über die Überlagerungsgruppe R und
betrachten den Lift einer Schleife auf S1 nach R. Wir konstruieren also eine Funktion
f̃ : R→ R mit f̃(0) = 0 und f̃(x+2π) = f̃(x)+2πn. Die Abbildung zweier äquivalenter
Punkte x, y ∈ R unter f̃ ist wiederum äquivalent, denn

f̃(x)− f̃(y) = f̃(y + 2πm)− f̃(y) = f̃(y) + 2πmn− f̃(y) = 2πmn .
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Wenn man nun f̃(x) mittels p herunter auf S1 projiziert, dann definiert der entstehende
Punkt auf S1 eine Abbildung f : S1 → S1 mit f([x]) ..= p ◦ f̃(x). Wegen f̃(0) = 0
ist f(1) = 1 fixiert. Wenn man umgekehrt eine Abbildung f : S1 → S1 mit f(1) = 1
vorgibt, dann ist der Lift f̃ : R→ R mit f̃(0) = 0 und f̃(x+2π) = f̃(x)+2πn eindeutig
bestimmt. Diese Zahl n ∈ Z heißt deg(f), der Abbildungsgrad oder die Windungszahl
der Funktion f , denn wenn [x] den Kreis einmal umrundet, so umrundet f([x]) den
Kreis n mal.
Die für die Fundamentalgruppe π1(S1) interessierenden Schleifen auf S1 sind also gerade
die Abbildungen f : S1 → S1 mit einer festen Windungszahl deg(f). Diese Schleifen
weisen eine Gruppenstruktur auf, denn wenn f1, f2 : S1 → S1 zwei Schleifen mit dem
Lift f̃1, f̃2 : R → R und deg(f1) = n1, deg(f2) = n2 sind, dann gilt für das Produkt
f1 ∗ f2, d.h. die Hintereinanderausführung der Schleifen:

f̃1 ∗ f̃2(x+ 2π) ..= f̃1(x ∗ 2π) + f̃2(x ∗ 2π)

= f̃1(x) + 2πn1 + f̃2(x) + 2πn2

= f̃1 ∗ f̃2(x) + 2π(n1 + n2) ⇒

f1 ∗ f2([x] + 2π) = p ◦ (f̃1 ∗ f̃2(x+ 2π)) = p ◦ (f̃1 ∗ f̃2(x) + 2π(n1 + n2)) = f1 ∗ f2([x]) ,

und damit deg(f1 ∗ f2) = deg(f1) + deg(f2).
Für jedes n ∈ Z existiert auch eine Schleife f : S1 → S1 mit deg(f) = n, denn z.B.
f̃(x) ..= nx liefert gerade

f̃(x+ 2π) = n(x+ 2π) = nx+ 2πn = f̃(x) + 2πn ⇒ deg(f) = n .

Weiter sind zwei Schleifen f1, f2 : S1 → S1 genau dann homotop, wenn deg(f1) =
deg(f2) gilt, denn:
a) seien deg(f1) = deg(f2) = n und f̃1, f̃2 : R → R die Lifte von f1, f2, dann ist
F̃ (x, t) ..= tf̃1(x)+(1− t)f̃2(x) eine Homotopie zwischen f̃1 und f̃2. Jetzt projiziert man
diese Homotopie mittels p herunter auf S1:

F (x, t) ..= p ◦ F̃ (x, t) = exp(i(tf̃1(x) + (1− t)f̃2(x)))

= exp(itf̃1(x)) · exp(i(1− t)f̃2(x)) = f1([x])t · f2([x])(1−t) ,

mit deg(F (x, t)) = n und f(x, 0) = f2([x]) und f(x, 1) = f1([x]). Also ist F (x, t) eine
Homotopie zwischen f1 und f2.
b) sei umgekehrt F ([x], t) eine Homotopie zwischen f1, f2 : S1 → S1 mit F (1, t) = 1.
Dann kann man diese Homotopie nach R liften und erhält eine Homotopie F̃ (x, t)
zwischen f̃1, f̃2 : R → R mit F̃ (0, t) = 0 und F̃ (x + 2π, t) = F̃ (x, t) + 2πn. Also ist
deg(F ) = n und damit auch deg(f1) = deg(f2) = n.
Die verschiedenen Klassen der Fundamentalgruppe π1(S1) bestehen damit aus den
Schleifen f : S1 → S1 mit verschiedenem deg(f) ∈ Z, also ist π1(S1) ' Z. 2
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Mit der Fundamentalgruppe des Kreises kann man unschwer auch die Fundamental-
gruppe eines Torus berechnen, denn:

Lemma 18.3.14 Seien X, Y wegzusammenhängende topologische Räume, dann gilt

π1(X × Y, (x0, y0)) ' π1(X, x0)⊕ π1(Y, y0) . (18.3.6)

Beweis: Seien p1 : X×Y → X und p2 : X×Y → Y Projektoren auf X, bzw. Y . Wenn
nun α eine Schleife in X × Y mit Basispunkt (x0, y0) ist, dann sind α1 = p1(α) und
α2 = p2(α) Schleifen mit den Basispunkten x0, bzw. y0. Umgekehrt bestimmen zwei
Schleifen α1 und α2 in X, bzw. Y , mit den Basispunkten x0, bzw. y0, eindeutig eine
Schleife α ..= (α1, α2) in X×Y mit Basispunkt (x0, y0). Nun kann man eine Abbildung
der Schleifen-Klassen definieren

ϕ :π1(X × Y, (x0, y0))→ π1(X, x0)⊕ π1(Y, y0) mit

ϕ([α]) ..= ([α1], [α2]) .

Da dieser Homomorphismus nach Konstruktion umkehrbar ist, stellt er also einen Iso-
morphismus dar. 2

Sei also z.B. T 2 ..= S1 × S1 ein Torus, dann ist π1(T 2) = π1(S1)⊕ π1(S1) = Z⊗ Z .

Im Gegensatz zu S1 ist die Fundamentalgruppe von Sn für n ≥ 2 trivial. Dies ist eine
sehr wichtige Aussage, die u.a. hilft, um für die in der Physik wichtige Gruppe SU(2)
nachzuweisen, daß diese einfach zusammenhängend ist. Für den Beweis soll hier die
stereographische Projektion verwendet werden, die im folgenden Lema eingeführt wird.

y = (y
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,...,y
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x
1

x
n+1

x = (x
1
,...,x

n+1
)

1-x
n+1

Abbildung 18.4: Stereographische Projektion von Sn nach Rn:
x1/(1− xn+1) = y1/1 = y1 .

Lemma 18.3.16 Für alle n ≥ 0 ist die Sphäre Sn, bei der der Nord- oder Südpol
entfernt wurde, homöomorph zu Rn.
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Beweis: Für die Sphäre S0 ..= {+1,−1} gilt S0 \ N = {−1} ist homöomorph zu R0.
Ebenso ist S1\N ']0, 2π[ homöomorph zu R. Für n ≥ 2 führen wir die stereographische
Projektion von Sn nach Rn ein:

f : Sn \N → Rn mit f(x1, . . . , xn, xn+1) = 1
1− xn+1

(x1, . . . , xn) . (18.3.7)

Das heißt, ein Punkt x = (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Sn \ N wird auf einen Punkt y ..=
(f(x), 0) ∈ Rn × {0} abgebildet. Dieser Punkt y liegt gerade dort liegt, wo die Gerade
von N durch x auf den Unterraum Rn×{0} trifft. Jetzt sieht man unschwierig, daß die
Abbildung

g : Rn → Sn \N mit g(y1, . . . , yn) = 1
||y||2 + 1(2y1, . . . , 2yn, ||y||2 − 1) (18.3.8)

die Umkehrabbildung zu f ist, denn mit
∑n+1

i=1 x
2
i = 1 gilt:

(g ◦ f(x))1 = 2y1(x)
||y(x)||2 + 1 = 2x1

1− xn+1
· 1∑n

i=1 x
2
i

(1−xn+1)2 + 1

= 2x1
(1− xn+1)∑n

i=1 x
2
i + 1− 2xn+1 + x2

n+1
= 2x1

(1− xn+1)
2− 2xn+1

= x1 ,

(g ◦ f(x))n+1 = ||y(x)||2 − 1
||y(x)||2 + 1 =

∑n
i=1 x

2
i

(1−xn+1)2 − 1∑n
i=1 x

2
i

(1−xn+1)2 + 1

=
∑n

i=1 x
2
i − (1− 2xn+1 + x2

n+1)∑n
i=1 x

2
i + (1− 2xn+1 + x2

n+1) =
2xn+1 − 2x2

n+1
2− 2xn+1

= xn+1 .

(f ◦ g(y))1 = 2y1

||y||2 + 1 ·
1

1− ||y||2−1
||y||2+1

= 2y1

||y||2 + 1− (||y||2 − 1) = y1 .

Also ist S1 \N homöomorph zu Rn. 2

Satz 18.3.18 Die Einheitssphäre Sn ist für n ≥ 2 einfach zusammenhängend, mit
anderen Worten, die Fundamentalgruppe von Sn ist für n ≥ 2 trivial, d.h. π1(Sn) =
[ε] = e. Da Sn für n ≥ 2 wegzusammenhängend ist hängt die Fundamentalgruppe nicht
vom Basispunkt ab.

Beweis: Zunächst scheint der Beweis dieses Satzes mittels des obigen Lemmas zur
stereographischen Projektion recht trivial zu sein. Man nehme eine Schleife auf Sn, die
zumindest einen Punkt von Sn nicht berührt, erkläre diesen Punkt zum Nordpol N und
bilde mittels der stereographischen Projektion Sn homöomorph auf Rn ab. Nun ist Rn

einfach zusammenhängend und damit ist es der homöomorphe Raum Sn auch. Fertig.
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Allerdings ist die Topologie immer wieder für Überraschungen gut. Die folgende Ar-
gumentation verdankt der Autor einer Vorlesung von Lee (2012). Im Jahr 1890 hat
der italienische Mathematiker Guiseppe Peano eine stetige surjektive Abbildung von
f : I → I × I vorgestellt, welche den Namen raumfüllende Kurve, oder Peano-Kurve
trägt. Das Quadrat I × I kann man nun homöomorph auf die Einheitsscheibe D ab-
bilden und diese wiederum surjektiv auf S2 abbilden. Also kann man eine Schleife als
Peano-Kurve konstruieren, die ganz S2 ausfüllt, so daß kein Punkt übrig bleibt, den
man zum Nordpol erklären könnte. Das Entsprechende gilt natürlich auch für Sn.
In diesem Fall geht man so vor, daß man einfach einen beliebigen Punkt von Sn zum
Nordpol N erklärt und alle Wegstücke der Schleife, welche durch N führen auf ei-
nem kleinen Wegintervall homotop verändert, so daß sie nicht mehr durch N gehen.
Anschließend kann man wieder wie oben Sn homöomorph auf Rn abbbilden. Da die
Fundamentalgruppe eines Raums nicht von einzelnen Schleifen abhängt, sondern nur
von deren Homotopie-Klassen, gilt also auch für Schleifen von Peano-Kurven auf Sn,
daß π1(Sn) = [ε] = e ist, daß also Sn einfach zusammenhängend ist. 2
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19.1 Topologische Überlagerungsräume

Wir folgen Hausner u. Schwartz (1968), S. 12 ff. und dem schönen Buch über alge-
braische Topologie von Fulton (1995), S. 153 ff. Wir setzen für das Folgende wieder
voraus, daß unsere topologischen Räume Hausdorff-Räume sind und wegzusammen-
hängend. Zur Erinnerung: ein topologischer Raum ist ein Hausdorff-Raum, wenn für je
zwei verschiedene Punkte des Raums disjunkte offene Umgebungen existieren.

Definition 19.1.1 Seien X, Y topologische Räume, dann heißt der Raum Y eine Über-
lagerung von X, wenn es eine stetige, surjektive Abbildung p : Y → X, die sog. Überla-
gerungsabbildung oder Projektion, mit der Eigenschaft gibt, daß für alle Punkte x ∈ X
eine Umgebung U ⊂ X existiert, so daß p−1(U) ⊂ Y aus einer endlichen oder abzähl-
bar unendlichen Vereinigung paarweise disjunkter offener Mengen Uα besteht, die (jede
einzeln für sich) mittels p homöomorph auf U abgebildet werden.

Für ein x ∈ X heißt die Menge der endlich oder abzählbar unendlich vielen Punkte
p−1(x) die Faser von x und die offenen Mengen Uα heißen die Blätter.

Die Überlagerung Y heißt trivial, wenn Y = X × T mit einer Menge T mit diskreter
Topologie ist.

y
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x∊U
p

X

Y

y
2

y
3

y
4

Abbildung 19.1: Y = R als Überlagerungsraum von X = S1
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Das obige Bild stellt nochmals das Beispiel des vorherigen Kapitels einer Überlagerung
von S1 durch R dar.
Jetzt ist man an Wegen in X und ihren Liften in Y interessiert. Zunächst einmal wollen
wir die Eindeutigkeit solcher Lifte zeigen.

Y

p
��

Z

f̃

88

f

// X

Lemma 19.1.2 Seien p : Y → X eine Überlagerung, Z ein zusammenhängender to-
pologischer Raum, f : Z → X eine stetige Abbildung, und f̃1, f̃2 zwei stetige Lifte von
f , also f̃1, f̃2 : Z → Y mit p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2. Wenn f̃1(z) = f̃2(z) in einem Punkt z ∈ Z,
dann gilt f̃1 = f̃2 auf ganz Z.

Beweis: Wir wollen zeigen, daß die Untermenge Z= ⊂ Z mit z ∈ Z=, auf der f̃1 und
f̃2 übereinstimmen, eine offene Menge ist. Seien w ∈ Z= und x ..= p ◦ f̃1(w) = p ◦ f̃2(w)
und U eine Umgebung von x ∈ X, so daß p−1(U) ⊂ Y aus einer Vereinigung paarweise
disjunkter offener Mengen Uα besteht, die mittels p homöomorph auf U abgebildet
werden. Sei nun V eine Umgebung von w ∈ Z=, dann muß aufgrund der Stetigkeit
von f̃1 und f̃2 dieses V in das gleiche Uα0 abgebildet werden. Da p : Uα0 → U ein
Homöomorphismus ist und nach Voraussetzung p◦ f̃1(w′) = p◦ f̃2(w′) gilt, muß f̃1(w′) =
f̃2(w′) für alle w′ ∈ V sein. Damit liegt also mit w ∈ Z= auch dessen Umgebung V in
Z=, also ist Z= offen.
Sei nun umgekehrt w ∈ Z6=, also ein Element der Menge auf welcher f̃1 und f̃2 nicht
übereinstimmen und V eine Umgebung von w ∈ Z 6=, dann wird V von f̃1 und f̃2 auf zwei
verschiedene und damit disjunkte Uα abgebildet, und damit ist mit w ∈ Z 6= auch dessen
Umgebung V in Z6=, also ist auch Z6= offen. Gleichzeitig muß aber Z6= als Komplement
zu Z= abgeschlossen sein. Da Z= den Punkt z enthält ist also Z= nicht leer und also muß
Z6= als gleichzeitig offene und abgeschlossenen Menge leer sein, und damit ist Z = Z=.2

Lemma 19.1.4 Seien p : Y → X eine Überlagerung, f : I → X mit I = [0, 1] ∈ R
ein nicht notwendigerweise geschlossener Weg in X, x0 = f(0) ∈ X und y0 ∈ Y
mit p(y0) = x0, dann gibt es einen eindeutigen Lift f̃ : I → Y des Wegs f , d.h. ein
eindeutiges f̃ mit p ◦ f̃ = f .

Beweis: Das obige Lemma nutzt man nun mit Z ..= I = [0, 1] ∈ R, um Pfade der Form
f : I → X in Pfade f̃ : I → Y des Überlagerungsraums Y zu liften, und erhält also
die Eindeutigkeit eines solchen Lifts, wenn ein Punkt in Y vorgegeben ist. Die Existenz
eines solchen Lifts folgt aus der Kompaktkeit des Pfads f(I) ⊂ X, denn dadurch können
wir den Pfad mit endlich vielen Umgebungen U ⊂ X überdecken, und in jedem U stellt
die Projektion p einen lokalen Homöomorphismus dar mit dem sich f nach f̃ liften
läßt. 2
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Lemma 19.1.6 Wenn zwei nicht notwendigerweise geschlossene Wege in X homotop
sind, dann sind auch ihre Lifte in Y homotop.

Beweis: Sei H : I × I → X eine Homotopie zwischen f1 und f2, also

H(t, 0) = f1(t) , H(t, 1) = f2(t) , H(0, s) = f1(0) = f2(0) , H(1, s) = f1(1) = f2(1) ,

dann kann man jeden Weg H(t, s) mit festem s eindeutig in einen Weg H̃(t, s) in Y
liften. Den Parameterbereich von I × I = [0, 1] × [0, 1] kann man mit dem Kompakt-
heitsargument wieder mit endlich vielen Umgebungen überdecken, auf denen p einen
lokalen Homöomorphismus darstellt und damit ist H̃(t, s) eine stetige Funktion mit

H̃(t, 0) = f̃1(t) , H̃(t, 1) = f̃2(t) , H̃(0, s) = f̃1(0) = f̃2(0) , H̃(1, s) = f̃1(1) = f̃2(1) ,

mit p ◦ H̃(t, s) = H(t, s). 2

Definition 19.1.8 Seien p : Y → X eine Überlagerung, x0 ∈ X, y0 ∈ p−1(x0) ⊂ Y und
π1(X) die Fundamentalgruppe von X. Nun kann man folgendermaßen eine transitive
Operation auf der Faser p−1(x0) definieren: zu einem nicht notwendigerweise geschlos-
senen Pfad f in X mit f(0) = x0 und f(1) = x1 existiert ein eindeutiger Lift f̃ mit
f̃(0) = y0, f̃(1) = y1 und p ◦ f̃ = f , also insb. p(y1) = x1. Dann definiert man für
[f ] ∈ π1(X):

y0 ∗ [f ] ..= y1 .

Mit ex0 = [εx0 ] gilt y0∗ex0 = y0 und es gilt die Transitivität (y0∗ [f1])∗ [f2] = y0∗ [f1∗f2].
Wenn nun y1, y2 ∈ Y über x0 liegen, dann gibt es, da Y pfadzusammenhängend ist,
einen Pfad f̃ von y1 nach y2 und die Projektion dieses Pfades nach X ergibt einen
geschlossenen Pfad f mit p ◦ f̃ = f und f(0) = f(1) = x0.

Wenn X einfach zusammenhängend ist, also π1(X) = e, dann folgt daraus sofort, daß
y0 ∗ e = y0 ist, d.h. die Faser p−1(x0) besteht nur aus einem Blatt und damit ist p ein
Homöomorphismus.

Lemma 19.1.9 Seien p : Y → X eine Überlagerung und π1(X), π1(Y ) die Funda-
mentalgruppen von X, Y , dann ist die Abbildung p∗ : π1(Y ) → π1(X) eine injektive
Abbildung.
π1(Y ) ist isomorph zu einer Untergruppe G ⊂ π1(X), wobei G aus genau jenen Elemen-
ten α ∈ π1(X) besteht, welche den Basispunkt y0 ∈ Y invariant lassen, d.h. y0 ∗α = y0.

Beweis: Sei y0 ein Basispunkt eines geschlossenen Pfades in Y über dem entsprechen-
den Basispunkt x0 ∈ X. Sei p∗[f̃1] = p∗[f̃2], dann ist nach Definition [p ◦ f̃1] = [p ◦ f̃2],
d.h. p ◦ f̃1 ist homotop zu p ◦ f̃2. Mit dem vorherigen Lemma sind dann auch die Lifte
f̃1, f̃2 homotop, d.h. [f̃1] = [f̃2].
In der Umkehrung heißt das: [f̃1] 6= [f̃2] ⇒ p∗[f̃1] 6= p∗[f̃2], also ist p∗ injektiv.
Weiter folgt G ..= p∗(π1(Y )). Da π1(Y ) eine Fundamentalgruppe ist und injektiv auf
π1(X) abgebildet wird, ist G eine Untergruppe von π1(X) und besteht gerade aus jenen
Elementen α ∈ π1(X), welche den Basispunkt y0 ∈ Y invariant lassen. 2
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Der folgende wichtige Satz klärt das Verhältnis verschiedener Überlagerungen eines
topologischen Raums X und bereitet damit auch den Beweis der Eindeutigkeit von
Überlagerungen mit der gleichen Fundamentalgruppe vor.

Satz 19.1.11 Seien p1 : Z → X und p2 : Y → X zwei Überlagerungen von X. Es
gibt genau dann eine eindeutige Überlagerungsabbildung p : Z → Y mit p1 = p2 ◦ p,
wenn für die entsprechenden projizierten Fundamentalgruppen GZ ..= p1∗(π1(Z)) und
GY ..= p2∗(π1(Y )) gilt GZ ⊆ GY .

Z
p

//

p1

&&

GZ

<<
Y

p2
//

GY

99
X

Beweis: 1. Seien p : Z → Y und p2 : Y → X Überlagerungen, dann ist auch
p1 = p2 ◦ p : Z → X eine Überlagerung. Sei f eine Schleife in X mit Basispunkt x0. Die
Kurve können wir eindeutig in eine Kurve fY in Y mit Basispunkt y0 liften, und diese
wiederum eindeutig in eine Kurve fZ in Z mit Basispunkt z0. Jetzt nehmen wir an, daß
[f ] ∈ GZ ist, dann folgt mit dem obigen Lemma, daß auch fZ eine Schleife in Z ist, d.h.
z0 ∗ [f ] = z0, und damit ist auch p ◦ fZ = fY eine Schleife in Y , d.h. y0 ∗ [f ] = y0, und
damit ist [f ] ∈ GY , also GZ ⊆ GY .
2. Seien umgekehrt p1 : Z → X und p2 : Y → X Überlagerungen und GZ , GY Unter-
gruppen von π1(X) mit GZ ⊆ GY . Jetzt soll gezeigt werden, daß sich eine eindeutige
Überlagerungsabbildung p : Z → Y definieren läßt. Seien z0 der Basispunkt in Z und
z1 ein weiterer Punkt in Z und fZ eine Kurve in Z, die z0 mit z1 verbindet. Dann
projizieren wir diese Kurve fZ mittels p1 nach X und erhalten eine Kurve f in X, die
den Basispunkt x0 ..= p1(z0) mit x1 ..= p1(z1) verbindet. Jetzt können wir die Kurve f
in X eindeutig nach Y liften und erhalten eine Kurve fY , die den Basispunkt y0 mit
einem Punkt y1 ∈ Y über x1 ∈ X und unter z1 ∈ Z verbindet. Wir definieren die Pro-
jektion p : Z → Y als p(z1) ..= y1. Diese Definition hängt jetzt nicht vom der speziellen
Kurve fZ ab, sondern nur vom Endpunkt, denn [fZ ] ∈ GZ ⊆ GY ⊆ π1(X) impliziert
p(z1) = y0 ∗ [fZ ]. Diese Abbildung p ist stetig und erfüllt die Bedingung p1 = p2 ◦ p. Da
p1 und p2 Überlagerungen sind und p = p−1

2 ◦ p1 und p−1 = p−1
1 ◦ p2 in einer geeigneten

Umgebung von y1 gilt, ist also auch p : Z → Y eine Überlagerung. 2

Mit diesem Satz kann jetzt die Eindeutigkeit von Überlagerungen von X mit der glei-
chen Untergruppe G der Fundamentalgruppe π1(X) gezeigt werden.

Lemma 19.1.13 Seien p1 : Z → X und p2 : Y → X zwei Überlagerungen mit der
gleichen Untergruppe GZ = GY = G ⊆ π1(X) der Fundamentalgruppe von X, dann
sind Z und Y homöomorph und für den Homöomorphismus p : Z → Y gilt p2 ◦ p = p1.
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Beweis: Aufgrund des obigen Satzes gibt es eine Abbildung p : Z → Y mit p2 ◦ p =
p1. Zu zeigen ist, daß p tatsächlich ein Homöomorphismus ist, d.h. daß es über dem
Basispunkt y0 ∈ Y nur einen Basispunkt z0 ∈ Z gibt. Wir nehmen nun an, daß es über
y0 ∈ Y zwei Punkte z0, z1 ∈ Z gäbe, die durch p auf y0 ∈ Y projiziert werden. Die
Punkte z0 und z1 verbinden wir durch eine Kurve fZ . Dann ist deren Projektion nach
Y , die Kurve fY = p ◦ fZ eine Schleife in Y , und deren Projektion nach X, die Kurve
f = p1 ◦ fZ = p2 ◦ p ◦ fZ ist eine Schleife in X. Da fY gleichzeitig auch der eindeutige
Lift von f nach Y ist, gilt [f ] = [p1 ◦ fZ ] ∈ GY = G. Da nun aber auch GZ = G ist, so
ist auch der Lift von fY nach Z geschlossen, also eine Schleife, und damit ist z0 = z1.2

Nachdem nun also die Eindeutigkeit der Überlagerungen geklärt ist, soll jetzt die Exi-
stenz von Überlagerungen durch Konstruktion bewiesen werden.

Satz 19.1.15 Sei X ein topologischer Raum mit der Fundamentalgruppe π1(X) und
sei G eine Untergruppe von π1(X). Dann gibt es eine Überlagerung p : Y → X, so daß
G isomorph zu π1(Y ) ist, d.h. G = p∗(π1(Y )).

Beweis: Sei x0 ∈ X unser Basispunkt in X und x ∈ X ein davon verschiedener Punkt.
Dann definieren wir eine Äquivalenzrelation zwischen zwei verschiedenen Pfaden f1, f2
von x0 nach x1, x2:

(x1, f1) ∼ (x2, f2) ⇔ x1 = x2 und [f1 ∗ f−1
2 ] ∈ G .

Wir schreiben die Äquivalenzklasse von (x, f) als [x, f ] und definieren Y als die Menge
all dieser Äquivalenzklassen. Die Überlagerungsabbildung p : Y → X definiert man
dann als p([x, f ]) ..= f(1) = x. Jetzt gilt es zu zeigen, daß wir diesen Raum Y zu ei-
nem wegzusammenhängenden und lokal einfach zusammenhängenden Hausdorff-Raum
machen können, dessen Fundamentalgruppe isomorph zu G ist. Zu diesem Zweck kon-
struieren wir eine offene Umgebung Ũ[f ] um (x, f): sei U ⊂ X eine offene einfach
zusammenhängende Umgebung von x ∈ X und y ∈ U ein beliebiger Punkt und g ein
Pfad von x nach y, dann liften wir diesen Pfad nach Y und erhalten

Ũ[f ] ..= {[y, f ∗ g] | y ∈ U, f Pfad vonx0 nach x, g Pfad vonx nach y} .

Diese Ũ[f ] eignen sich tatsächlich als offene Umgebungen, denn aus U1 ⊂ U2 bei festem
f folgt Ũ[f ],1 ⊂ Ũ[f ],2, und wenn f1 und f2 zwei nichthomotope Pfade von x0 nach x
sind, dann ist nach Definition Ũ[f ],1 ∩ Ũ [f ],2 = ∅. Mit diesen Ũ als offenen Umgebungen
wird Y zu einem topologischen Hausdorff-Raum. Weiter ist die Projektion p : Ũ → U
stetig, und sogar ein Homöomorphismus, denn:
- zu jedem Punkt y ∈ U gibt es einen Pfad g von x nach y, und da U einfach zusammen-
hängend ist sind zwei verschiedene Pfade g1 und g2 von x nach y homotop und führen
also zum gleichen Punkt [y, f ∗ g1] = [y, f ∗ g2] ∈ Ũ[f ], also existiert p−1 : U → Ũ[f ],
- und dieses p−1 auf U ist wegen U1 ⊂ U2 bei festem f ⇒ Ũ1 ⊂ Ũ2 auch stetig.
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Die Projektion p : Ũ → U ist tatsächlich eine Überlagerungsabbildung, weil p−1(U) zu
einer abzählbaren Zahl offener Ũ[f ] gemäß der Äquivalenzklassen von f in G führt.
Der Pfad f ..= f1 ∗f−1

2 ist eine Schleife bzgl. des Basispunkts x0 ∈ X mit [f ] ∈ G. Diese
Schleife können wir eindeutig nach Y liften und erhalten eine Schleife [f̃ ] ∈ π1(Y ) und
damit ist π1(Y ) isomorph zu G. 2

Dieses Ergebnis erlaubt jetzt die Definition des sog. Universellen Überlagerungsraums.

Definition 19.1.17 Sei X ein topologischer Raum mit der Fundamentalgruppe π1(X)
und sei ex0 = [εx0 ] das neutrale Element von π1(X). Dann heißt die Überlagerung
p : Y → X, so daß ex0 isomorph zu π1(Y ) ist, d.h. ex0 = p∗(π1(Y )), Universeller
Überlagerungsraum. Da alle Schleifen in Y homöomorph zur trivialen Schleife sind,
d.h. sich auf den nach Y gelifteten Punkt von x0 zusammenziehen lassen, ist Y einfach
zusammenhängend.

In der Physik verwendet man den Universellen Überlagerungsraum insbesondere im
Zusammenhang mit Lie-Gruppen und spricht dort von der Universellen Überlagerungs-
gruppe. Lie-Gruppen haben ja neben ihrer Gruppenstruktur auch die Struktur einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit und sind also spezielle topologische Gruppen. Daher
ist es sinnvoll, statt einer nicht einfach zusammenhängenden Lie-Gruppe ihre einfach
zusammenhängende Universelle Überlagerungsgruppe zu betrachten. Zum Beispiel ist
SU(2) die Universelle Überlagerungsgruppe zu SO(3).
Da die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe aus geometrischer Sicht einfach der Tangential-
raum der Lie-Gruppe an der Stelle der Identität ist, stimmen die Lie-Algebren einer
nicht einfach zusammenhängenden Lie-Gruppe und ihrer Universellen Überlagerungs-
gruppe überein.

19.2 G-Räume und G-Überlagerungen

Sei X ein topologischer Raum (wie immer hier in diesem Kapitel ein Hausdorff-Raum)
und G eine (topologische oder diskrete) Gruppe, deren Elemente von links als Homöo-
morphismen auf X wirken, d.h.

w : G×X → X mit w(g, x) 7→ gx , (19.2.1)

g(hx) = (gh)x und ex = x für g, h, e ∈ G, eg = g, x ∈ X ,

dann heißt X ein G-Raum.
Zwei Punkte x, x′ ∈ X heißen im selben Orbit, wenn es ein Element g ∈ G gibt mit
x′ = gx. Da G eine Gruppe ist, ist die Orbit-Beziehung eine Äquivalenzrelation und der
Raum der Orbitale ist der Raum der Äquivalenzklassen Y ..= X/G.
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Weiter kann man eine Projektion p : X → Y einführen, die jeden Punkt x ∈ X in
sein Orbital [x] ∈ Y abbildet. Den Raum Y kann man mit der Quotiententopologie
ausstatten, indem man V ∈ Y als offen definiert, wenn p−1(V ) ∈ X offen ist.
Im Folgenden betrachten wir nur sogenannte freie und eigentlich diskontinuierliche
Wirkungen w der Gruppe G auf X. Eine Wirkung heißt w heißt frei, falls aus gx = x
für ein x ∈ X folgt, dass g das neutrale Element e ∈ G ist. Eine Wirkung w heißt
eigentlich diskontinuierlich, falls es zu jedem x ∈ X eine Umgebung U ⊂ X gibt, so
daß gU∩U 6= ∅ nur für endlich viele g ∈ G ist. Hieraus folgt, daß es für zwei verschiedene
Elemente g, h ∈ G eine Umgebung U ⊂ X gibt, so daß gU und hU disjunkt sind.

Lemma 19.2.1 Wenn eine Homöomorphismengruppe G frei und eigentlich diskonti-
nuierlich auf einen topologischen Raum X wirkt, dann ist die Projektion p : X → X/G
eine Überlagerung.

Beweis: 1. Die Abbildung p ist stetig. Wenn U ⊂ X eine offene Umgebung in X ist,
dann sind auch alle gU mit g ∈ G offen und damit ist p−1(p(U)) = {g′}U mit {g′} ⊆ G
eine Vereinigung offener Mengen. Wenn U so gewählt wurde, daß es die Bedingung der
Definition für freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkungen von G erfüllt, dann ist
die Vereinigung der offenen Mengen von p−1(p(U)) eine Vereinigung disjunkter offener
Mengen.
2. Jetzt gilt es nur noch zu zeigen, daß für eine solche Umgebung U die Abbildung
von jedem gU in p(U) eine Bijektion ist. Da x ∈ U und gx ∈ gU im selben Orbit [x]
liegen, gilt p(gx) = p(x) für alle x ∈ U und somit werden alle Äquivalenzklassen von
p(U) erreicht und p ist surjektiv. Wenn andererseits für x1, x2 ∈ U gilt p(gx1) = p(gx2),
dann gibt es ein Element h ∈ G mit hgx1 = gx2, bzw. (g−1hg)x1 = x2 und wegen der
Bedingung der freien und eigentlich diskontinuierlichen Wirkung muß g−1hg = e und
damit x1 = x2 sein. Oder in der Negation: x1 6= x2 ⇒ p(gx1) 6= p(x2) und damit ist p
auch injektiv, insgesamt also bijektiv. 2

Natürlich stellt sich jetzt die Frage, ob es einen Zusammenhang zwischen der Gruppe G
einer G-Überlagerung und den Fundamentalgruppen der beteiligten Räume gibt? Diese
Frage beantwortet der folgende Satz sehr schön.

Satz 19.2.3 Sei G eine Homöomorphismengruppe, die frei und eigentlich diskontinu-
ierlich auf einen wegzusammenhängenden topologischen Raum X wirkt, sei p : X →
X/G die entsprechende Überlagerung und x0 ∈ X, dann gilt

π1(X/G, p(x0))
p∗(π1(X, x0)) ' G . (19.2.2)

Beweis: Wir folgen (mit unseren Bezeichnungen) im wesentlichen dem Beweis von
Wilkins (2008), Section 4, S. 42 ff.
Wir werden 1. eine surjektive Abbildung λ : π1(X/G, p(x0)) → G konstruieren, 2.
zeigen, daß die Abbildung λ ein Homomorphismus ist, und 3. zeigen, daß der Kern von
λ gerade p∗(π1(X, x0)) ist.
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1. Sei f : [0, 1] → X/G eine Schleife in X/G mit Basispunkt p(x0) = f(0) = f(1).
Dann gibt es einen eindeutigen Lift f̃ : [0, 1] → X in X mit f̃(0) = x0 und p ◦ f̃ = f .
Nun gilt p(f̃(0)) = f(0) = f(1) = p(f̃(1)), also gehören f̃(0) und f̃(1) zur gleichen
Äquivalenzklasse, d.h. dem gleichen Orbit, und infolgedessen gibt es ein Element g ∈ G
mit f̃(1) = gf̃(0). Weil G frei und eigentlich diskontinuierlich aufX wirkt ist g eindeutig
bestimmt. Sei nun f2 : [0, 1] → X/G eine zweite Schleife in X/G mit Basispunkt
p(x0) = f2(0) = f2(1), dann ist auch für diesen Lift f̃2 : [0, 1] → X wieder f̃2(0) = x0
und p ◦ f̃2 = f2. Wenn jetzt f und f2 zur gleichen Äquivalenzklasse gehören, d.h.
wenn [f ] = [f2] ∈ π1(X/G, p(x0)), dann sind auch die Endpunkte der Lifte gleich, d.h.
f̃(1) = f̃2(1). Also ist λ eine eindeutige Funktion von [f ], d.h.

λ : π1(X/G, p(x0))→ G mit f̃(1) = gf̃(0) = λ([f ])x0 .

Diese Abbildung λ ist surjektiv, denn: sei g ∈ G, dann gibt es einen Weg f̃ von x0 nach
gx0 in X, da X wegzusammenhängend ist. Nun ist f ..= p ◦ f̃ eine Schleife in X/G mit
Basispunkt p(x0) und g = λ([f ]).
2. Seien f1 : [0, 1] → X/G und f2 : [0, 1] → X/G zwei Schleifen mit dem Basispunkt
p(x0) in X/G, und seien f̃1 : [0, 1] → X und f̃2 : [0, 1] → X die eindeutigen Lifte von
f1 und f2 mit dem Startpunkt f̃1(0) = f̃2(0) = x0 ∈ X. Dann gilt für die Endpunkte
der Lifte f̃1(1) = λ([f1])x0 und f̃2(1) = λ([f2])x0. Da die Schleifen f1 und f2 im Punkt
p(x0) beginnen und enden kann man die Schleifen auf die übliche Weise verketten:

f1 ∗ f2(t) ..=
{
f1(2t) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

f2(2t− 1) für 1
2 ≤ t ≤ 1 .

Nun gibt es auch einen eindeutigen Lift von f2 mit Startpunkt f1(1) = p(x0), nämlich
λ([f1]) f̃2, und damit können wir den verketteten Pfad f3 ..= f1 ∗ f2 nach X liften:

f̃3(t) ..=
{
f̃1(2t) für 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

λ([f1]) f̃2(2t− 1) für 1
2 ≤ t ≤ 1 .

Daraus folgt

λ([f1] ∗ [f2])x0 = λ([f1 ∗ f2])x0 = f̃3(1) = λ([f1]) f̃2(1)

= λ([f1])λ([f2])x0 ⇒

λ([f1] ∗ [f2]) = λ([f1])λ([f2]) ,

also ist λ ein Homomorphismus.
3. Jetzt soll der Kern der Abbildung λ bestimmt werden. Sei f : [0, 1] → X/G eine
Schleife in X/G mit Basispunkt p(x0) und sei [f ] ∈ kerλ. Dann ist f̃(1) = e x0 = x0
und somit f̃ eine Schleife inX mit Basispunkt x0, für welche gilt: [f ] = p∗([f̃ ]) und somit
[f ] ∈ p∗(π1(X, x0)). Sei umgekehrt [f ] ∈ p∗(π1(X, x0)), dann ist gibt es eine Schleife f̃
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mit f = p ◦ f̃ zum Basispunkt x0 = f̃(0) = f̃(1) = λ([f ])x0. Also ist λ([f ]) = e und
somit [f ] ∈ kerλ. Damit ist kerλ = p∗(π1(X, x0)).
Der Kern des surjektiven Homomorphismus λ : π1(X/G, p(x0)) → G kommutiert mit
allen anderen Elementen von π1(X/G, p(x0)), ist also eine normale Untergruppe. Und
damit ist die Gruppe π1(X/G, p(x0)) modulo kerλ isomorph zu G:

π1(X/G, p(x0))
p∗(π1(X, x0)) ' G . 2

Korollar 19.2.5 Besonders häufig kommt der Fall vor, daß X die Universelle Über-
lagerung von X/G ist und in diesem Fall ist die Fundamentalgruppe von X trivial, so
daß das einfache und schöne Ergebnis gilt:

π1(X/G, p(x0)) ' G . (19.2.3)

Ein Standardbeispiel ist der reelle projektive Raum RP n ⊂ Rn+1. Dieser besteht aus der
Menge aller Geraden durch den Ursprung und ist homöomorph zur Sphäre Sn, wenn
man die Einheitsvektoren x und −x aus Rn+1 miteinander identifiziert. Alternativ kann
die Menge aller Geraden durch den Ursprung auch als homöomorph zum ’nördlichen’
Teil der Sphäre Sn+ bei gleichzeitiger Identifikation der Punkte x und −x auf dem
Äquator von Sn+ betrachtet werden.
Nun sind Sn und Sn+ einfach zusammenhängend und RP n ' Sn/{+1,−1} = Sn/Z2,
oder RP n ' Sn+/{+1,−1} = Sn+/Z2. Für n ≥ 2 ist also Sn die Universelle Überlage-
rungsgruppe von RP n und für dessen Fundamentalgruppe gilt π1(RP n) ' Z2.
Der Fall mit n = 1 ist separat zu betrachten, weil S1 sich topologisch wesentlich
von Sn mit n ≥ 2 unterscheidet. Daher wählt man in diesem Fall die Definition
RP 1 ' S1

+/{+1,−1} = S1
+/Z2. Nun ist S1

+ ein oberer Halbkreis und S1
+/Z2 identi-

fiziert die beiden Halbkreisenden miteinander, so daß S1
+/Z2 ' S1 ist. Wegen 18.3.12

folgt π1(RP 1) ' π1(S1) ' Z.

Lemma 19.2.6 Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist für n ≥ 3 homöomorph
zum reellen projektiven Raum RP n, d.h. SO(n) ' RP n und damit gilt auch π1(SO(n)) =
Z2.
Für n = 2 ist SO(2) diffeomorph zu S1, also gilt SO(2) ' S1 und damit π1(SO(2)) = Z.

Beweis: Zunächst soll der Fall n ≥ 3 bewiesen werden.
a. Aus RP n = Sn/{+1,−1} folgt, daß RP n als der ’nördliche’ Teil der Sphäre Sn
betrachtet werden kann, bei welcher die gegenüberliegenden Punkte des ’Äquators’
Sn−1 miteinander identifiziert werden. Wir nennen den ’nördlichen’ Teil der Sphäre
ohne den ’Äquator’ Sn+ und erhalten somit also RP n ' Sn+ ∪ (Sn−1/{+1,−1}). Nun
ist der ’nördliche Teil der Sphäre Sn+ homöomorph zur offenen ’Scheibe’

◦
Dn und damit

erhalten wir RP n '
◦
Dn ∪ (Sn−1/{+1,−1}).
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b. Jedes Element von SO(n) kann als eine Rotation um einen Winkel θ mit 0 < θ ≤ π
mit einen Einheitsvektor n ∈ Rn als Drehachse betrachtet werden. Man ordnet also
jeder Drehung den Vektor Ω = θn zu und hat damit eine Abbildung von SO(n) nach
der KugelDn ..= {Ω | 0 < |Ω| ≤ π} konstruiert. Für θ < π ist diese Abbildung eindeutig,
aber für θ = π gibt es eine Doppeldeutigkeit, denn πn und π(−n) führen zum gleiche
Punkt. Also identifiziert man diese beiden Punkte miteinander, oder anders gesagt,
alle einander gegenüberliegenden Punkte auf der Kugeloberfläche Sn−1 der Kugel Dn

werden miteinander identifiziert, also SO(n) '
◦
Dn ∪ (Sn−1/{+1,−1}).

c. Also ist RP n ' SO(n) und π1(SO(n)) = Z2.
Zum Schluß soll noch der Fall mit n = 2 betrachtet werden. Es gibt einen Diffeomor-
phismus SO(2)→ S1, und zwar(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
→ eiθ = cos θ + i sin θ .

Also gilt SO(2) ' S1 und damit folgt π1(SO(2)) = Z. 2

In der Physik sehr häufig vorkommende G-Überlagerungen sind jene mit der Gruppe
Z2 ..= Z/2Z ' {+1,−1}, z.B. ist SO(3) = SU(2)/Z2 - siehe Kapitel 26.6



20 Simpliziale Homologie

20.1 Grundgedanken der Homologie

Das ganze 19. Jahrhundert hindurch haben zahlreiche Mathematiker versucht, Eulers
Polyederformel (13.0.1) tiefer zu verstehen und zu verallgemeinern. Aus diesem Bemü-
hen entstand die Topologie. Frühe Gedanken zum topologischen Teilgebiet der Homolo-
gie finden sich bereits in einer Arbeit von Enrico Betti aus dem Jahr 1871, aber erst Poin-
caré hat dieses Thema ab 1900 ausführlicher studiert. Dabei standen zunächst die Betti-
Zahlen und Torsions-Koeffizienten von simplizialen Komplexen im Vordergrund. Erst
etwa ab dem Jahr 1920 wurde der abstraktere Gesichtspunkt der Homologie-Gruppen
von simplizialen Komplexen durch Emmy Noether und unabhängig von Walther Mayer
und Leopold Vietoris entwickelt. Und dann dauerte es nochmals bis zum Jahr 1944, bis
Eilenberg die endgültige Definition der singulären Homologie vorlegte.

Heute ist der Name Homologie ein Oberbegriff für zahlreiche mathematische Theori-
en, die topologischen Räumen abelsche Gruppen zuordnen und üblicherweise über die
Eilenberg-Steenrod-Axiome (siehe Eilenberg u. Steenrod (1952)) und deren modernere
Erweiterungen definiert werden.

Wir beschränken uns hier auf einen allereinfachsten Zugang und beschreiben nur kurz
die simpliziale Homologie, die Bettizahlen und die Euler-Charakteristik. Dabei folgen
wir im Prinzip dem Programm von Nash u. Sen (1983) und Nakahara (2003), grei-
fen aber für tiefergehende Aspekte und Details recht häufig auf die schöne Darstellung
„Algebraische Topologie” von Stöcker u. Zieschang (1994) zurück. Das darauf folgen-
den Kapitel über singuläre Homologie gibt einen ersten Eindruck über einige typische
Methoden und Ergebnisse der algebraischen Topologie - die auch im Kapitel über Ko-
homologie für den Beweis des Satzes von de Rahm benötigt werden.

Der Grundgedanke der Homologie ist es, topologische Räume anhand ihrer ’Löcher’
unterschiedlicher Dimensionen zu klassifizieren. Betrachten wir etwa ein gefülltes und
ein leeres Dreieck in R2 als zwei verschiedene topologische Räume und nennen die Drei-
ecksseiten eine geschlossene 1-Kette, oder einen 1-Zyklus, dann ist im Fall des gefüllten
Dreiecks der 1-Zyklus zugleich eine berandende Kette, oder Randkette, im Fall des leeren
Dreiecks ist der 1-Zyklus aber keine Randkette. Wir erkennen also das ’Loch’ im leeren
Dreieck daran, daß es einen 1-Zyklus gibt, der keine Randkette ist.
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20.2 Simplexe

Ein Simplex ist eine höherdimensionale Verallgemeinerung eines Dreiecks in Rm und
damit ein Baustein eines konvexen Polyeders. Eine Teilmenge X ⊂ Rm heißt konvex,
wenn mit zwei Punkten p0, p1 ∈ X auch alle Punkte der Verbindungsstrecke p0p1 ..=
{p | p = (1− t)p0 + tp1 , 0 ≤ t ≤ 1} in X liegen.

Lemma 20.2.1 Wenn X ⊂ Rm konvex und kompakt und nicht leer ist, dann ist X ho-
möomorph zu einer m-dimensionalen Kugel (Ball) Bm und der Rand ∂X homöomorph
zu einer (m− 1)-dimensionalen Kugeloberfläche (Sphäre) Sm−1.

Beweis: Sei p0 ∈
◦
X, p∂ ∈ ∂X, dann ist wegen der Konvexität von X der Punkt p∂ der

einzige Randpunkt auf der Strecke p0p∂. Dann ist die Funktion

f : ∂X → Sm−1 mit f(p∂) ..=
p∂ − p0

|p∂ − p0|

bijektiv und stetig, also ein Homöomorphismus. Diese Funktion f kann nun homöo-
morph auf alle Punkte p der Strecke p0p∂, und damit auf ganz X, fortgesetzt werden:

p ..=(1− t)p0 + tp∂ , 0 ≤ t ≤ 1 ,

f : X → Bm mit f(p) = f((1− t)p0 + tp∂) ..= t
p∂ − p0

|p∂ − p0|
. 2

Wir definieren Stöcker u. Zieschang (1994) folgend ein 0-Simplex als Vertex, also als
einen Punkt aus Rm, ein 1-Simplex als Linie ohne die beiden Randpunkte, und ein
q-dimensionales Simplex, oder kurz q-Simplex, ∆q, mit q ≤ m, als die offene, kon-
vexe Menge innerhalb von q geometrisch unabhängigen Vertizes. Hierbei heißen die
p0, . . . , pq ∈ Rm geometrisch unabhängig, wenn die Vektoren p1−p0, p2−p1, . . ., p0−pq
linear unabhängig sind.

∆0 ..=< p0 > mit dem Vertex p0 ∈ Rm ,

∆q ..=< p0 . . . pq > offene, konvexe Menge innerhalb der Vertizes p0, . . . , pq ∈ Rm

..= {p ∈ Rm | p =
q∑
i=0

cipi ,

q∑
i=0

ci = 1 , ci > 0} . (20.2.1)

Entsprechend ist das abgeschlossene q-Simplex definiert als

∆q ..= {p ∈ Rm | p =
q∑
i=0

cipi ,

q∑
I=0

ci = 1 , ci ≥ 0} .

Wenn man aus dem Simplex ∆q =< p0 . . . pq > nun r+1 Punkte mit r < q auswählt, so
heißt das enstehende r-Simplex ∆r =< pi0 . . . pir > eine r-Seite von ∆q, kurz ∆r < ∆q.
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Nach dem obigen Lemma ist jeder q-Simplex homöomorph zu Bq und der Rand des
q-Simplex homöomorph zu Sq−1.
Wir beschränken uns im Weiteren auf orientierbare Simplexe, die folgendermaßen defi-
niert werden. Seien ∆q =< p0 . . . pq > ein q-Simplex und {pi0 , . . . , piq} eine Permutation
von {p0, . . . , pq}, d.h.

π ..=
(

p0 p1 . . . pq

pi0 pi1 . . . piq

)
.

Diese Permutationen π können nun gerade oder ungerade sein. Die Äquivalenzklasse
aller geraden Permutationen von {p0, . . . , pq} nennen wir einen orientierten q-Simplex,
der Einfachheit halber mit demselben Symbol ∆q bezeichnet:

∆q = (p0p1 . . . pq) mit ∆0 = (p0) und

(pi0 . . . piq) = sgn(π)∆q .

Ein simplizialer Komplex K ist eine Menge aus einer endlichen Anzahl von Simplexen,
die so zusammengefügt sind, daß

1. jede Seite eines Simplex von K zu K gehört,
d.h. ∆q ∈ K und ∆r ≤ ∆q ⇒ ∆r ∈ K ,

2. der Durchschnitt zweier Simplexe ist entweder leer oder eine gemeinsame Seite,
d.h. ∆q1 ∩∆q2 = ∅ oder [∆q1 ∩∆q2 < ∆q1 und ∆q1 ∩∆q2 < ∆q2 ].

Die Dimension eines simplizialen Komplexes K wird definiert als die größte Dimension
aller in K vorhandenen Simplexe. Ein Polyeder |K| wird definiert als die Vereinigung
der Punktmengen aller Simplexe von K. Ein Punkt p ∈ K liegt dann in genau einem
Simplex von K, genannt supp(p,K).

Beispiel: Die Menge aller Simplexe eines Dreiecks bildet einen simplizialen Komplex

K = {(p0), (p1), (p2), (p0p1), (p1p2), (p2p0), (p0p1p2)} . 2

In diesem Fall ist |K| = ∆2 und dimK = dim |K| = 2.

Ein topologischer Raum X heißt triangulierbar, wenn es einen Homöomorphismus f
eines Polyeders |K| eines simplizialen Komplexes K in X gibt, also f : |K| → X. Es ist
ein relativ schwierig zu beweisender Satz, daß jede differenzierbare Mannigfaltigkeit ei-
ne Überdeckung mit Simplexen gestattet, eine sog. Triangulierung. Für eine allgemeine
Diskussion ohne Beweis siehe Spivak (1979), I, S. 579 ff.; für einen Beweis in Rn siehe
Bär (2010), S. 263 ff., und für einen Beweis in beliebigen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten siehe Munkres (1966), S. 69 ff. Ob, und wenn ja unter welchen Bedingungen,
jeder kompakte topologische Raum mit einer Dimension > 3 triangulierbar ist, ist ei-
ne schwierige und noch offene Frage (Stöcker u. Zieschang (1994), S. 73). Wir setzen
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im Folgenden die Existenz einer Triangulierung der verwendeten topologischen Räume
voraus.

Eine Abbildung ϕ : K → L zwischen zwei simplizialen Komplexen K und L mit
dimK ≥ dimL heißt eine simpliziale Abbildung, wenn die Ecken jedes Simplex ∆q ∈
K in die Ecken eines Simplex ϕ(∆q) ∈ L abgebildet werden. Eine solche simpliziale
Abbildung ist recht starr, und wenn K über qK Ecken verfügt und L über qL Ecken,
dann gibt es qKqL simpliziale Abbildungen.
Lemma 20.2.4 Eine simpliziale Abbildung ϕ : K → L induziert eine stetige Abbildung

|ϕ| : |K| → |L| mit |ϕ|(
q∑
i=0

cipi) ..=
q∑
i=0

ciϕ(pi) .

Beweis: Zunächst soll gezeigt werden: p ∈ |K| ⇒ |ϕ|(p) ∈ |L|. Sei also p ∈ ∆q ..
= supp(p,K), wobei ∆q durch die Vertizes p0, . . . , pi, . . . , pq bestimmt sei und ϕ(∆q)
durch die Vertizes ϕ(p0), . . . , ϕ(pj), . . . , ϕ(pr) mit 0 ≤ r ≤ q. Für alle pi, welche auf ϕ(pj)
abgebildet werden, definiert man die Koeffizienten dj ..=

∑
i ci > 0. Damit ist

∑r
j=0 dj =∑q

i=0 ci = 1 und wir können |ϕ| auf dem abgeschlossenen Simplex ∆q definieren als

|ϕ| : ∆q → |L| mit |ϕ|(p) = |ϕ|(
q∑
i=0

cipi) ..=
q∑
i=0

ciϕ(pi) =
r∑
j=0

djϕ(pj) ∈ |L| .

Diese Abbildung |ϕ| ist auf jedem abgeschlossenen Simplex ∆q stetig. Da |K| eine
endliche Vereinigung abgeschlossener Simplexe ist, ist |ϕ| also auch auf |K| stetig. 2

20.3 Simpliziale Approximation

Jeder Simplex ∆q mit seinen Vertizes {p0, . . . , pq} und all seine Seiten ∆r < ∆q sind
offene Mengen und können daher in kleinere Simplexe zerlegt werden. Üblich ist die
sog. baryzentrische Unterteilung, bei welcher als zusätzliche Vertizes die Schwerpunkte
der Simplexe eingeführt werden. Die Koordinaten des Schwerpunkts p′ eines Simplex
∆q nennt man die baryzentrischen Koordinaten

p′ ..= 1
q + 1(p0 + . . .+ pq) .

Wenn man alle Simplexe eines simplizialen Komplexes K auf diese Weise unterteilt und
die so neu entstehenden Vertizes zu den ursprünglichen Vertizes hinzufügt und daraus
neue Simplexe konstruiert, so entsteht ein Simplizialkomplex K(1), die1. baryzentrische
Unterteilung von K. Dabei ändert sich nichts am Polyeder |K|, d.h. |K| = |K(1)| und
m ..= dim |K| = dim |K(1)|.
Da die Simplexe im Rm liegen, können wir die Größe eines Simplex ∆q mit den Vertizes
{p0, . . . , pq} folgendermaßen definieren:

d(∆q) ..= max
0≤i,j≤q

|pi − pj| .
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Lemma 20.3.1 Sei K ein Simplizialkomplex der Dimension m ..= dim(K) und K(1)

die1. baryzentrische Unterteilung von K, dann gilt für die Größe der Simplexe von K(1)

d(∆(1)) ≤ m

m+ 1 max{d(∆) |∆ ∈ K} .

Beweis: Seien p′ und p′′ Schwerpunkte von gewissen Seiten von ∆q mit

p′ ..= 1
r + 1(p0 + . . .+ pr) , p′′ ..= 1

s+ 1(p0 + . . .+ ps) , 0 ≤ r < s ≤ q .

Aus s ≤ m folgt sofort s
s+1 ≤

m
m+1 , denn

s

s+ 1 = 1− 1
s+ 1 ≤ 1− 1

m+ 1 = m

m+ 1 .

Damit folgt

|p′ − p′′| = 1
r + 1 |(p0 − p′′) + . . .+ (pr − p′′)| ≤

1
r + 1

r∑
i=0

|pi − p′′| ≤ max
0≤i≤r

|pi − p′′| .

|pi − p′′| =
1

s+ 1 |(pi − p0) + . . .+ (pi − ps)| ≤
1

s+ 1

s∑
j=0

|pi − pj| ≤
s

s+ 1 max
0≤j≤s

|pi − pj| .

|p′ − p′′| ≤ s

s+ 1 max
0≤i≤r
0≤j≤s

|pi − pj| ≤
s

s+ 1d(∆) ≤ m

m+ 1 max
∆∈K

d(∆) . 2

Daraus folgt sofort durch Iteration der baryzentrische Unterteilung des simplizialen
Komplexes K, daß d(∆(n)) beliebig klein gemacht werden kann, d.h. für jedes ε > 0
gibt es ein n ∈ N mit

max
∆(n)∈K(n)

d(∆(n)) ≤ ( m

m+ 1)n max
∆∈K

d(∆) < ε ,

da limn→∞( m
m+1)n = 0.

Definition 20.3.3 Seien K und L zwei simpliziale Komplexe und f : |K| → |L| eine
stetige Abbildung zwischen den Polyedern |K| und |L|. Dann heißt die simpliziale Abbil-
dung ϕ : K → L eine simpliziale Approximation an f , wenn die Abbildung von p ∈ |K|
nach |ϕ|(p) ∈ |L| im abgeschlossenen Trägersimplex von f(p) liegt, d.h.

ϕ ist eine simpliziale Approximation an f :⇔ |ϕ|(p) ∈ supp(f(p), L) .
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Von großer Bedeutung für die Homologietheorie ist der folgende Satz, daß sich zu jeder
stetigen Abbildung f : |K| → |L| zwischen zwei Polyedern |K| und |L| eine simpliziale
Approximation ϕ auf einem ggf. feiner unterteilten simplizialen Komplex K(q) finden
läßt. Diese simpliziale Approximation ϕ : K(q) → L an f führt zu einer Homotopie
zwischen f und |ϕ|

f ' |ϕ| : |K| → |L| ,

denn da jedes Trägersimplex konvex ist gilt

f(p) ∈ supp(f(p), L) , |ϕ|(p) ∈ supp(f(p), L) ⇒

h(t, p) ..= (1− t)f(p) + t|ϕ|(p) ∈ supp(f(p), L) ,

und damit ist h : |K| → |L| eine Homotpie zwischen f und |ϕ|.

Satz 20.3.4 Zu jeder stetigen Abbildung f : |K| → |L| zwischen zwei Polyedern |K|
und |L| gibt es eine q-te baryzentrische Unterteilung K(q) von K mit einem hinreichend
großen q, so daß die simpliziale Abbildung ϕ : K(q) → L eine simpliziale Approximation
von f ist.

Beweis: Zum Beweis führt man den Begriff eines Vertexsterns (oder Ecksterns) zu
einem Vertex pi ∈ K eines simplizialen Komplexes K ein. Ein Vertexstern enthält die
offene Menge aller Punkte aller Simplexe, für welche pi einen Vertex darstellt, d.h.

St(pi, K) ..= {|∆| | pi ∈ ∆ , piVertex vonK} .

Seien p0, . . . , pi, . . . , pq die Vertizes von K, dann bilden die Vertexsterne St(pi, K) eine
endliche, offene Überdeckung von |K|. Für jede beliebige endliche, offene Überdeckung
U =

⋃
i Ui gibt es eine Überdeckung durch Vertexsterne von K(q), die feiner ist als U ,

denn da U eine endliche, offene Überdeckung ist, gibt es ein dmin(U) ..= mini d(Ui) >
0, und damit gibt es ein hinreichend großes q, so daß alle Simplexe von K(q) einen
Durchmesser kleiner als dmin(U)/2, und alle Vertexsterne einen Durchmesser kleiner als
dmin(U) haben.
Da f stetig ist, ist U ..= {f−1(St(y, L) | yVertex vonL)} eine offene Überdeckung von
|K|. Wir wählen q so groß, daß die Überdeckung {St(x,K(q)) |xVertex vonK(q))} feiner
ist als jene von U . Damit gibt es für jeden Vertex x0 ∈ K(q) einen festen Vertex y0 ∈ L
mit St(x0, K

(q)) ⊂ f−1(St(y0, L)), bzw. f(St(x0, K
(q))) ⊂ St(y0, L). Wir zeigen nun,

daß

ϕ : K(q) → L mit ϕ(x0) ..= y0

eine simpliziale Abbildung definiert. Dabei erinnern wir an den Zusammenhang f(U1 ∩
U2) = f(U1) ∩ f(U2), denn

f(U1) = {f(x) |x ∈ U1} , f(U2) = {f(x) |x ∈ U2} , ⇒
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f(U1) ∩ f(U2) = {f(x) |x ∈ U1} ∩ {f(x) |x ∈ U2} = {f(x) |x ∈ U1 , x ∈ U2}

= {f(x) |x ∈ U1 ∩ U2} = f(U1 ∩ U2) .

Sei ∆ ein r-Simplex mit den Vertizes xi, 0 ≤ i ≤ r ≤ q, dann folgt

x ∈ ∆ ⇒ x ∈
⋂
i

St(xi, K(q)) ⇒

f(x) ∈ f(
⋂
i

St(xi, K(q))) =
⋂
i

f(St(xi, K(q))) ⊂ St(yi, L) ,

wobei die yi die Vertizes des Simplex ∆′ ..= supp(f(x), L) sind. Also definiert ϕ(∆) ..
= ∆′ eine simpliziale Abbildung ϕ : K(q) → L. Zugleich ist ϕ auch eine simpliziale
Approximation an f , denn

x ∈ |K| = |K(q)| mit ∆ = supp(x,K(q)) ⇒

ϕ(∆) = ∆′ = supp(f(x), L) ⇒ |ϕ|(x) ∈ supp(f(x), L) . 2

20.4 Simpliziale Homologie

Die grundlegende Idee von Emmy Noether, die sie zu den Homologiegruppen führte, war
es nun, r-Simplexe eines simplizialen Komplexes mit einer additiven freien, abelschen
Gruppe G in Verbindung zu bringen.

Definition 20.4.1 Wenn K ein simplizialer Komplex ist der Ir Simplexe ∆r enthält,
dann wird eine r-Kette c von K bezüglich einer freien, abelschen Gruppe G definiert
als:

c ..=
Ir∑
i=1

gi∆r,i mit gi ∈ G . (20.4.1)

Die Menge aller r-Ketten bildet bezüglich der Addition eine abelsche Gruppe, die r-
Kettengruppe:

Cr(K) ..= {c | c =
Ir∑
i=1

gi∆r,i mit gi ∈ G} . (20.4.2)

Cr(K) ist also eine additive abelsche Gruppe vom Rang Ir mit

Cr(K) ∼= G⊕G⊕ · · · ⊕G︸ ︷︷ ︸
Ir

. (20.4.3)
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Nakahara (2003) und die üblichen toplogischen Lehrbücher verwenden fürG die additive
abelsche Gruppe Z der ganzen Zahlen. Diese Gruppe hat im Gegensatz zur additiven
abelschen Gruppe R der reelen Zahlen die Eigenschaft, daß Z eine freie abelsche Gruppe
vom Rang 1 ist, d.h. ganz Z wird mit der Gruppenoperation der Addition aus dem einen,
linear unabhängigen, Element 1 erzeugt. Dies hat dann den Vorteil, daß man mit den
Homologiegruppen Hr(K;Z) eine etwaige Torsion des topologischen Raums X ’sehen’
kann. Da wir uns hier aber vornehmlich nicht für allgemeine topologische Räume X,
sondern für differenzierbare Mannigfaltigkeiten M mit einem affinen Zusammenhang
(d.h. mit einer kovarianten Ableitung) interessieren, haben wir über den aus dem affinen
Zusammenhang folgenden Torsionstensor Zugang zu einer möglichen Torsion vonM und
können uns an dieser Stelle die Darstellung erleichtern, indem wir in den behandelten
konkreten Fällen als additive abelsche Gruppe G die reelen Zahlen R betrachten - wobei
R nicht nur eine additive abelsche Gruppe ist, sondern zugleich auch ein Vektorraum.

Um r-dimensionale ’Löcher’ in X zu finden, suchen wir r-Zyklen, die keine Randketten
sind. Dazu müssen wir jetzt die ’Ränder’ definieren. Der Rand-Operator ∂r wird als ein
linearer Operator auf Cr(K;G) wie folgt definiert:

∂r : Cr(K)→ Cr−1(K) mit

∂r

Ir∑
i=1

gi∆r,i ..=
Ir∑
i=1

gi(∂r∆r,i) und (20.4.4)

∂0(∆0) = ∂0(p0) ..= 0 ,

∂1∆1 = ∂1(p0p1) ..= (p1)− (p0) ,

∂r∆r = ∂r(p0p1 . . . pr) ..=
r∑
i=0

(−1)i(p0p1 . . . p̂i . . . pr) , (20.4.5)

wobei p̂i anzeigt, daß der Vertex pi im Simplex (p0p1 . . . pi . . . pr) ausgelassen wird. Das
alternierende Minuszeichen wird eingeführt, damit der Rand von (p0p1) ∪ (p1p2) wie
gewünscht tatsächlich (p2) − (p0) ist. Der Randoperator ∂r ist wegen seiner Linearität
ein Homomorphismus von (Cr(K),+) in (Cr−1(K),+), denn für c, d ∈ Cr(K) gilt

∂r(c+ d) = ∂r(
Ir∑
i=1

gc,i∆r,i +
Ir∑
i=1

gd,i∆r,i) =
Ir∑
i=1

gc,i∂r∆r,i +
Ir∑
i=1

gd,i∂r∆r,i

= (∂rc) + (∂rd) .

Die grundlegende algebraische Eigenschaft des Randoperators ∂r ist seine Idempotenz:
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Lemma 20.4.2
∂r∂r+1∆r+1 = 0 . (20.4.6)

Beweis:

∂r(∂r+1∆r+1) = ∂r(∂r+1(p0p1 . . . prpr+1)) = ∂r

r+1∑
i=0

(−1)i(p0p1 . . . p̂i . . . pr+1)

=
r+1∑
i=0

(−1)i∂r(p0p1 . . . p̂i . . . pr+1)

=
r+1∑
i=0

(−1)i
{

i−1∑
j=0

(−1)j(p0p1 . . . p̂j . . . p̂i . . . pr+1)

+
r+1∑
j=i+1

(−1)j−1(p0p1 . . . p̂i . . . p̂j . . . pr+1)
}

=
r+1∑
i,j=0
j<i

(−1)i+j(p0p1 . . . p̂j . . . p̂i . . . pr+1)

−
r+1∑
i,j=0
j>i

(−1)i+j(p0p1 . . . p̂i . . . p̂j . . . pr+1)

=
r+1∑
i,j=0
j<i

(−1)i+j(p0p1 . . . p̂j . . . p̂i . . . pr+1)

−
r+1∑
i,j=0
j<i

(−1)i+j(p0p1 . . . p̂j . . . p̂i . . . pr+1)

= 0 . 2

SeiK einm-dimensionaler simplizialer Komplex, dann kann man den folgenden Ketten-
Komplex C(K) definieren:

0 ↪→ Cm
∂m−→ Cm−1

∂m−1−−−→· · · ∂1−→ C0
∂0−→ 0 . (20.4.7)

Definition 20.4.4 Sei K ein m-dimensionaler simplizialer Komplex und m ≥ r. Dann
heißt eine r-Kette c ∈ Cr(K) ein r-Zyklus, wenn sie keinen Rand hat, d.h. ∂rc = 0.
Die Menge der r-Zyklen Zr(K) ist eine Untergruppe der r-Ketten Cr(K) und heißt
r-Zyklengruppe.
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Sei m ≥ r + 1. Dann heißt eine r-Kette c ∈ Cr(K) eine r-Randkette, wenn es ei-
ne (r + 1)-Kette d ∈ Cr+1(K) gibt, für welche c der Rand ist, d.h. c = ∂r+1d. Die
Menge der r-Randketten Br(K) ist eine Untergruppe der r-Ketten Cr(K) und heißt
r-Randkettengruppe. Dabei setzt man Bm(K) ..= 0.

Wegen ∂0c = 0 für c ∈ C0(K) ist Z0(K) = C0(K).
Aus der Definition der r-Zyklusgruppe und der r-Randkettengruppe folgt sofort:

Zr = ker ∂r , Br = Im ∂r+1 . (20.4.8)

Lemma 20.4.5
Br(K) ⊆ Zr(K) . (20.4.9)

Beweis:
c ∈ Br(K) ⇒ c = ∂r+1d mit d ∈ Cr+1(K) ⇒

∂rc = ∂r∂r+1d = 0 ⇒ Br(K) ⊆ Zr(K) . 2

Damit können wir nun die r-Homologiegruppe Hr(K) eines simplizialen Komplexes K
als die Menge der r-Zyklen, die keine r-Randkette sind, definieren:

Definition 20.4.7 Sei K ein m-dimensionaler simplizialer Komplex, Zr(K) eine r-
Zyklengruppe und Br(K) eine r-Randkettengruppe, dann heißt die Quotientengruppe

Hr(K) ..=
{
Zr(K)/Br(K) für r = 0, . . . ,m
∅ für r < 0 oder r > m .

(20.4.10)

die r-Homologiegruppe.
Im Fall der Gruppe G = R wird die r-te Bettizahl br(K) definiert als br(K) ..=
dim(Hr(K)).

Die Homologiegruppe Hr(K) besteht also aus Klassen von r-Zyklen, wobei zwei r-
Zyklen homolog (d.h. äquivalent) sind, wenn sie sich nur um eine r−Randkette unter-
scheiden.

Hr(K) = {[c] | c ∈ Zr , [c] = c ∪Br} . (20.4.11)

Da es bei einem m-dimensionalen Komplex K keine m-Randkettengruppe gibt, d.h.
Bm(K) = 0 ist, folgt trivialerweise Hm(K) = Zm(K).
Mit diesen Homologiegruppen kann man nun also r-dimensionale ’Löcher’ in einem
topologischen Raum X bestimmen.
Poincaré hat nun die Euler-Charakteristik χ (siehe 13.0.1) auf den Fall vonm-dimensionalen
simplizialen Komplexen verallgemeinert:
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Definition 20.4.8 Sei K ein m-dimensionaler simplizialer Komplex der Ir Simplexe
∆r enthält, dann ist die Euler-Charakteristik χ(K) definiert als

χ(K) ..=
m∑
r=0

(−1)rIr . (20.4.12)

Beispiel: Sei K ein 2-dimensionaler simplizialer Komplex, dann folgt aus der obigen
Formel für die Euler-Charakteristik sofort der Eulersche Polyeder-Satz :

χ(∆2) =
2∑
r=0

(−1)rIr = I0 − I1 + I2 = e− k + f , (20.4.13)

wenn e die Anzahl der Ecken (Vertizes, ∆0), k die Anzahl der Kanten (∆1) und f die
Anzahl der Flächen (∆2) bezeichne. 2

Weiter hat Poincaré den folgenden Satz bewiesen, der diese verallgemeinerte Euler-
Charakteristik mit den Betti-Zahlen in einen Zusammenhang bringt.

Satz 20.4.10 (Euler-Poincaré)

χ(K) =
m∑
r=0

(−1)rIr =
m∑
r=0

(−1)rbr(K) . (20.4.14)

Um diesen Satz zu beweisen, erinnern wir an ein Lemma aus der linearen Algebra.

Lemma 20.4.11 Seien V1 und V2 zwei endlichdimensionale Vektorräume und sei f :
V1 → V2 eine lineare Abbildung, dann gilt

dim(V1) = dim(ker f) + dim(Im f) . (20.4.15)

Beweis: f ist eine lineare Abbildung, also sind ker f und Im f Vektor-Unterräume von
V1, bzw. V2. Seien {x1, . . . , xr} eine Basis von ker f ⊆ V1 und {y1, . . . , ys} eine Basis
von Im f ⊆ V2. Für jedes yj ∈ {y1, . . . , ys} ⊂ Im f existiert ein zj ∈ V1 mit f(zj) = yj.
Jetzt soll gezeigt werden, daß B ..= {x1, . . . , xr, z1, . . . , zs} eine Basis von V1 bildet. Die
Vektoren aus B sind linear unabhängig, denn mit ai, bj ∈ R; i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s ;
gilt:

r∑
i=1

aixi +
s∑
j=1

bjzj = 0 ⇒ f(
r∑
i=1

aixi +
s∑
j=1

bjzj) =
{
f(0) = 0 ,
f(
∑s

j=1 b
jzj) = bjyj ,

⇒ alle bj = 0 ⇒
r∑
i=1

aixi = 0 ⇒ alle ai = 0 .

B ist aber auch vollständig, denn sei v ∈ V1 ein beliebiger Vektor, dann ist f(v) ∈ Im f ,
also

f(v) =
s∑
j=1

bjyj =
s∑
j=1

bjf(zj) ⇒ f(v)− f(
s∑
j=1

bjzj) = f(v −
s∑
j=1

bjzj) = 0 ,
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und damit ist (v −
∑s

j=1 b
jzj) ∈ ker f , also

(v −
s∑
j=1

bjzj) =
r∑
i=1

aixi , bzw. v =
r∑
i=1

aixi +
s∑
j=1

bjzj . 2

Beweis (Euler-Poincaré): Sei ∂r : Cr(K)→ Cr−1(K) der lineare Randoperator zwi-
schen den linearen Räumen Cr(K) und Cr−1(K). Dann folgt dem obigen Lemma und
mit C−1(K) = B−1(K) = Bm(K) = ∅

Ir = dim(Cr(K)) = dim(ker ∂r) + dim(Im ∂r)

= dim(Zr(K)) + dimBr−1(K) .

br(K) = dim(Hr(K)) = dim(Zr(K)/Br(K))

= dim(Zr(K))− dim(Br(K)) .

χ(K) =
m∑
r=0

(−1)rIr =
m∑
r=0

(−1)r[dim(Zr(K)) + dim(Br−1(K))]

=
m∑
r=0

(−1)r dim(Zr(K)) +
m∑
r=0

(−1)r dim(Br−1(K))

=
m∑
r=0

(−1)r dim(Zr(K)) +
m−1∑
r=−1

(−1)r+1 dim(Br(K))

=
m∑
r=0

(−1)r dim(Zr(K))−
m∑
r=0

(−1)r dim(Br(K))

=
m∑
r=0

(−1)rbr(K) . 2

Das Studium der Homologie ist deswegen so bedeutsam, weil bereits Poincaré erkannte,
daß die Bettizahlen und die Euler-Charakteristik topologische Invarianten sind, d.h.
invariant unter Homöomorphismen.

Satz 20.4.14 Seien X und Y topologische Räume und f : X → Y ein Homöomorphis-
mus, d.h. f und f−1 seien stetig, sei weiter K ein simplizialer Komplex in X und f(K)
ein simplizialer Komplex in Y , dann sind Hr(K) und Hr(f(K)) isomorph.
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Beweis: Der Homöomorphismus f : X → Y induziert einen Homomorphismus f∗ auf
der r-Kettengruppe Cr(K):

f∗ : Cr(K)→ Cr(f(K)) , mit

f∗(
Ir∑
i=1

gi∆r,i) ..=
Ir∑
i=1

gif(∆r,i) mit gi ∈ G} .

Dann ist ∂rf∗ = f∗∂r auf Cr(f(K)), denn für ∆r,i = (pi0 , . . . , pir) folgt

∂r∆r,i =
r∑
j=0

(−1)j(pi0 , . . . , p̂ij , . . . , pir) ⇒

f∗∂r(
Ir∑
i=1

gi∆r,i) = f∗(
Ir∑
i=1

gi∂r∆r,i) = f∗(
Ir∑
i=1

gi

r∑
j=0

(−1)j(pi0 , . . . , p̂ij , . . . , pir))

=
Ir∑
i=1

gi

r∑
j=0

(−1)jf(pi0 , . . . , p̂ij , . . . , pir)

=
Ir∑
i=1

gi

r∑
j=0

(−1)j(f(pi0), . . . , f̂(pij), . . . , f(pir))

= ∂r

Ir∑
i=1

gif(∆r,i) = ∂rf∗(
Ir∑
i=1

gi∆r,i) .

Daraus folgt dann sofort

zr ∈ Zr(K) ⇒ ∂rf∗(zr) = f∗∂rzr = f∗(0) = 0 ⇒ f∗(zr) ∈ Zr(f(K)) .

br ∈ Br(K) ⇒ br = ∂r+1cr+1 mit cr+1 ∈ Cr+1(K) ⇒

f∗(br) = f∗(∂r+1cr+1) = ∂r+1f∗(cr+1) ⇒ f∗(br) ∈ Br(f(K)) .

(zr +Br(K)) ∈ Hr(K) ⇒

f∗(zr +Br(K)) = f∗(zr) +Br(f(K)) ∈ Hr(f(K)) .

Also werden durch den Homomorphismus f∗ die r-Zyklen von Zr(K) in die r-Zyklen von
Zr(f(K)) und die r-Randketten von Br(K) in die r-Randketten von Br(f(K)) abge-
bildet, und damit auch die r-Homologiegruppen von Hr(K) in die r-Homologiegruppen
von Hr(f(K)).
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Tatsächlich ist f∗ sogar ein Isomorphismus, denn

f−1
∗ (f∗(

Ir∑
i=1

gi∆r,i)) = f−1
∗ (

Ir∑
i=1

gif(∆r,i)) =
Ir∑
i=1

gif
−1(f(∆r,i))

=
Ir∑
i=1

gi∆r,i . 2

Wenn nun im obigen Satz für den Homöomorphismus f : X → X angenommen wird,
dann sind für die beiden Triangulierungen K und f(K) die Homologiegruppen Hr(K)
und Hr(f(K)) wieder isomorph, und daher kann man die simplizialen Homologiegrup-
pen von X definieren als Hr(X) ..= Hr(K).

Wenn der topologische Raum X eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
M ist, dann können wir die Euler-Charakteristik anstatt über die Homologiegruppen
und deren Betti-Zahlen auch über den Index eines speziellen Vektorfeldes V , d.h. mit
Vp : Mp → TpM an der Stelle p ∈ M , auf dem simplizialen Komplex K einer Trian-
gulation von M berechnen. Da die Euler-Charakteristik eine topologische Invariante
ist, hängt sie nicht von der Triangulierung und dem darauf konstruierten speziellen
Vektorfeld ab.
Dies deutet bereits die innere Verbindung der Homologiegruppen mit den Kohomolo-
giegruppen an.

Abbildung 20.1: Konstruktion des Vektorfeldes V auf der Mannigfaltigkeit M

Wir konstruieren ein Vektorfeld V , das im Zentrum eines jeden Simplex eine isolierte,
nichtentartete Nullstelle ui hat. Die Anzahl der Nullstellen ist s ..=

∑m
r=0 Ir , also ist

i = 1, . . . , s. Hierbei zeige der Fluß von Vp von absouten Maxima im Zentrum der ∆m,i,
i = 1, . . . , Im und von Sattelpunkten im Zentrum der ∆r,j, r = 1, . . . ,m−1; j = 1, . . . , Ir
hin zu Minima in den Vertizes ∆0,k, k = 1, . . . , I0.
In 17.3.2 hatten wir für den Index eines Vektorfeldes V an einer Nullstelle ui gefunden

ind(V, ui) = sgn det
(
∂f

∂u
|ui
)

= (−1)card{j|λj<0} ,
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wobei λj die Eigenwerte von ∂f
∂u
|ui sind. In den Maxima im Zentrum der ∆m,i sind alle

m Eigenwerte negativ, in den Sattelpunkten im Zentrum der ∆r,j sind r Eigenwerte
negativ und in Minima der Vertizes ∆0,k sind 0 Eigenwerte negativ. Wenn wir jetzt die
Summe über alle Nullstellen von V bilden erhalten wir

s∑
i=1

ind(V, ui) =
m∑
r=0

Ir∑
j=1

ind(V, ui(r,j)) =
m∑
r=0

Ir · (−1)r = χ(K) = χ(M) . (20.4.16)

20.5 Berechnung simplizialer Homologiegruppen

Die Bestimmung der simplizialen Homologiegruppen wird mit zunehmender Dimension
des simplizialen Komplexes rasch recht aufwendig und unübersichtlich. Daher sind einge
allgemeine Sätze sehr hilfreich.

Satz 20.5.1 Seien G1 und G2 zwei Gruppen und f : G1 → G2 ein Homomorphismus,
dann gilt:

ker f ist eine Untergruppe von G1 ,

Im f ist eine Untergruppe von G2 ,

Im f ∼= G1/ ker f .

Beweis: 1. ker f ist eine Untergruppe von G1, denn

x1, x2 ∈ ker f ⇒ f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = 0 + 0 = 0

⇒ (x1 + x2) ∈ ker f ,

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) ⇒ f(0) = 0 ⇒ 0 ∈ ker f ,

0 = f(0) = f(x1 − x1) = f(x1) + f(−x1) = 0 + f(−x1) ⇒ −x1 ∈ ker f .

2. Im f ist eine Untergruppe von G2, denn

y1, y2 ∈ Im f ⇒ ∃ x1, x2 ∈ G1 mit y1 = f(x1) , y2 = f(x2)

⇒ y1 + y2 = f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2) ∈ Im f ,

0 = f(0) ⇒ 0 ∈ Im f ,

y1 = f(x1) ⇒ 0 = f(0) = f(x1 − x1) = f(x1) + f(−x1)

⇒ −y1 = −f(x1) = f(−x1) ∈ Im f .
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3. In der Gleichung Im f ∼= G1/ ker f sind zunächst einmal beide Seiten dieser Gleichung
Gruppen. Jetzt definieren wir eine Abbildung ϕ : G1/ ker f → Im f mit ϕ([x1]) = f(x1)
für x1 ∈ G1. Dann gilt für x2 ∈ [x1]

x2 = x1 + h mit h ∈ ker f ⇒ f(x2) = f(x1 + h) = f(x1) + f(h) = f(x1) .

Weiter ist ϕ ein Homomorphismus, denn seien x1, x2 ∈ G1 mit [x1] 6= [x2], dann folgt

ϕ([x1] + [x2]) = ϕ([x1 + x2]) = f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = ϕ([x1]) + ϕ([x2]) .

ϕ ist injektiv, denn

[x1] 6= [x2] ⇒ [x1 − x2] 6= [0] ⇒ (x1 − x2) /∈ ker f

⇒ ϕ([x1])− ϕ([x2]) = ϕ([x1 − x2]) = f(x1 − x2) 6= 0 ,

und ϕ ist auch surjektiv, denn für alle y1 ∈ Im f existiert ein x1 ∈ G1 mit y1 = f(x1) =
ϕ([x1]). Damit ist ϕ ein Isomorphismus. 2

Für wegzusammenhängende simpliziale Komplexe, und damit für wegzusammenhän-
gende topologische Räume, findet man eine wichtige allgemeine Aussage über H0(K).

Satz 20.5.3 K ist genau dann ein wegzusammenhängender simplizialer Komplex, wenn
gilt

H0(K) ' G . (20.5.1)

Wenn K ein m-dimensionaler, simplizialer Komplex ist, der aus n disjunkten simpli-
zialen Unterkomplexen besteht, die jeweils wegzusammenhängend sind, also

K ..=
n⋃
i=1

Ki mit Ki ∩Kj = ∅ für i, j = 1, . . . , n ,

dann gilt

Hr(K) =
n⊕
i=1

Hr(Ki) für r = 0, . . . ,m . (20.5.2)

Beweis: 1. Sei K ein wegzusammenhängender simplizialer Komplex. Dann gibt es für
zwei beliebige Vertizes (pi) und (pj) einen Weg von 1-Simplexen (pipk1) + (pk1pk2) +
. . .+ (pkspj) , der (pi) und (pj) verbindet und dessen Randkette ist nun

∂1((pipk1) + (pk1pk2) + . . .+ (pkspj)) = (pj)− (pi) .

Also sind (pi) und (pj) homolog, d.h. [pi] = [pj]. Also ist jeder Vertex in K homolog
zum 0-Simplex (p1).
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Sei jetzt z ein 0-Zyklus, also

z =
I0∑
i=1

gi(pi) ∈ Z0(K) .

Für die Homologie-Klasse [z] gilt dann

[z] = [
I0∑
i=1

gi(pi)] =
I0∑
i=1

gi[pi] = [p1]
I0∑
i=1

gi .

Wenn also
∑I0

i=1 gi = 0 ist, so folgt [z] = 0, und das bedeutet z ∈ B0(K).
Jetzt soll die Umkehrung gezeigt werden. Seien ∆1,j = (pj,1pj,2) mit j = 1, . . . , I1 nun
1-Simplexe in K, dann ist die 0-Randkettengruppe B0(K)

B0(K) = ∂1(
I1∑
j=1

gj∆1,j) = ∂1(
I1∑
j=1

gj(pj,1pj,2))

=
I1∑
j=1

gj∂1(pj,1pj,2) =
I1∑
j=1

gj(pj,2 − pj,1)

=
2I1∑
i=1

gi(pi) =
I0∑
i=1

gi(pi) .

In der letzten Zeile haben wir p2i ..= pj,2 , p2i−1 ..= pj,1, g2i = −g2i−1 gesetzt, und
I0 ..= 2I1.

z ∈ B0(K) ⇒ [z] = [
I0∑
i=1

gi(pi)] = [p1]
I0∑
i=1

gi = 0 ⇒
I0∑
i=1

gi = 0 .

Damit gilt

z ∈ B0(K) ⇔
I0∑
i=1

gi = 0 , gi ∈ G .

Jetzt kann man einen surjektiven Homomorphismus f : Z0(K)→ G definieren durch

f(
I0∑
i=1

gi(pi)) ..=
I0∑
i=1

gi ⇒

ker f = f−1(0) = B0(K) .

Da Z0(K) und B0(K) Gruppen sind, und B0(K) eine Untergruppe von Z0(K) ist, so
folgt mit 20.5.1

H0(K) = Z0(K)/B0(Z) = Z0(K)/ ker f ∼= Im f = G .
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2. Sei jetzt K ein m-dimensionaler, simplizialer Komplex, der aus n disjunkten Unter-
komplexen besteht, die jeweils wegzusammenhängend sein mögen, also

K ..=
n⋃
i=1

Ki mit Ki ∩Kj = ∅ für i, j ∈ 1, . . . , n .

Weil die r-Simplexe linear in den r-Ketten vorkommen (r = 0, . . . ,m), ist auch die
r-Kettengruppe Cr(K) eine direkte Summe der Unterkomplexe, d.h.

Cr(K) ..= {c | c =
Ir∑
i=1

gi∆r,i mit gi ∈ G} =
n⊕
i=1

Cr(Ki) .

Dies gilt nun natürlich auch für die Untergruppen Zr(K) und Br(K). Und weil für jeden
einzelnen Unterkomplex wieder Br(Ki) ⊂ Zr(Ki) gilt, kann man die Unterhomologie-
gruppen definieren als

Hr(Ki) = Zr(Ki)/Br(Ki) .

Und damit folgt für die Gesamthomologiegruppe

Hr(K) = Zr(K)/Br(K) = (
n⊕
i=1

Zr(Ki))/(
n⊕
i=1

Br(Ki))

=
n⊕
i=1

(Zr(Ki)/(Br(Ki)) =
n⊕
i=1

Hr(Ki) .

Speziell für H0(K) ergibt sich

H0(K) =
n⊕
i=1

H0(Ki) ∼=
n⊕
i=1

G .

Wenn also H0(K) ∼= G, dann ist K wegzusammenhängend. 2

Korollar 20.5.5 Wenn ein m-dimensionaler simplizialer Komplex einfach zusammen-
hängend ist (d.h. 0-homotop) und also keine ’Löcher’ besitzt, dann sind für r = 1, . . . ,m
alle r-Zyklen aus Zr(K) gleichzeitig auch r-Randketten aus Br(K) und damit die Ho-
mologiegruppen leer:

K einfach zusammenhängend ⇒ Hr(K) = ∅ für r > 0 . (20.5.3)

Da in der Differentialgeometrie und Differentialtopologie häufig Abbildungen auf abge-
schlossene Kugeln (Bälle) Bn oder Kugeloberflächen (Sphären) Sn−1 vorkommen, sind
deren Homologiegruppen von besonderer Bedeutung. Zuvor benötigen wir aber noch
ein Lemma, das auch für sich betrachtet interessant ist.
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Lemma 20.5.6 Ein simplizialer Komplex K mit dim(K) = m liege in einem Teilraum
M ⊂ Rm+1. Ein einzelner Punkt p sei von den Vertizes p0, . . . , pm von K geometrisch
unabhängig, d.h. p ∈ Rm+1 \ M . Man bildet jetzt aus den Vertizes p, p0, . . . , pr mit
0 ≤ r ≤ m den (r+ 1)-Simplex p ∗∆r und entsprechend den (m+ 1)-Simplizialkomplex

p ∗K ..= K ∪ {p} ∪ {p ∗∆r ∈ K , 0 ≤ r ≤ m} ,

welcher Kegel über K mit Spitze p heißt, und der offensichtlich zusammenhängend ist.
Dann gilt

Hr(p ∗K) = 0 , für r > 0.

Beweis: Sei cr ∈ Cr(K) ein r-Kette mit r > 0. Dann gilt

∂r+1(p ∗ cr) = cr − p ∗ ∂rcr .

Wegen der Linearität von ∂ genügt es, dies für cr = (p0, . . . , pr) zu zeigen:

∂r+1(p ∗ cr) = ∂(p, p0, . . . , pr)

= (p0, . . . , pr)−
r∑
i=0

(−1)i(p, p0, . . . , p̂i, . . . , pr)

= cr − p ∗ ∂rcr .

Sei jetzt zr ∈ Zr(p ∗ K) mit r > 0 ein r-Zyklus. Dann ist zr eine Linearkombination
von cr und p ∗ cr−1. Wegen der Linearität von ∂ genügt es ein zr = cr + p ∗ cr−1 zu
untersuchen:

zr = cr + p ∗ cr−1 = ∂r+1(p ∗ cr) + p ∗ ∂rcr + p ∗ cr−1

= ∂r+1(p ∗ cr) + p ∗ (∂rcr + cr−1) ⇒

∂rzr = 0 ⇒ ∂r(p ∗ (∂rcr + cr−1)) = 0 .

∂r(p ∗ c′r) kann aber nur dann Null sein, wenn c′r = 0 ist, also folgt

∂rcr + cr−1 = 0 ⇒ zr = ∂r+1(p ∗ cr) ⇒

zr ∈ Br(p ∗ cr) ⇒ Zr(p ∗ cr) = Br(p ∗ cr) ⇒ Hr(p ∗ cr) = 0 . 2

Der Simplizialkomplex K(∆m) aller Seiten eines m-Simplex ∆m bildet einen Polyeder
|K(∆m)| = ∆m und dieser ist homöomorph zu einer abgeschlossenen Kugel (Ball) Bm.
Also sind Bälle triangulierbar.
Der Simplizialkomplex K(∂∆m) aller eigentlichen Seiten eines m-Simplex ∆m ist ein
Simplizialkomplex mit |K(∂∆m)| = ∂∆m und dieser ist homöomorph zu einer Kugel-
oberfläche (Sphäre) Sm−1. Also sind auch Sphären triangulierbar.
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Satz 20.5.8
a. Für die Triangulierung einer abgeschlossene Kugel K(Bm) gilt Hr(K(Bm)) = 0 für
r > 0.

b. Für die Triangulierung einer Kugeloberfläche K(Sm−1) gilt Hr(K(Sm−1)) = 0 für
0 < r < m− 1 und Hm−1(K(Sm−1)) ' G.

c. Da K(Bm) und K(Sm−1) wegzusammenhängend sind, gilt auch:

H0(K(Bm)) ' G , H0(K(Sm−1)) = Hm−1(K(Sm−1)) ' G .

Beweis: a. Sei ∆m einm-Simplex,K(∆m−1) ..= {∆r |∆r < ∆m} der (m−1)-dimensionale
simpliziale Komplex aller Seiten von ∆m und p ∈ ∆m \K(∆m−1), dann ist K(∆m) =
p∗K(∆m−1). Mit dem obigen Lemma folgt sofort Hr(K(∆m)) = 0 für r > 0 und wegen
∆m ' K(Bm) folgt Hr(K(Bm)) = 0 für r > 0.

b. Sei ∆m ein m-Simplex, K(∆m) der m-dimensionale simpliziale Komplex über ∆m,
L(∆m−1) ..= ∂K(∆m) der (m − 1)-dimensionale simpliziale Teilkomplex von K aller
Seiten von ∆m. Dann kann man die folgende Sequenz von r-Ketten bilden:

∅ −→ Cm(K) ∂m−→ Cm−1(K) ∂m−1−−−→ . . .
∂r+2−−→ Cr+1(K) ∂r+1−−→ Cr(K) ∂r−→ . . .

= = =
∅ −→ Cm−1(L) ∂m−1−−−→ . . .

∂r+2−−→ Cr+1(L) ∂r+1−−→ Cr(L) ∂r−→ . . .

Wegen ∂r ◦∂r+1 = 0 ist das Bild Im ∂r+1Cr+1(K) eine Teilmenge des Kern ker ∂rCr(K).
Zudem ist für r < m die r-Kette Cr(K) = Cr(L), da ja L aus allen Seiten von K
besteht.

Sei jetzt yr ein r-Zyklus der r-Kette Cr(L) für 0 < r < m − 1, d.h. yr ∈ Zr(L), dann
ist auch yr ∈ Zr(K), und da Hr(K) = 0 ist, existiert also ein cr+1 ∈ Cr+1(K) mit
yr = ∂cr+1. Dieses cr+1 ist aber auch ein Element von Cr+1(L), so daß yr = ∂cr+1 auch
bzgl. Cr+1(L) und Cr(L) gilt. Also ist yr ∈ Br(L) und damit ist Hr(L) = 0.

Jetzt soll der Fall m − 1 betrachtet werden. Sei ym−1 ∈ Zm−1(L) = Zm−1(K). Wie
oben existiert ein cm ∈ Cm(K) mit ym−1 = ∂cm. Nun enthält aber K nur ein einziges
m-Simplex, nämlich ∆m, und damit ist cm = g · (p0, . . . , pm) mit g ∈ G. Damit folgt

ym−1 = ∂cm = g · (p0, . . . , pm) = g ·
m∑
i=0

(−1)i(p0, . . . , p̂i, . . . , pm) .

Für die Cm−1(L) Sequenz gilt: Bm−1(L) = 0, und damit ist

Hm−1(L) = Zm−1(L) = Zm−1(K) ' G . 2
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20.6 Relative simpliziale Homologiegruppen

Manchmal erhält man in der Mathematik einfachere Strukturen indem man auf gewisse
Informationen verzichtet. So ist es auch in der algebraischen Topologie immer wieder
hilfreich einen topologischen Raum modulo eines Teilraums zu untersuchen. Im Fall der
Homologiegruppen gelangt man so zu den relativen Homologiegruppen.

Definition 20.6.1 Sei K ein Simplizialkomplex, A ⊂ K ein nichtleerer, abgeschlosse-
ner, simplizialer Teilkomplex, dann heißt (K,A) ein Raumpaar. Eine stetige Abbildung
f : K → L mit A ⊂ K, B ⊂ L und f(A) ⊆ B nennt man eine stetige Abbildung von
Simplizialkomplex-Paaren f : (K,A)→ (L,B).

Sei K ein Simplizialkomplex, A ⊂ K ein simplizialer Teilkomplex, Cr(K) eine r-
Kettengruppe, dann kann man eine relative r-Kettengruppe als die Ketten von K
modulo der Ketten von A definieren, genauer gesagt

Cr(K,A) ..= Cr(K)/Cr(A) . (20.6.1)

Die Elemente von Cr(K,A) sind also die Klassen
[sr] ..= {sr + sr,A | sr ∈ Cr(K) fixiert, sr,A ∈ Cr(A)}.
Der Randoperator ∂r : Cr(K) → Cr−1(K) wirkt per Definition auf Ketten von A in
gleicher Weise ∂r : Cr(A) → Cr−1(A) wie auf Ketten von K. Damit induziert er einen
relativen Randoperator, den wir der Einfachheit halber auch wieder mit ∂r bezeichnen,
also

∂r : Cr(K,A)→ Cr−1(K,A) . (20.6.2)

Da ∂r∂r+1 = 0 für Cr(K) und Cr(A) gültig ist, gilt dies auch für die Klassen [sr], also
für Cr(A).
Relative r-Zyklen und relative r-Randketten werden dann definiert als:

Zr(K,A) ..= {α |α ∈ Cr(K), ∂rα ∈ Cr−1(A)} , (20.6.3)

Br(K,A) ..= {β = ∂r+1γ + δ | γ ∈ Cr+1(K), δ = Cr(A)} . (20.6.4)

Damit kann man relative Homologiegruppen wie üblich definieren als:

Hr(K,A) ..= Zr(K,A)/Br(K,A) = ker(∂r)/ Im(∂r+1) . (20.6.5)

Das heißt, die Klassen von Hr(K,A) bestehen aus relativen r-Zyklen modulo relativen
r-Randketten.
Einige Beispiele sind zu einem besseren Verständnis der relativen Homologiegruppen
vielleicht hilfreich.

1. Cr(K,K) = Cr(K)/Cr(K) = ∅ ⇒ Hr(K,K) = ∅ für alle r.
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2. Cr(K, ∅) = Cr(K)/Cr(∅) = Cr(K) ⇒ Zr(K, ∅) = Zr(K) ,
Br(K, ∅) = Br(K) ⇒ Hr(K, ∅) = Hr(K) für alle r.

3. Sei K wegzusammenhängend und ∅ 6= A ⊂ K dann ist H0(K,A) = ∅, denn:
sei x ∈ K ein 0-Simplex, dann gibt es ein 0-Simplex a ∈ A und eine 1-Kette
c1 in K mit ∂c1 ..= (x − a). Also ist x ein Rand relativ zu A, und damit ist
{x} = Z0(K,A) = B0(K,A) und damit ist H0(K,A) = ∅.

4. Im Beweis von 20.5.8 hatten wir die beiden folgenden simplizialen Ketten-Kom-
plexe untersucht: ∆m einm-Simplex,K(∆m) derm-dimensionale simpliziale Kom-
plex über ∆m, L(∆m−1) ..= ∂K(∆m) = K(∂∆m) der (m − 1)-dimensionale sim-
pliziale Teilkomplex von K aller Seiten von ∆m. Wir hatten die folgende Sequenz
von r-Ketten gebildet:

∅ −→ Cm(K) ∂m−→ Cm−1(K) ∂m−1−−−→ . . .
∂r+2−−→ Cr+1(K) ∂r+1−−→ Cr(K) ∂r−→

= = =
∅ −→ Cm−1(L) ∂m−1−−−→ . . .

∂r+2−−→ Cr+1(L) ∂r+1−−→ Cr(L) ∂r−→

Wegen ∂r ◦ ∂r+1 = 0 ist das Bild Im ∂r+1Cr+1(K) eine Teilmenge des Kerns
ker ∂rCr(K). Zudem ist für r < m die r-Kette Cr(K) = Cr(L), da ja L aus
allen Seiten von K besteht. Damit ist

Cr(K,L) = Cr(K)/Cr(L) = ∅ ⇒ Hr(K,L) = ∅ für r < m .

Für den Fall r = m hatten wir in 20.5.8 gezeigt, daß Cm(K) ' G ist und damit
folgt

Cm(K,L) = Cm(K)/Cm(L) = Cm(K)/∅ = Cm(K) ' G .

Die Kette (x0, x1, . . . , xm) ∈ Cm(K) ist kein Zyklus in K, wohl aber ein Zyklus
relativ zu L, denn

∂m(x0, x1, . . . , xm) ∈ Cm−1(K) = Cm−1(L) ⇒

(x0, x1, . . . , xm) ∈ Zm(K,L) ' G .

Bm(K,L) = ∅ weil Bm(K) = ∅ ⇒

Hm(K,L) ' G , bzw. Hm(∆m, ∂∆m) ' G , (20.6.6)

und (x0, x1, . . . , xm) ist ein Generator von Hm(K,L).
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Obwohl Poincaré die Grundgedanken der simplizialen Homologie bereits im Jahr 1900
eingeführt hatte, dauerte es doch bis zum Jahr 1944 bis Eilenberg die endgültige Defi-
nition der singulären Homologie vorlegen konnte. Es ist nun kein Zufall, daß die Ent-
wicklung von der simplizialen Homologie zur singulären Homologie so lange Zeit in
Anspruch genommen hat, denn die simpliziale Homologie ist letztlich ein Teilgebiet der
kombinatorischen Topologie. Und es hat sich dann in den Jahren nach Poincaré recht
mühsam gezeigt, daß mit diesen Hilfsmitteln grundlegende Fragen der Homologie nicht
ohne weiteres beantwortet werden können. Den Duchbruch in der Homologie-Theorie
brachte erst die Anwendung algebraischer Methoden, also die Entwicklung der algebrai-
schen Topologie. So wurde die singuläre Homologie zu einem der ersten großen Erfolge
der neu entstehenden algebraischen Topologie.

Für Anfänger und insbesondere auch mathematische Physiker und Physikerinnen ist das
Gebiet der algebraischen Topologie zunächst einmal gewöhnungsbedürftig: viele neue
Begriffe und Definitionen tauchen auf, sowie viele sehr spezielle technische Werkzeuge
mit langen und komplexen Lemmata, die schließlich zu mächtigen Sätzen führen. Doch
wenn man sich etwas länger und geduldig genug mit diesem Gebiet beschäftigt, dann
erschließen sich die Schönheit und Reichweite des Gebietes - und letztlich die tieflie-
genden Verbindungen zwischen der Topologie und der Theorie der Pseudodifferential-
Operatoren, die in die berühmten Atiyah-Singer-Indexsätze münden.

Dabei werden wir einige Standardwerkzeuge der algebraischen Topologie, wie exakte
Sequenzen und das Fünfer-Lemma kennenlernen. Diese Werkzeuge werden sich auch
später noch als sehr hilfreich herausstellen, wenn wir den Isomorphismus zwischen den
Homologie- und den entsprechenden Kohomologie-Gruppen zeigen.

Wir folgen hier den beiden hervorragenden Darstellungen von Stöcker u. Zieschang
(1994) und Hatcher (2001). Als Ergänzung bietet sich die im Internet verfügbare Vor-
lesung von Kriegl (2006) an, der sich auf Stöcker u. Zieschang (1994) stützt, aber zahl-
reiche Zusammenhänge ausführlicher, und damit verständlicher darstellt. Und Allen
Hatcher hat uns sein schönes Buch erfreulicherweise zusätzlich zur gedruckten Ausgabe
auch im Internet zur Verfügung gestellt.
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21.1 Der Satz von Stokes

Die Integration einer Differentialform ω = a(x) dx1∧ . . .∧dxr ∈ Ωr(Rn) mit r ≤ n über
einen abgeschlossenen, orientierbaren Simplex ∆r wird definiert als∫

∆r

ω ..=
∫
∆r

a(x1, . . . , xn) dx1 · . . . dxr .

Jetzt möchte man aber gerne auch über andere geometrische Gebilde als nur über Sim-
plexe im Rn integrieren. Daher definiert man einen sog. singulären r-Simplex sr als die
stetige Abbildung eines Simplex ∆r eines Simplizial-Komplexes K in einen topologi-
schen Raum X.

Satz 21.1.1 (Stokes) Sei ω eine (r − 1)-Form auf einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit M mit r ≤ n, also ω ∈ Ωr−1(M), und sei sr ein singulärer r-Simplex mit
sr(∆r) ⊂M , dann gilt: ∫

sr(∆r)

dω =
∫

∂sr(∆r)

ω . (21.1.1)

Beweis: Wir folgen Nakahara (2003), S 228 ff.
Zunächst einmal folgt mit 11.3.4: d(s∗rω) = s∗r(dω)∫

sr(∆r)

dω =
∫
∆r

s∗r(dω) =
∫
∆r

d(s∗rω) ,
∫

∂sr(∆r)

ω =
∫
∂∆r

s∗rω .

Es genügt also den Satz im Rr auf einem orientierbaren Simplex ∆r zu beweisen, d.h.∫
∆r

d(s∗rω) !=
∫
∂∆r

s∗rω .

Wir wählen ψ ..= s∗rω ∈ Ωr−1(Rr) in der Form ψ ..= a(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxr−1. Komplexere
Differentialformen lassen sich distributiv aus solchen ψ bilden und die Integration ist
ja auch ein distributiver Operator. Damit gilt für dψ

dψ = ∂a(x)
∂xr

dxr ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxr−1 = (−1)r−1∂a(x)
∂xr

dx1 ∧ . . . ∧ dxr−1 ∧ dxr .

Die Integration einer 2-Form ψ = dx1∧dx2 über einen 2-Simplex, also über ein Dreieck
∆2, sieht ja folgendermaßen aus

∆2 = [p0p1p2] = [(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0)] ,
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xi = Koordinate auf der Strecke pi−1pi , i ∈ {1, 2} ,

∫
∆2

ψ =
∫
∆2

dx1dx2 =
1∫

0

dx1

1−x1∫
0

dx2 .

Die linke Seite der Stokes-Formel ergibt sich sofort als Verallgemeinerung der Integration
von einem 2-Simplex auf einen r-Simplex:∫

∆r

dψ = (−1)r−1
∫
∆r

∂a(x)
∂xr

dx1 · . . . · dxr−1 · dxr

= (−1)r−1
∫

∆r−1

dx1 · . . . · dxr−1
∫ 1−

r−1∑
i=1

xi

0

∂a(x)
∂xr

dxr

= (−1)r−1
∫

∆r−1

a(x1, . . . , xr−1, 1−
r−1∑
i=1

xi) dx1 · . . . · dxr−1

− (−1)r−1
∫

∆r−1

a(x1, . . . , xr−1, 0) dx1 · . . . · dxr−1 .

Nun zur rechten Seite. Hier muß man sich zunächst einmal über den Rand ∂∆r klar
werden. Der orientierte Simplex ∆r = [p0p1 . . . pr] hat den Rand

∂∆r = [p1 . . . pr]− [p0p2 . . . pr] + . . .+ (−1)r[p0p1 . . . pr−1] .

Nun ist ψ(x) = 0 auf Hyperflächen, auf denen ein xi, 1 ≤ i ≤ r − 1 konstant ist.
Dadurch fallen die meisten Beiträge im Randintergral über ψ weg:∫

∂∆r

ψ =
∫

[p1...pr]−[p0p2...pr]+...+(−1)r[p0p1...pr−1]

ψ

=
∫

[p1...pr]

ψ −
∫

[p0p2...pr]

ψ + . . .+ (−1)r
∫

[p0...pr−1]

ψ

=
∫

[p1...pr]

ψ + (−1)r
∫

[p0...pr−1]

ψ

=
∫

[p1...pr]

a(x1, . . . , xr) dx2 · . . . · dxr
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+ (−1)r
∫

[p0...pr−1]

a(x1, . . . , xr−1, 0) dx1 · . . . · dxr−1 .

Jetzt kann man statt über [p1 . . . pr] auch über [p0 . . . pr−1] integrieren, also geome-
trisch betrachtet die Hyperfläche [p1 . . . pr] orientierungserhaltend auf die Hyperfläche
[p0 . . . pr−1] projizieren.∫

∂∆r

ψ =
∫

[p0...pr−1]

a(x1, . . . , xr−1, 1−
r−1∑
i=1

xi) dx1 · . . . · dxr−1

− (−1)r−1
∫

[p0...pr−1]

a(x1, . . . , xr−1, 0) dx1 · . . . · dxr−1

=
∫

∆r−1

a(x1, . . . , xr−1, 1−
r−1∑
i=1

xi) dx1 · . . . · dxr−1

− (−1)r−1
∫

∆r−1

a(x1, . . . , xr−1, 0) dx1 · . . . · dxr−1

=
∫
∆r

dψ . 2

21.2 Von Simplexen zu singulären Simplexen

Man definiert einen sog. singulären r-Simplex sr als die stetige Abbildung eines Simplex
∆r eines Simplizial-Komplexes K in einen topologischen Raum X. Im Gegensatz zur
simplizialen Homologie verwendet man in der singulären Homologie als Ausgangspunkt
immer abgeschlossene Simplexe, also:

∆r ..= [p0p1 . . . pr] .

In der algebraischen Topologie verwendet man für sr stetige Abbildungen, d.h. sr ∈ C0.
Die Menge der singulären Simplexe Sr ist also keine Menge von einfachen Simplexen
oder deren Bildern, sondern eine Menge von Abbildungen!

Sr ..= {sr | sr : K → X , ∆r 7→ sr(∆r) , sr ∈ C0} . (21.2.1)

Mit sr | [p0p1 . . . pr] wird die Einschränkung von sr auf den abgeschlossenen Simplex
[p0p1 . . . pr] bezeichnet.
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Der singuläre sr Simplex heißt singulär, weil zum ersten nicht verlangt wird, daß sr
invertierbar sein muß, und weil man zum zweiten in X nicht mehr wie in Rn von einer
geometrischen Unabhängigkeit der Eckpunkte sprechen kann.
Wenn jetzt der topologische Raum X eine Mannigfaltigkeit M ist, dann kann man
mittels dieser singulären Simplexe jetzt die Integration in einer Mannigfaltigkeit M
verallgemeinern: ∫

sr(∆r)

ω ..=
∫
∆r

s∗rω . (21.2.2)

Weiter definiert man genau wie im Fall der simplizialen Homologie eine r-Kettengruppe
Cr(X), eine r-Zyklusgruppe Zr(X), einen Randoperator ∂r, eine r-Randkettengruppe
Br(X) und eine r-Homologiegruppe Hr(X).
Die r-Kettengruppe Cr(X) bezüglich einer abelschen Gruppe G definiert man als die
endliche Summe über singuläre Simplexe sr:

Cr(K) ..= {c | c =
∑
k

gksr,k mit gk ∈ G} . (21.2.3)

Für einen Simplex ∆r hatten wir den Randoperator in 20.4.5 definiert als

∂r∆r = ∂r(p0p1 . . . pr) ..=
r∑
i=0

(−1)i(p0p1 . . . p̂i . . . pr) ,

wobei p̂i anzeigt, daß der Vertex pi im Simplex ∆r ..= (p0p1 . . . pi . . . pr) ausgelassen
wird.
Entsprechend definiert man den singulären Randoperator eines singulären Simplex sr
als

∂0s0 ..= 0 , (21.2.4)

∂rsr = ∂r(sr | [p0p1 . . . pr]) ..=
r∑
i=0

(−1)isr−1 | [p0p1 . . . p̂i . . . pr] für r > 0 . (21.2.5)

Dies kann man, wenn man mag, Stöcker u. Zieschang (1994) folgend, noch etwas
kompakter formulieren. Sei δir−1 die Abbildung eines (r − 1)-Standardsimplex ∆r−1 =
[p0p1 . . . pr−1] auf die i-te Randseite von ∆r, also auf ∆i

r−1 = [p′0p′1 . . . p̂′i . . . p′r]:

δir−1 : ∆r−1 → ∆i
r−1 mit

δir−1 : [p0p1 . . . pi . . . pr−1] 7→ [p′0p′1 . . . p̂′i . . . p′r] mit (21.2.6)
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p′0 = p0 , p
′
1 = p1 , . . . , p

′
i−1 = pi−1 , p

′
i+1 = pi , . . . , p

′
r = pr−1 .

Damit kann man den singulären Randoperator schreiben als

∂r : Sr(X)→ Sr−1(X) ∂rsr ..=
r∑
i=0

(−1)i(sr−1 ◦ δir−1) , (21.2.7)

∂r
∑
k

gksr,k ..=
∑
k

gk(∂rsr,k) .

Wie bei den einfachen Simplexen zeigt man leicht, daß ∂r auch für singuläre Simplexe
idempotent ist.

Lemma 21.2.1 1. Für r ≥ 2 und 0 ≤ k < j ≤ r gilt δjr−1 ◦ δkr−2 = δkr−1 ◦ δ
j−1
r−2 .

2. ∂r ist idempotent, d.h. ∂r−1∂rsr = 0 .

Beweis: 1. Sei r ≥ 2 und 0 ≤ k < j ≤ r , dann folgt:

δkr−2([p0p1 . . . pk−1pk . . . pr−2])

=[p′0p′1 . . . p′k−1p̂
′
kp
′
k+1 . . . p

′
r−1] = [p0p1 . . . pk−1p̂

′
kpk . . . pr−2]

δjr−1([p′0p′1 . . . p′k−1p̂
′
kp
′
k+1 . . . p

′
j−1p

′
jp
′
j+1 . . . p

′
r−1])

=[p′′0p′′1 . . . p′′k−1p̂
′′
kp
′′
k+1 . . . p

′′
j−1p̂

′′
jp
′′
j+1 . . . p

′′
r ]

=[p0p1 . . . pk−1p̂
′′
kpk . . . pj−2p̂

′′
jpj−1 . . . pr−2] .

δj−1
r−2([p0p1 . . . pj−2pj−1 . . . pr−2])

=[p′0p′1 . . . p′j−2p̂
′
j−1p

′
j . . . p

′
r−1] = [p0p1 . . . pj−2p̂

′
j−1pj−1 . . . pr−2]

δkr−1([p′0p′1 . . . p′k−1p
′
kp
′
k+1 . . . p

′
j−2p̂

′
j−1p

′
j . . . p

′
r−1])

=[p′′0p′′1 . . . p′′k−1p̂
′′
kp
′′
k+1 . . . p

′′
j−1p̂

′′
jp
′′
j+1 . . . p

′′
r ]

=[p0p1 . . . pk−1p̂
′′
kpk . . . pj−2p̂

′′
jpj−1 . . . pr−2] .

Also gilt δjr−1 ◦ δkr−2 = δkr−1 ◦ δ
j−1
r−2 .

2.

∂r−1∂rsr = ∂r−1(
r∑
j=0

(−1)j(sr−1 ◦ δjr−1))
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=
r−1∑
k=0

r∑
j=0

(−1)k(−1)j(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2)

=
k=r−1∑
k=0
j≤k

(−1)j+k(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2) +
j=r∑
j=1
k<j

(−1)j+k(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2)

=
k=r−1∑
k=0
j≤k

(−1)j+k(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2) +
j=r∑
j=1
k<j

(−1)j+k(sr−2 ◦ δkr−1 ◦ δ
j−1
r−2) .

Jetzt ersetzt man im 2. Summanden k → j , j → k + 1 und erhält:

∂r−1∂rsr =
k=r−1∑
k=0
j≤k

(−1)j+k(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2) +
k+1=r∑
k+1=1
j<k+1

(−1)k+1+j(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δk+1−1
r−2 )

=
k=r−1∑
k=0
j≤k

(−1)j+k(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2) +
k=r−1∑
k=0
j≤k

(−1)j+k+1(sr−2 ◦ δjr−1 ◦ δkr−2)

= 0 . 2

Die Gruppe der r-Zyklen Zr(X) ist die Untergruppe der r-Ketten Cr(X) ohne Rand,
d.h.

Zr(X) = {c | c ∈ Cr(X), ∂rc = 0} = ker(∂r) . (21.2.8)

Wegen ∂0s0 = 0 ist die 0-Kette C0(X) stets ein Zyklus, also C0(X) = Z0(X).

Die Gruppe der r-Randketten Br(X) ist die Untergruppe der r-Ketten Cr(X), die Rand
für eine (r + 1)-Kette aus Cr+1(X) sind, d.h.

Br(X) = {c | c ∈ c ∈ Cr(X), c = ∂r+1d mit d ∈ Cr+1(X)} = Im(∂r+1) . (21.2.9)

Die r-Homologiegruppe Hr(X) ist dann wieder die Quotientengruppe

Hr(X) ..= Zr(X)/Br(X) = ker(∂r)/ Im(∂r+1) für r ≥ 0 . (21.2.10)

Soweit, so einfach :-)

Doch während ein simplizialer Komplex K aus endlich vielen Basis-Simplexen erzeugt
wird und daher Hr(K) = 0 ist für r > m, wenn m die Raumdimension von K ist,
kann sich ein singulärer Komplex aus einer sehr großen Anzahl singulärer Simplexe
zusammensetzen, kurzum: die Dimension der r-Kettengruppe Cr(X) ist überabzählbar.
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Es ist daher alles andere als trivial, daß die simplizialen und die singulären Homolo-
giegruppen tatsächlich in irgendeiner Weise zueinander isomorph sein könnten! Diese
Aussage soll am Ende dieses Kapitels über singuläre Homologie bewiesen werden.

Zuvor sollen aber noch einige Zusammenhänge gezeigt werden, die wir bereits bei der
simplizialen Homologie gefunden hatten.

Lemma 21.2.3 Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen den topologischen Räu-
men X und Y , und sei Cr(X) eine r-Kettengruppe, dann gilt für die induzierten Abbil-
dungen fr∗ : Cr(X)→ Cr(Y ) die Eigenschaft f∗∂ = ∂f∗, oder ausführlicher geschrieben
fr−1∗∂r = ∂rfr∗. Ein solches System von Abbildungen fr∗ mit dieser Kommutativität
bzgl. der Randoperatoren ∂r heißt eine Kettenabbildung.

Beweis:

∂r(fr∗sr) = ∂r(fr ◦ sr) =
r∑
i=0

(−1)i(fr−1 ◦ sr−1) ◦ δir−1 =
r∑
i=0

(−1)i(fr−1∗sr−1) ◦ δir−1 ,

fr−1∗(∂rsr) = fr−1∗

r∑
i=0

(−1)i sr−1 ◦ δir−1 =
r∑
i=0

(−1)i(fr−1∗sr−1) ◦ δir−1 . 2

Lemma 21.2.5 Sei P ..= {p0} ein topologischer Raum, der nur aus dem Punkt p0
bestehe. Dann ist

H0(P ) = G , Hr(P ) = ∅ für r > 0} . (21.2.11)

Beweis: Für r < 0 ist Hr(P ) = ∅ per Definition. Für r ≥ 0 gibt es nur ein einziges
singuläres Simplex sr : ∆r → P , nämlich die konstante Abbildung. Also folgt für r > 0:

∂rsr =
r∑
i=0

(−1)i(sr−1 ◦ δir−1) =
r∑
i=0

(−1)isr−1 =
{

0 für r > 0 und r ungerade ,
sr−1 für r > 0 und r gerade .

Für r > 0 und r ungerade ist sr wegen ∂rsr = 0 ein Zyklus, und wegen ∂r+1sr+1 = sr
gleichzeitig eine Randkette, also ist Hr(P ) = ∅. Für r > 0 und r gerade ist der ker(∂r) =
0 und damit ist Zr(P ) = ∅ und damit auch Hr(P ) = ∅.

Im Fall r = 0 gilt B0(P ) = Im(∂1) = ∅ und Z0(P ) = {
∑

k gks0,k mit gk ∈ G} =
{gs0} ' G. Also ist H0(P ) ' G. 2

Für wegzusammenhängende topologische Räume X findet man wie im Fall der simpli-
zialen Komplexe K eine wichtige allgemeine Aussage über H0(X).
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Satz 21.2.7 X ist genau dann ein wegzusammenhängender topolgischer Raum, wenn
gilt

H0(X) ' G . (21.2.12)

Wenn X ein toplogischer Raum ist, der aus n disjunkten Teilmengen besteht, die jeweils
wegzusammenhängend sind, also

X ..=
n⋃
i=1

Xi mit Xi ∩Xj = ∅ für i, j = 1, . . . , n ,

dann gilt

Hr(X) '
n⊕
i=1

Hr(Xi) für r ≥ 0 . (21.2.13)

Beweis: Sei sr : ∆r → X, dann ist sr(∆r) ⊂ Xi für genau ein i ∈ {1, . . . , n}, da
∆rwegzusammenhängend und sr stetig ist. Also kann man jede r-Kette c ∈ Cr(X)
eindeutig als Summe über endlich viele Summanden ci ∈ Cr(Xi) schreiben, d.h.

n⊕
i=1

Cr(Xi) = Cr(X) .

Der Randoperator ∂r : Cr(Xi)→ Cr−1(Xi) erhält diese Zerlegung in die verschiedenen
Xi und daher folgt

n⊕
i=1

Zr(Xi) = Zr(X) und
n⊕
i=1

Br(Xi) = Br(X) ,

Hr(X) = Zr(X)/Br(X) = (
n⊕
i=1

Zr(Xi))/(
n⊕
i=1

Br(Xi)) '
n⊕
i=1

(Zr(Xi)/Br(Xi))

=
n⊕
i=1

Hr(Xi) .

Wenn nun X nur aus einer einzigen wegzusammenhängenden Komponente besteht,
dann soll jetzt H0(X) ' G gezeigt werden. Wegen ∂0 = 0 ist Z0(X) = C0(X) und also
H0(X) = Z0(X)/B0(X) = C0(X)/ Im ∂1. Man definiert einen Homomorphismus

ε : C0(X)→ G mit ε(
∑
k

gks0,k) =
∑
k

gk , wobei die gk ∈ G sind.

Zunächst beweist man, daß ker(ε) = Im(∂1) ist:
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1. Im(∂1) ⊂ ker(ε): denn sei s1 : ∆1 → X, dann gilt

ε(∂1s1) = ε(s1|p1 − s1|p0) = 1− 1 = 0 ⇒ Im(∂1) ⊂ ker(ε) .

2. ker(ε) ⊂ Im(∂1): denn sei ε(
∑

k gks0,k) = 0, dann ist auch
∑

k gk = 0. Die Bilder
s0,k(pi) sind einfach Punkte in X, also kann man sich einen festen Punkt x0 nehmen
und einen singulären 0-Simplex s0,0, dessen Bild von p0 gerade x0 ist, d.h. x0 = s0,0(p0),
als Ausgangspunkt für die folgenden Pfade τk : [p0, p1] → X von s0,0(p0) nach s0,k(p1)
wählen. Diese Pfade τk sind nun singuläre 1-Simplexe und es gilt

∂1(τk | [p0, p1] = s0,k|p1 − s0,0|p0 ⇒

∂1(
∑
k

gkτk) =
∑
k

gks0,k|p1 −
∑
k

gks0,0|p0 =
∑
k

gks0,k|p1 − s0,0|p0
∑
k

gk

=
∑
k

gks0,k|p1 .

Damit ist
∑

k gks0,k|p1 ein Rand und also ker(ε) ⊂ Im(∂1).
Aus 1. und 2, folgt ker(ε) = Im(∂1). Nun gilt für die Abbildung ε : C0(X)→ G, daß die
Abbildung C0(X)/ ker(ε)→ G ein Isomorphismus ist und damit folgt

H0(X) = C0(X)/ Im ∂1 = C0(X)/ ker(ε) ' G .

Wenn also X aus n wegzusammenhängenden Teilmengen Xi besteht, dann folgt

H0(X) '
n⊕
i=1

H0(Xi) '
n⊕
i=1

G ,

und damit gilt H0(X) ' G genau dann, wenn X wegzusammenhängend ist. 2

In der simplizialen Homologie hatten wir für m-dimensionale, wegzusammenhängende,
simpliziale Komplexe K gefunden, daß die höheren Homologiegruppen alle leer sind,
daß also Hr(K) = ∅ für r = 1, . . . ,m. Dies beruhte aber nicht zuletzt darauf, daß die
entsprechenden Polyeder |K| alle Teilmengen des Rm waren. Für beliebige topologische
Räume X und die singuläre Homologie können wir dies nicht beweisen.

Definition 21.2.9 Wegzusammenhängende topologische Räume X mit der Eigenschaft
Hr(X) = ∅ für r > 0 nennt man azyklische Räume, weil es keine Zyklen gibt, die nicht
gleichzeitig auch Ränder sind.

Für konvexe Teilmengen A ⊂ Rm jedoch können wir jedoch wie in der simplizialen
Homologie mittels der Kegelkonstruktion zeigen, daß Hr(A) = ∅ für r > 0 gilt, d.h. das
solche A azyklisch sind.
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Definition 21.2.10 Seien ∆r = [p0, . . . , pr] ein r-dimensionaler Simplex, p ∈ R,
∆r+1 = [p′0, p′1, . . . , p′r+1] = [p, p0, . . . , pr] ein (r + 1)-dimensionaler Simplex und p ∗∆r

der simpliziale Kegel mit Spitze p:

p∗ : ∆r → ∆r+1 mit p ∗ [p0, . . . , pr] ..= (1− t)p+ tδ0
r(∆r) mit t ∈ [0, 1]. (21.2.14)

Seien weiter A ⊂ Rm konvex, sr : ∆r → A, und x ∈ A, dann definiert man den
singulären Kegel über sr mit Spitze x als

x ∗ sr : ∆r+1 → A mit

(x ∗ sr)((1− t)p+ tδ0
r(∆r)) ..= (1− t)x+ tsr(∆r) mit t ∈ [0, 1]. (21.2.15)

Entsprechend definiert man einen Kegel über einer r-Kettengruppe c ∈ Cr(X) als

x ∗ c ..=
∑
k

gk(x ∗ sr,k) mit gk ∈ G .

Mit Hilfe dieser Kegelkonstruktion kann man nun beweisen, daß konvexe Teilmengen
A ⊂ Rm azyklisch sind.

Lemma 21.2.11 1. Sei A ⊂ Rm, x ∈ A, c ∈ Cr(A) dann gilt

∂r+1(x ∗ c) =
{
c− x für r = 0 ,
c− x ∗ ∂rc für r > 0 .

(21.2.16)

2. Wenn A ⊂ Rm und A konvex ist, dann gilt

A ist azyklisch, d.h. Hr(A) = ∅ für r > 0 . (21.2.17)

Beweis: 1. Wegen der Linearität von ∂r genügt es, diese Aussage für sr : ∆r → A zu
beweisen. Sei zunächst r = 0, dann ist x ∗ s0 : ∆1 → A ein Weg von x nach s0(p0) und
damit ist

∂1(x ∗ s0) = s0 − x .

Für r > 0 folgt

∂r+1(x ∗ sr) =
r+1∑
i=0

(−1)i((x ∗ sr) | [p′0, . . . , p̂′i, . . . , p′r+1])

= (x ∗ sr) | [p̂′0, p′1, . . . , p′r+1] +
r+1∑
i=1

(−1)i((x ∗ sr) | [p′0, p′1, . . . , p̂′i, . . . , p′r+1])

= (sr) | [p′1, . . . , p′r+1] + x ∗
r+1∑
i=1

(−1)i((sr) | [p′1, . . . , p̂′i, . . . , p′r+1])
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= (sr) | [p0, . . . , pr] + x ∗ (−1)
r∑
i=0

(−1)i((sr) | [p0, . . . , p̂i, . . . , pr])

= sr − x ∗ ∂rsr .

2. Sei r > 0 und c ∈ Zr(A) ein Zyklus, d.h. ∂rc = 0. Dann gilt für den Rand des Kegels
über c: ∂r+1(x ∗ c) = c. Also ist jeder Zyklus ein Rand, d.h. Zr(A) = Br(A) und damit
ist Hr(A) = Zr(A)/Br(A) = ∅. 2

21.3 Exakte Sequenzen und Diagrammjagd

Zu den Standardwerkzeuge der algebraischen Topologie gehören die sog. exakten Se-
quenzen und das Fünfer-Lemma. Diese Werkzeuge werden sich auch später noch als
sehr hilfreich herausstellen, wenn wir den Isomorphismus zwischen den Homologie- und
den entsprechenden Kohomologie-Gruppen zeigen werden.
Eine Sequenz von Homomorphismen

. . . −→ Ar+1
αr+1−−−→ Ar

αr−−→ Ar−1 −→ . . .

heißt exakt, wenn ker(αr) = Im(αr+1) ist.
Wenn es sich bei der Sequenz um eine r-Kettengruppe Cr(K) handelt, bei der die Ab-
bildungen αr die Randoperatoren ∂r seien, dann gilt wegen ∂r∂r+1 = 0 ja grundsätzlich
Imαn+1 ⊂ kerαn. Und wenn dann auch die Umkehrung kerαr ⊂ Imαr+1 gelten sollte,
dann ist ja jeder r-Zyklus aus Zr(K) zugleich eine r-Randketten aus Br(K) und damit
ist die r-Homologiegruppe trivial, d.h.Hr(K) = 0.
Einige einfache Beispiele:

1. 0 i−→ A
j−→ B exakt ⇔ ker(j) = Im(i) = 0, d.h. j injektiv ; (21.3.1)

2. A
j−→ B

k−→ 0 exakt ⇔ B = ker(k) = Im(j), d.h. j surjektiv ;

3. 0 i−→ A
j−→ B

k−→ 0 exakt ⇔ Im(i) = B, j injektiv & surjektiv=isomorph ;

4. 0 i−→ A
j−→ B

k−→ C
l−→ 0 exakt ⇔ j injektiv, k surjektiv, ker(k) = Im(j) .

Im Beispiel 4 induziert k einen Isomorphismus k# : B/ Im(j)→ C. Wenn nun j : A→ B
eine Einbettung ist, dann ist A ' Im(j) und k# : B/A→ C ist ein Isomorphismus.
Eine solche exakte Sequenz wie in 4., also

0 −→ A
i−→ B

j−→ C −→ 0 ⇔ 0 −→ A
i−→ B

j#−−→ B/A −→ 0 (21.3.2)

heißt eine kurze exakte Sequenz und ist ein Standardelement für die folgenden Betrach-
tungen.
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Wenn im folgenden Diagramm die Zeilen exakte Sequenzen sind und die Spalten Ket-
tenkomplexe, dann ist das Diagramm kommutativ und heißt kurze exakte Sequenz eines
Ketten-Komplexes:

...

∂

��

...

∂

��

...

∂

��

0 // Ar+1

∂

��

i
// Br+1

∂

��

j

// Cr+1

∂

��

// 0

0 // Ar

∂

��

i
// Br

∂

��

j

// Cr

∂

��

// 0

0 // Ar−1

∂
��

i
// Br−1

∂
��

j

// Cr−1

∂
��

// 0

... ... ...

Zur Vereinfachung der Schreibweise haben wir im obigen Bild und im folgenden Text
die Abbildungen ir, jr, . . . einfach zu i, j, . . . abgekürzt.
Dieser kurzen exakten Sequenz eines Ketten-Komplexes entspricht eine lange exakte
Sequenz der entsprechenden Homologiegruppen:

. . . → Hr(A) i•−→ Hr(B) j•−→ Hr(C) ∂•−→ Hr−1(A) i•−→ Hr−1(B) → . . . −→ 0
(21.3.3)

Beweis: 1. Nach Voraussetzung sind die oben definierten Abbildungen i, j Ketten-
Abbildungen. Sie induzieren daher die Abbildungen i•, j• zwischen den entsprechenden
Homologiegruppen. Der zentrale Punkt ist jedoch die Konstruktion der Abbildung ∂• :
Hn(C)→ Hn−1(A), womit wir beginnen wollen. Sei c ∈ Cn ein Zyklus, d.h. ∂c = 0. Da
j surjektiv ist existiert ein b ∈ Bn mit c = j(b) und dafür gilt

j(∂b) = ∂(j(b)) = ∂c = 0 ⇒ ∂b ∈ Bn−1 mit ∂b ∈ ker(j) .

Wegen der Exaktheit, d.h. wegen ker(j) = Im(i), gibt es ein a ∈ An−1 mit ∂b = i(a).
Wegen

i(∂a) = ∂(i(a)) = ∂(∂b) = 0 und i injektiv ⇒ ∂a = 0 .
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Also ist a ∈ An−1 ein Zyklus. Damit kann man ∂• definieren als die Abbildung, welche
die Klasse [c] ∈ Hn(C) in die Klasse [a] ∈ Hn−1(A) abbildet, also ∂•[c] = [a].
Daß diese Definition eindeutig ist, sieht man folgendermaßen:

c′ ∈ [c] ⇔ c′ = c+ ∂c0 mit c0 = j(b0) für ein b0 ∈ Bn ⇒

c′ = c+ ∂c0 = c+ ∂j(b0) = j(b) + j(∂b0) = j(b+ ∂b0) .

Nun ist allerdings die Zuordnung von c = j(b) nicht eindeutig, denn da j surjektiv ist
könnte es zusätzlich zu b auch ein oder mehrere b′ ∈ Bn mit c = j(b′) geben.

c = j(b) = j(b′) ⇒ j(b− b′) = 0 ⇒ (b− b′) ∈ ker(j) = Im(i) ,

also gibt es ein a0 ∈ An mit (b− b′) = i(a0). Damit ist die allgemeine Form von c′

c′ = j(b′ + i(a0) + ∂b0) mit

∂(b′ + i(a0) + ∂b0) = ∂(b′) + ∂i(a0) + ∂∂b0 = ∂(b′) + i(∂a0)

= i(a′) + i(∂a0) = i(a′ + ∂a0) .

d.h. verschiedene c′ ∈ [c] werden in die gleiche Klasse [a] abgebildet.
2. ∂• : Hn(C)→ Hn−1(A) ist ein Homomorphismus, denn seien b1, b2 ∈ Bn, c1, c2 ∈ Cn,
a1, a2 ∈ An−1 Elemente wie in der obigen Konstruktion von ∂•, dann gilt ja ∂•[c1] = [a1]
und ∂•[c2] = [a2]. Es folgt

i(a1 + a2) = i(a1) + i(a2) = ∂(b1) + ∂(b2) = ∂(b1 + b2)

j(b1 + b2) = j(b1) + j(b2) = c1 + c2 ⇒

∂•([c1] + [c2]) = ∂•[(c1 + c2)] = [(a1 + a2)] = [a1] + [a2] = ∂•[c1] + ∂•[c2] .

3. Jetzt soll gezeigt werden, daß die obige lange Sequenz tatsächlich exakt ist.

a. Im(i•) ⊂ ker(j•): die Sequenz A i−→ B
j−→ C ist exakt und daraus folgt

ker(j) = Im(i) ⇒ j i = 0 ⇒ j• i• = 0 ⇒ Im(i•) ⊂ ker(j•) .

b. Im(j•) ⊂ ker(∂•): aus der Injektivität von i folgt

[b] ∈ Hn(B) ⇒ ∂b = 0 ⇒ ∂b = i(a) = 0 mit a ∈ An−1 ⇒ a = 0 ,

∂•j•[b] = [a] = 0 ⇒ Im(j•) ⊂ ker(∂•) .
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c. Im(∂•) ⊂ ker(i•):

[b] ∈ Hn(B) ⇒ ∂b = 0 , [c] ∈ Hn(C) , [a] ∈ Hn−1(A) und

[c] ∂•−→ [a] i•−→ i•[a] = [i(a)] = [∂b] = 0 ⇒ Im(∂•) ⊂ ker(i•) .

d. ker(j•) ⊂ Im(i•): sei [b] ∈ ker(j•) ⊆ Hn(B), dann ist b ein Zyklus aus Bn, der durch
j auf eine Randkette j(b) ∈ Cn abgebildet wird, denn [j(b)] = 0 = ker(j•). Wegen
der Kommutativität des Kettenkompexes gibt es ein c′ ∈ Cn+1 mit j(b) = ∂c′. Weil j
surjektiv ist gibt es aber auch ein b′ ∈ Bn+1 mit c′ = j(b′). Damit folgt

j(b− ∂b′) = j(b)− j(∂b′) = j(b)− ∂j(b′) = j(b)− ∂c′ = j(b)− j(b) = 0 .

Also ist b− ∂b′ ∈ ker(j) = Im(i) und damit gibt es ein a ∈ An mit i(a) = b− ∂b′. Weil
b ein Zyklus ist folgt

i(∂a) = ∂i(a) = ∂(b− ∂b′) = ∂b = 0 .

Weil i injektiv ist folgt ∂a = 0 und damit ist a ∈ An ein Zyklus. Also gilt für [b] ∈ ker(j•)

[b] = [b− ∂b′] = [i(a)] = i•[a] ⇒ ker(j•) ⊂ Im(i•) .

e. ker(∂•) ⊂ Im(j•): sei [c] ∈ ker(∂•) ⊆ Hn(C), dann gilt für [a] = ∂•[c] ∈ Hn−1(A), daß
a eine Randkette in An−1 ist, d.h. es gibt ein a′ ∈ An mit a = ∂a′. Weiter gilt aufgrund
der Konstruktion von ∂• für b ∈ Bn der Zusammenhang ∂b = i(a) und damit folgt:

∂(b− i(a′)) = ∂b− ∂i(a′) = ∂b− i(∂a′) = ∂b− i(a) = 0 .

Also ist b− i(a′) ein Zyklus in Bn, und wegen

j(b− i(a′)) = j(b)− ji(a′) = j(b) = c ∈ Cn ⇒

j• : [b− i(a′)] 7→ [c] ⇒ ker(∂•) ⊂ Im(j•) .

f. ker(i•) ⊂ Im(∂•): sei [a] ∈ ker(i•) ⊆ Hn−1(A) mit einem Zyklus a ∈ An−1. Deshalb
und wegen der Konstruktion von ∂• gibt es ein b ∈ Bn mit ∂b = i(a). Dann ist

∂j(b) = j(∂b) = j(i(a)) = 0

und damit ist j(b) ein Zyklus aus Cn mit

∂• : [j(b)] 7→ [a] ⇒ ker(i•) ⊂ Im(∂•) . 2

Das folgende berühmte Fünfer-Lemma der algebraischen Topologie sieht zunächst ein-
mal nur recht technisch aus, stellt aber in vielen Zusammenhängen ein starkes Werkzeug
dar und erleichtert zahlreiche Beweise. Wir werden dieses Lemma u.a. beim Beweis des
Isomorphismus von simplizialen und singulären Homologiegruppen anwenden.
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Lemma 21.3.2 (Fünfer-Lemma)

A

α
��

i
// B

β
��

j
// C

γ
��

k
// D

δ
��

l
// E

ε
��

A′
i′
// B′

j′

// C ′
k′
// D′

l′
// E ′

Dieses Diagramm sei ein kommutatives Diagramm zwischen den additiven, abelschen
Gruppen A,A′, B,B′, C, C ′, D,D′, E, E’, wobei beide Zeilen exakte Sequenzen seien.
Weiter seien von den fünf Gruppenhomomorphismen α, β, γ, δ, ε gerade α, β, δ, ε Iso-
morphismen. Dann ist auch γ ein Isomorphismus.

Beweis: Der Beweis gliedert sich in 2 Teile und ist ein schönes Beispiel für die sog.
Diagrammjagd:
1. γ ist surjektiv, wenn β, δ surjektiv und ε injektiv sind,
2. γ ist injektiv, wenn β, δ injektiv und α surjektiv sind.
1. Sei c′ ∈ C ′, dann gibt es ein d ∈ D mit k′(c′) = δ(d), da δ surjektiv ist. Weiter
ist εl(d) = l′δ(d) = l′k′(c′) = 0, da die untere Zeile exakt ist, d.h. Im(k′) = ker(l′).
Da ε injektiv ist, ist also auch l(d) = 0. Wegen der Exaktheit der oberen Zeile, d.h.
Im(k) = ker(l), gibt es also eine c ∈ C mit d = k(c). Jetzt betrachtet man c′ − γ(c)
unter dem Homomorphismus k′ und erhält

k′(c′ − γ(c)) = k′(c′)− k′(γ(c)) = k′(c′)− δ(k(c)) = k′(c′)− δ(d) = 0 .

Wegen der Exaktheit der unteren Zeile, d.h. Im(j′) = ker(k′), gibt es also ein b′ ∈ B′
mit c′ − γ(c) = j′(b′). Weil β surjektiv ist gibt es ein b ∈ B mit b′ = β(b). Weil γ ein
Homomorphismus ist folgt

γ(c+ j(b)) = γ(c) + γ(j(b)) = γ(c) + j′(β(b)) = γ(c) + j′(b′) = c′ ,

d.h. zu jedem c′ ∈ C ′ existiert mit (c+j(b)) ∈ C ein Element aus C das auf c′ abgebildet
wird und also ist γ surjektiv.
2. Sei jetzt c ∈ ker(γ), also γ(c) = 0. Weiter ist δ(k(c)) = k′(γ(c)) = 0 und da δ injektiv
ist folgt k(c) = 0. Wegen der Exaktheit der oberen Zeile, d.h. Im(j) = ker(k), gibt es
ein b ∈ B mit c = j(b). Für β(b) gilt dann

j′(β(b)) = γ(j(b)) = γ(c) = 0 .

Wegen der Exaktheit der unteren Zeile, d.h. Im(i′) = ker(j′), gibt es ein a′ ∈ A′ mit
β(b) = i′(a′). Da α surjektiv ist gibt es ein a ∈ A mit a′ = α(a).

β(i(a)− b) = β(i(a))− β(b) = i′(α(a))− β(b) = i′(α′)− β(b) = 0 .

Weil β injektiv ist folgt i(a) − b = 0, oder b = i(a). Wegen der Exaktheit der oberen
Zeile, d.h. Im(i) = ker(j), folgt c = j(b) = j(i(a)) = 0. Damit besteht der ker(γ) nur
aus c = 0 und also ist γ injektiv. 2
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21.4 Relative singuläre Homologiegruppen

Wir wiederholen zunächst die einführenden Sätze aus dem Abschnitt über relative sim-
pliziale Homologiegruppen, die hier bei relativen singulären Homologiegruppen gleicher-
maßen gültig sind.
Manchmal erhält man in der Mathematik einfachere Strukturen indem man auf gewisse
Informationen verzichtet. So ist es auch in der algebraischen Topologie immer wieder
hilfreich einen topologischen Raum modulo eines Teilraums zu untersuchen. Im Fall der
Homologiegruppen gelangt man so zu den relativen Homologiegruppen.

Definition 21.4.1 Sei X ein topologischer Raum, A ⊂ X ein nichtleerer, abgeschlos-
sener Teilraum, dann heißt (X,A) ein Raumpaar. Eine stetige Abbildung f : X → Y
mit A ⊂ X, B ⊂ Y und f(A) ⊆ B nennt man eine stetige Abbildung von Raumpaaren
f : (X,A)→ (Y,B).

Sei X ein topologischer Raum, A ⊂ X ein Teilraum, Cr(X) eine r-Kettengruppe, dann
kann man eine relative r-Kettengruppe als die Ketten von X modulo der Ketten von
A definieren, genauer gesagt

Cr(X,A) ..= Cr(X)/Cr(A) . (21.4.1)

Die Elemente von Cr(X,A) sind also die Klassen
[sr] ..= {sr + sr,A | sr ∈ Cr(X) fixiert, sr,A ∈ Cr(A)}.
Der Randoperator ∂r : Cr(X) → Cr−1(X) wirkt per Definition auf Ketten von A in
gleicher Weise ∂r : Cr(A) → Cr−1(A) wie auf Ketten von X. Damit induziert er einen
relativen Randoperator, den wir der Einfachheit halber auch wieder mit ∂r bezeichnen,
also

∂r : Cr(X,A)→ Cr−1(X,A) . (21.4.2)

Da ∂r∂r+1 = 0 für Cr(X) und Cr(A) gültig ist, gilt dies auch für die Klassen [sr], also
für Cr(X,A).
Relative r-Zyklen und relative r-Randketten werden dann definiert als:

Zr(X,A) ..= {α |α ∈ Cr(X), ∂rα ∈ Cr−1(A)} , (21.4.3)

Br(X,A) ..= {β = ∂r+1γ + δ | γ ∈ Cr+1(X), δ = Cr(A)} . (21.4.4)

Damit kann man relative Homologiegruppen wie üblich definieren als:

Hr(X,A) ..= Zr(X,A)/Br(X,A) = ker(∂r)/ Im(∂r+1) . (21.4.5)

Das heißt, die Klassen von Hr(X,A) bestehen aus relativen r-Zyklen modulo relativen
r-Randketten.
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Wenn man jetzt die folgende kurze Sequenz

0 −→ Cr(A) i−→ Cr(X) j−→ Cr(X,A) −→ 0 (21.4.6)

betrachtet, dann stellt man fest, daß dies eine kurze exakte Sequenz analog zu 21.3.2
ist, denn die Inklusion i : Cr(A) ↪→ Cr(X) ist injektiv und die Projektion j : Cr(X)→
Cr(X,A) = Cr(X)/Cr(A) ist surjektiv. Wenn man mittels ∂ aus dieser kurzen exakten
Sequenz für Cr den entsprechenden kurzen exakten Kettenkomplex macht:

...

∂

��

...

∂

��

...

∂

��

0 // Cr (A)

∂

��

i
// Cr (X)

∂

��

j

// Cr (X,A)

∂

��

// 0

0 // Cr−1(A)

∂
��

i
// Cr−1(X)

∂
��

j

// Cr−1(X,A)

∂
��

// 0

... ... ...

dann entspricht diesem die folgende lange exakte Sequenz der Homologiegruppen (siehe
21.3.3):

. . . → Hr(A) i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X,A) ∂•−→ Hr−1(A) i•−→ Hr−1(X) → . . . −→ 0
(21.4.7)

In diesem konkreten Fall erkennt man auch leicht die Bedeutung des Randoperators
∂• : Hr(X,A)→ Hr−1(A) :

[α0] ∈ Hr(X,A) ⇒ α0 = α + ∂r+1γ + δ

mit α ∈ Cr(X), ∂rα ∈ Cr−1(A), γ ∈ Cr+1(X), δ = Cr(A) ,

∂rα0 = ∂rα + ∂r∂r+1γ + ∂rδ = (∂rα + ∂rδ) ∈ Cr−1(A) ,

d.h. ∂r•[α0] = [∂rα0] ∈ Hr−1(A).

Beispiel: Wir hatten in 21.2.11 für einen topologischen Raum P = {p0}, der nur
aus dem Punkt p0 besteht, gefunden, daß für alle Homologiegruppen mit r > 0 gilt:
Hr(P ) = 0. Zusammen mit 21.4.7 ergibt sich für r > 0:

. . . → Hr(P ) i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X,P ) ∂•−→ Hr−1(P ) i•−→ Hr−1(X) → . . . −→ 0 d.h.
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. . . → 0 i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X,P ) ∂•−→ 0 i•−→ Hr−1(X) → . . . −→ 0.

Weil diese lange Sequenz exakt ist gilt Im(ir•) = ker(jr•) = 0, und das heißt, daß für
r > 0 gilt:

Hr(X) ' Hr(X,P ) . (21.4.8)
2

Wir hatten oben gesehen, daß eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen den topo-
logischen Räumen X und Y Kettenabbildungen fr∗ : Cr(X) → Cr(Y ) zwischen den
entsprechenden r-Kettengruppen induziert, die mit dem Randoperator kommutieren:
f∗∂ = ∂f∗, oder ausführlicher fr−1∗∂r = ∂rfr∗. Dies läßt sich nun unschwierig auf den
Fall der relativen Homologiegruppen verallgemeinern. Sei f : (X,A) → (Y,B), d.h.
f : X → Y mit f(A) ⊆ B, dann folgt aus fr∗ : Cr(X) → Cr(Y ) auch fr∗ : Cr(A) →
Cr(B), also gibt es eine wohldefinierte Abbildung zwischen den Quotientenräumen, die
wir wieder fr∗ nennen:

fr∗ : Cr(X)/Cr(A) = Cr(X,A)→ Cr(Y )/Cr(B) = Cr(Y,B) . (21.4.9)

Eine andere Verallgemeinerung betrifft die Erweiterung von Raumpaaren (X,A) auf
Raumtripel (X,A,B) mit B ⊂ A ⊂ X. Seien i und j die Inklusionen

i : (A,B) ↪→ (X,B) und j : (X,B) ↪→ (X,A) , (21.4.10)

dann ist

0 −→ Cr(A,B) i∗−→ Cr(X,B) j∗−→ Cr(X,A) −→ 0 (21.4.11)

eine kurze exakte Sequenz, denn i∗ : Cr(A)/Cr(B) → Cr(X)/Cr(B) ist injektiv und
j∗ : Cr(X)/Cr(B)→ Cr(X)/Cr(A) ist surjektiv. Also gibt es eine lange exakte Sequenz
der Homologiegruppen (siehe 21.3.3):

. . .→ Hr(A,B) i•−→ Hr(X,B) j•−→ Hr(X,A) ∂•−→ Hr−1(A,B) i•−→ Hr−1(X,B) → . . .
(21.4.12)

Den konkreten Tripel-Randoperator ∂• kann man aus den Abbildungen der folgenden
beiden Homologiesequenzen für (X,A) und (A,B) bestimmen:

. . . → Hr(A) i1•−−→ Hr(X) j1•−−→ Hr(X,A) ∂1•−−→ Hr−1(A) i1•−−→ Hr−1(X) → . . .

. . . → Hr(B) i2•−−→ Hr(A) j2•−−→ Hr(A,B) ∂2•−−→ Hr−1(B) i2•−−→ Hr−1(A) → . . . .

Daraus folgt

∂• : Hr(X,A)→ Hr−1(A,B) ⇒

∂• = j2• ◦ ∂1• : Hr(X,A) ∂1•−−→ Hr−1(A) j2•−−→ Hr−1(A,B) . (21.4.13)
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21.5 Der Homotopiesatz

Wir hatten in 20.4.14 festgestellt, daß die simplizialen Homologiegruppen Hr(K) zwei-
er homöomorpher topologischer Räume zueinander isomorph sind. Jetzt soll gezeigt
werden, daß sogar die singulären Homologiegruppen zweier homotop-äquivalenter Räu-
me zueinander isomorph sind. Dies ist einer der Hauptsätze im Gebiet der singulären
Homologie.
Das Hilfsmittel zum Beweis des Homotopiesatzes ist die folgende Konstruktion der Ket-
tenhomotopie. Die Kettengruppen C und C ′ und die Ketten-Homomorphismen ∂, f , g
mögen einen kommutativen Kettenkomplex bilden. Wenn nun in diesem Kettenkom-
plex zusätzlich noch ein Homomorphismus Pr : Cr → C ′r+1 existiert, dessen Wirkung
im Ketten-Diagramm nicht kommutativ ist, sondern die folgende Bedingung erfüllt

f ' g :⇔ ∂Pr(c) + Pr−1∂(c) = fr(c)− gr(c) mit c ∈ Cr , (21.5.1)

dann heißen die Ketten-Homomorphismen f und g kettenhomotop.

. . .
∂
// Cr+1

P

}}

gf
��

∂
// Cr

P

||
gf
��

∂
// Cr−1

P

||
gf
��

∂
// . . .

P

}}

. . .
∂
// C ′r+1

∂
// C ′r

∂
// C ′r−1

∂
// . . .

Diese Kettenhomotopie ist eine Äquivalenzrelation in der Menge der Kettenabbildun-
gen, denn wenn ein P existiert, so daß für beliebige f und g gilt: f ' g, dann gilt
natürlich auch f ' f und g ' f . Die Transitivität sieht man so:

fr, gr : Cr → C ′r und ∂Pr + Pr−1∂ = fr − gr ⇒

f ′r : C ′r → C ′′r ⇒ f ′r∂Pr + f ′rPr−1∂ = f ′r ◦ (fr − gr) ⇒

∂f ′r+1Pr + f ′rPr−1∂ = f ′r ◦ fr − f ′r ◦ gr ⇒

(f ′r+1Pr) : Cr → C ′′r+1 mit f ′r ◦ fr ' f ′r ◦ gr .

Und ebenso:

f ′r, g
′
r : C ′r → C ′′r und ∂P ′r + P ′r−1∂ = f ′r − g′r ,

gr : Cr → C ′r ⇒ ∂P ′rgr + P ′r−1∂gr = (f ′r − g′r) ◦ gr ⇒

∂P ′rgr + P ′r−1gr−1∂ = f ′r ◦ gr − g′r ◦ gr ⇒
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(P ′rgr) : Cr → C ′′r+1 mit f ′r ◦ gr ' g′r ◦ gr .

Damit existiert ein P̃r ..= (f ′r+1Pr + P ′rgr) : Cr → C ′′r+1 mit

∂P̃ r + P̃ r−1∂ = f ′r ◦ fr − f ′r ◦ gr + f ′r ◦ gr − g′r ◦ gr = f ′r ◦ fr − g′r ◦ gr ⇒

f ′r ◦ fr ' g′r ◦ gr .

Warum interessiert man sich überhaupt für einen solchen Operator P , der eine Äqui-
valenzrelation unter den Kettenabbildungen f, g : C → C ′ vermittelt?

Lemma 21.5.1 1. Sei c ∈ Cr ein Zyklus für den die Bedingung der Kettenhomotopie

∂Pr(c) + Pr−1∂(c) = ∂Pr(c) = fr(c)− gr(c)

erfüllt sei, dann gilt

f ' g ⇒ f• = g• : Hr(C)→ Hr(C ′) .

2. Man spricht von Kettenhomotopie-Äquivalenz, wenn es für beliebige f : C → C ′ eine
homotopie-inverse Kettenabbildung g : C ′ → C gibt, d.h. wenn gilt

g ◦ f ' 1C und f ◦ g ' 1C′ .

Eine homotopie-äquivalente Abbildung f induziert eine isomorphe Abbildung f• zwi-
schen den entsprechenden Homologiegruppen, d.h. f• : Hr(C)→ Hr(C ′) ist isomorph.

Beweis: 1. Sei c ∈ Cr ein Zyklus, dann ist ja ∂c = 0, und dann wird aus der Bedingung
für die Kettenhomotopie

∂Pr(c) = fr(c)− gr(c) ,

d.h. fr(c)− gr(c) ist ein Rand.
Also gilt für die Homologieklassen in Hr(C ′) = Zr(C ′)/Br(C ′) in C ′ die Gleichheit
[fr(c)] = [gr(c)]. Und das bedeutet

f ' g ⇒ f• = g• : Hr(C)→ Hr(C ′) .

2. Jetzt gebe es für f : C → C ′ eine homotopie-inverse Abbildung, d.h. es existiere ein
g : C ′ → C mit

g ◦ f ' 1C und f ◦ g ' 1C′ .

Daraus folgt

g ◦ f ' 1C ⇒ (g ◦ f − 1C) ist Rand ⇒
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[g ◦ f ]C = [1]C ⇒ (g ◦ f)•Hr(C) = (g• ◦ f•)Hr(C) = Hr(C) ⇒

f• ist injektiv , g• ist surjektiv ,

und ebenso

f ◦ g ' 1C′ ⇒ (f ◦ g − 1C′) ist Rand ⇒

[f ◦ g]C′ = [1]C′ ⇒ (f ◦ g)• = (f• ◦ g•)Hr(C ′) = Hr(C ′) ⇒

g• ist injektiv , f• ist surjektiv .

Also ist f• = g−1
• ein Isomorphismus. 2

Satz 21.5.3 (Homotopiesatz) Seien X und Y zwei topologische Räume und f, g :
X → Y zwei stetige, homotope Abbildungen, f∗, g∗ : Cr(X) → Cr(Y ) die entspre-
chenden homotopen Kettenabbildungen. Dann induzieren f und g, bzw. f∗ und g∗, den
gleichen Homomorphismus f• = g• : Hr(X) → Hr(Y ) zwischen den entsprechenden
Homologiegruppen.
Wenn f : X → Y eine Kettenhomotopie-Äquivalenz ist, d.h. wenn zur Kettenabbildung
f∗ die homotopie-inverse Kettenabbildung f−1

∗ gibt, dann ist f• : Hr(X) → Hr(Y ) ein
Isomorphismus.

Beweis: Wir folgen hier dem Beweis von Hatcher (2001), S. 110 ff., weil er etwas ’geo-
metrischer’ ist, als der entsprechende Beweis von Stöcker u. Zieschang (1994). Die Idee
dieses Beweises ist es, von einem einfachen Simplex ∆r zunächst zu dem Produktraum
∆r× I mit I = [0, 1] überzugehen und dann diesen Produktraum in (r+ 1) abgeschlos-
sene Simplexe zu unterteilen, die nur Simplexflächen miteinander teilen.
1. Sei also ∆r × I gegeben mit

∆r × {0} ..= [v0, . . . , vr] und ∆r × {1} ..= [w0, . . . , wr] ,

und so daß die {vi} und die {wi} unter der Projektion ∆r × I → ∆r das gleiche Bild
haben, kurz gesagt also, daß alle wi über vi liegen. Jetzt kann man in ∆r × I die
folgenden Simplexe bilden

∆r,i ..= [v0, v1, . . . , vi, wi+1, . . . , wr] .

Nun hat ∆r,i ja die folgende eindeutige Darstellung

∆r,i = {p ∈ Rm | p =
i∑

k=0

ckvk +
r∑
k=i

ck+1wk ,
r+1∑
k=0

ck = 1 , ck ≥ 0} .
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Damit kann man die folgende ’Höhenfunktion’ auf den ∆r,i definieren:

ϕr,i : ∆r,i → I mit ϕr,i(∆r,i) ..=
r∑
i+1

ci .

Für die verschiedenen r-Simplexe ∆r,i erhalten wir also diese Folge von Höhen

0 = ϕr,r ≤ ϕr,r−1 ≤ . . . ≤ ϕr,0 ≤ ϕr,−1 = 1 .

Zwischen den r-Simplexen ∆r,i und ∆r,i−1 mit ϕr,i ≤ ϕr,i−1 können wir nun den folgen-
den (r + 1)-Simplex konstruieren

∆r+1,i ..= [v0, v1, . . . , vi, wi, wi+1, . . . , wr] .

All diese (r + 1) verschiedenen ∆r+1,i sind nach Konstruktion bis auf gemeinsame
Simplex-Seiten disjunkt, denn: sei p ein gemeinsamer Punkt von

◦
∆r+1,i und

◦
∆r+1,j,

mit i 6= j , dann gilt für p

p =
i−1∑
k=0

ckvk + civi + ci+1wi +
r∑

k=i+1

ck+1wk

!=
j−1∑
k=0

dkvk + djvj + dj+1wj +
r∑

k=j+1

dk+1wk ,

mit
r+1∑
k=0

ck = 1 , ck > 0 und
r+1∑
k=0

dk = 1 , dk > 0 .

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellungen sind alle ck = dk, mit Ausnahme von
ci, ci+1, dj, dj+1 und damit folgt

civi + ci+1wi = djvj + dj+1wj

Dies ist aber ein Widerspruch, da für i 6= j die Strecken viwi und vjwj disjunkt sind,
also haben

◦
∆r+1,i und

◦
∆r+1,j keinen gemeinsamen Punkt p.

Da die ϕr,i eine Zerlegung der 1 erzeugen, füllen die ∆r+1,i auch ∆r× I vollständig aus.

2. Der Gedanke ist nun, von ∆r überzugehen zu ∆r × I, dieses als Summe der ∆r+1,i
zu betrachten und hierauf die Homotopie zu erklären und zu untersuchen.
Sei sr ein singulärer Simplex, also

sr : ∆r → X , ∆r = [v0, . . . , vr] ,
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dann soll mit sr |∆r = sr | [v0, . . . , vi, vi+1, . . . , vr] die Einschränkung von sr auf ∆r

bezeichnet werden. Weiter sei eine Homotopie F : X × I → Y gegeben, d.h. F (x, 0) ..=
f(x) und F (x, 1) ..= g(x).

F ◦ (sr × 1) : ∆r × I → F (X × I) = Y ,

Mit Hilfe der Homotopie F wird nun der Prisma-Operator definiert als Pr : Cr(X) →
Cr+1(Y ) von der Kettengruppe Cr(X) nach der Kettengruppe Cr+1(Y ).

Pr(sr | [v0, . . . , vr]) ..=
r∑
i=0

(−1)i F ◦ (sr × 1) | [v0, . . . , vi, wi, . . . , wr] .

Jetzt soll ∂Pr + Pr−1∂ = g∗r − f∗r gezeigt werden:

∂Pr(sr) =
r∑
i=0

i∑
j=0

(−1)i(−1)j F ◦ (sr × 1) | [v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wi, . . . , wr]

+
r∑
i=0

r∑
j=i

(−1)i(−1)j+1 F ◦ (sr × 1) | [v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj, . . . , wr] .

Jetzt betrachten wir die Terme mit i = j und stellen fest, daß sich alle diese Terme mit
Ausnahme der beiden Randterme gegenseitig aufheben. Die beiden Randterme sind:

(−1)0(−1)0 F ◦ (sr × 1) | [v̂0, w0, . . . , wr] = F ◦ (sr × {1}) | [v̂0, w0, . . . , wr]

= g ◦ sr | [w0, . . . , wr] = g∗(sr) | [w0, . . . , wr] .

(−1)r(−1)r+1 F ◦ (sr × 1) | [v0, . . . , vr, ŵr] = −F ◦ (sr × {0}) | [v0, . . . , vr, ŵr]

= −f ◦ sr | [v0, . . . , vr] = −f∗(sr) | [v0, . . . , vr] .

Für Pr−1∂(sr) ergibt sich:

∂sr | [v0, . . . , vr] =
r∑
j=0

(−1)jsr | [v0, . . . , v̂j, vj,+1 . . . , vr] ,

Pr−1∂(sr) =
r∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)i−1(−1)j F ◦ (sr × 1) | [v0, . . . , v̂j, . . . vi, wi, . . . , wr]

+
r∑
i=0

r∑
j=i+1

(−1)i(−1)j F ◦ (sr × 1) | [v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj, . . . , wr] .

Man würde ja eigentlich bei einem Prisma-Operator Pr−1 eine Summation
∑r−1

i=0 erwar-
ten, und das könnte man natürlich leicht durch eine Umsortierung unter Auslassung
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von v̂j und ŵj erreichen. Man nimmt diese Umsortierung hier aber deshalb nicht vor,
weil man ja im nächsten Schritt Pr∂(sr) mit ∂Pr(sr) vergleichen möchte. Dabei zeigt
sich sofort, daß −Pr−1∂(sr) gleich den ∂Pr(sr)|i 6=j Termen ist und damit folgt:

∂Pr(sr) + Pr−1∂(sr) = gr∗(sr)− fr∗(sr) .

Mit dem obigen Lemma zur Kettenhomotopie und einer Umbenennung f ↔ g folgt die
Behauptung. 2

Folgerung: Sei A ⊂ X ein Deformationsretrakt, dann ist die Einbettung i : A → X
ein Isomorphismus, und dann folgt mit dem obigen Homotopie-Satz, daß i∗ : Hr(A)→
Hr(X) ein Isomorphismus ist. Wenn also ein topologischer Raum X wegzusammenhän-
gend und damit homotop zu einem Unterraum A ..= {p0} ist, der nur aus dem Punkt
p0 ∈ X besteht, dann folgt mit 21.2.11:

H0(X) ' H0({p0}) = G , Hr(X) ' Hr({p0}) = ∅ für r > 0} . (21.5.2)

Korollar 21.5.5 Der obige Homotopiesatz läßt sich auf relative Homologiegruppen ver-
allgemeinern:
seien X und Y zwei topologische Räume und f, g : X → Y zwei homotope Abbildungen,
seien weiter A ⊂ X, B ⊂ Y mit f, g : A → B, dann induzieren f und g den glei-
chen Homomorphismus f• = g• : Hr(X,A) → Hr(Y,B) zwischen den entsprechenden
relativen Homologiegruppen.

Beweis: Wenn man sich den obigen Beweis anschaut, dann sieht man, daß die Homo-
topie F : X × I → Y mit F (x, 0) ..= f(x) und F (x, 1) ..= g(x) in gleicher Weise auch
für die Einschränkung F : A × I → B gilt. Daher läßt sich auch der Prisma-Operator
Pr : Cr(X) → Cr+1(Y ) auf Pr : Cr(A) → Cr+1(B) einschränken. Nun kann man eine
neue Homotopie F̃ : (X/A)× I → (Y/B) mit F̃ (x, 0) ..= f(x) und F̃ (x, 1) ..= g(x) und
einen neuen Prisma-Operator

P̃ r :Cr(X,A) = Cr(X)/Cr(A)→ Cr+1(Y,B) = Cr+1(Y )/Cr+1(B)

definieren und damit den Beweis f• = g• : Hr(X,A)→ Hr(Y,B) wie oben führen. 2

Wir hatten im obigen Homotopiesatz gesehen, daß die homotopen Kettenabbildungen
f∗, g∗ : Cr(X) → Cr(Y ) den gleichen Homomorphismus f• = g• : Hr(X) → Hr(Y )
zwischen den entsprechenden Homologiegruppen induzieren. Zentral für den Beweis war,
daß man für die homotopen Kettenabbildungen f∗, g∗ einen Operator Pr : Cr → C ′r+1
mit

∂Pr(c) + Pr−1∂(c) = fr∗(c)− gr∗(c) mit c ∈ Cr
konstruieren konnte. Stöcker u. Zieschang (1994) nutzen eine verwandte, aber rein alge-
braische Konstruktion, die nicht nur für den Beweis des Homotopiesatzes geeignet ist,
sondern sich auch sehr schön beim Beweis des unten folgenden Ausschneidungssatzes
anwenden läßt. Diese Aussage stellen wir im folgenden Lemma vor.
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Lemma 21.5.7 Seien f∗, g∗ : C(X) → C(X × I) sog. natürliche Kettenabbildungen,
d.h. Kettenabbildungen für welche das folgende Diagramm für jede stetige Funktion
h : X → Y kommutativ ist:

C(X)

h∗
��

f∗

g∗

// C(X×I)

(h×1)∗
��

C(Y )
f∗

g∗

// C(Y×I)

Weiter gelte f• = g• : H0(X) → H0(X × I) und f• = g• : H0(Y ) → H0(Y × I), dann
sind f∗ und g∗ kettenhomotop, d.h. dann existiert ein natürlicher Homomorphismus
Qr : Cr(X)→ Cr+1(X × I) mit

∂r+1Qr +Qr−1∂r = f∗ − g∗ auf Cr(X) .

Beweis: Der Beweis konstruiert zunächst Operatoren Qr : Cr(∆r) → Cr+1(∆r × I)
mittels Induktion auf gewöhnlichen Simplexen ∆r und erweitert dann das Ergebnis
mittels sr : ∆r → X auf X.

Cr(∆r)

sr∗
��

Qr
// Cr+1(∆r×I)

(sr×1)∗
��

Cr(X)

h∗
��

Qr
// Cr+1(X×I)

(h×1)∗
��

Cr(Y )
Qr
// Cr+1(Y×I)

Für r < 0 setzen wir Qr ..= 0. Nun nehmen wir an, daß für alle j < r die Qj bereits
konstruiert seien. Wir beginnen mit dem einfachen simplizialen Fall X = ∆r. Sei ϕ ..=
f∗ − g∗. Gesucht wird ein Qr mit

Qr(∆r) = cr+1 ∈ Cr+1(∆r × I) mit ∂r+1cr+1 = −Qr−1∂r(∆r) + ϕ(∆r) .

Für den Induktionsanfang r = 0 gilt nach Voraussetzung für die Klasse [ϕ(∆0)]

[0] = [f•((∆0))− g•((∆0))] = [ϕ(∆0)] ∈ H0(∆0 × I) und

c0 ..= ϕ(∆0) ∈ [0] ⇒ c0 ∈ Z0(∆0 × I) und c0 ∈ B0(∆0 × I) ,
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also gibt es ein c1 ∈ C1(∆0 × I) mit ∂1c1 = c0, also ist c0 Zyklus und Rand.
Für r > 0 ist Cr+1(∆r × I) eine konvexe Teilmenge von Rr+2 und also azyklisch, d.h.
jeder Zyklus cr ∈ Zr(∆r × I) ist auch Rand. Um

∂r+1cr+1 = −Qr−1∂r(∆r) + ϕ(∆r)

induktiv zu beweisen, genügt es also zu zeigen, daß die rechte Seite, die wir cr nennen
wollen,

cr ..= −Qr−1∂r(∆r) + ϕ(∆r)

ein Zyklus ist, und das sieht man folgendermaßen:

nach Induktionsannahme gilt : ∂rQr−1 +Qr−2∂r−1 = ϕ ⇒

∂r(−Qr−1∂r(∆r) + ϕ(∆r)) = −(ϕ−Qr−2∂r−1)∂r(∆r) + ϕ∂r(∆r) = 0 .

Jetzt soll Qr : Cr(∆r)→ Cr+1(∆r × I) mittels sr : ∆r → X verallgemeinert werden auf
Qr : Cr(X)→ Cr+1(X × I). Sei also cr ∈ Zr(∆r × I) ein Zyklus, der zugleich Rand ist,
d.h. es gibt ein cr+1 ∈ Cr+1(∆r × I) mit ∂r+1cr+1 = cr. Dann definiert man

sr × 1 :∆r × I → X × I ,

Qr(sr) ..= (sr × 1)∗(cr+1) .

Es bleibt zu zeigen, daß dieses Qr auch tatsächlich eine Kettenhomotopie ist.

∂r+1Qr(sr)(∆r) = ∂r+1(sr × 1)∗(cr+1) = (sr × 1)∗(∂r+1cr+1)

= (sr × 1)∗(cr) = (sr × 1)∗(−Qr−1∂r(∆r) + ϕ(∆r))

= −Qr−1sr∂r(∆r) + srϕ(∆r) = −Qr−1∂rsr(∆r) + ϕsr(∆r)

= −Qr−1∂rsr(∆r) + ϕsr(∆r) ⇒

∂r+1Qr(sr) = −Qr−1∂rsr + ϕsr . 2

21.6 Der Ausschneidungssatz

Neben dem Homotopiesatz ist der Ausschneidungssatz der zweite grundlegende und
wichtige Satz in der Theorie der singulären Homologiegruppen. Wir folgen wieder
Stöcker u. Zieschang (1994) (S. 227 ff.).
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Satz 21.6.1 (Ausschneidungssatz) Seien U ⊂ A ⊂ X topologische Räume, wobei
die Abschießung von U im Innern von A liegen möge, d.h. Ū ⊂

◦
A, dann induziert die

Abbildung i : (X \U,A\U) ↪→ (X,A) Isomorphismen i• : Hr(X \U,A\U)→ Hr(X,A).

Nun gilt auf X = A ∪ (X \ U) für singuläre Ketten im Gegensatz zu simplizialen
Ketten, daß diese i.A. nicht die Summe zweier Ketten auf A und X \ U sind. Jedoch
ist es möglich, durch mehrfache baryzentrische Unterteilung der singulären Ketten zu
der gewünschten Additivität für singulären Ketten zu gelangen. Daher stützt sich der
Beweis des Ausschneidungssatzes ganz wesentlich auf die baryzentrische Unterteilung
(siehe Kapitel 20.3). Der Vorbereitung des Beweises dienen einige Definitionen und
Lemmata.

Definition 21.6.2 Sei ∆r = [e0, . . . , er] ein abgeschlossener r-dimensionaler Simplex
und Cr(∆r) eine simpliziale r-Kettengruppe, dann definiert man eine baryzentrische
Unterteilungskette ur ∈ Cr(∆r) rekursiv als

pr ..=
1

r + 1

r∑
i=0

ei , Schwerpunkt der ei ,

u0 ..= e0 , ur ..= pr ∗
r∑
i=0

(−1)i(δir−1)∗ur−1 für r ≥ 1 .

Dabei ist wie oben (21.2.6) δir−1 die Abbildung eines (r − 1)-Standardsimplex ∆r−1 =
[p0p1 . . . pr−1] auf die i-te Randseite von ∆r, also auf ∆i

r−1 = [p′0p′1 . . . p̂′i . . . p′r] und
(δir−1)∗ : Cr−1(∆r−1) → Cr−1(∆r) die Einbettung von ur−1 in den ’nächsthöheren Sim-
plex’. pr∗ ist die übliche Kegelkonstruktion (21.2.14). Nehmen wir als Beispiel den ein-
fachsten Fall r = 1, d.h. die Konstruktion von u1 aus u0:

p1 = 1
2(e0 + e1) , ∆1 = (e0, e1) ,

(δ0
0)∗u0 = (δ0

0)∗e0 = δ0
0(e0, e1) = (ê0, e1) = e1 ,

(δ1
0)∗u0 = (δ1

0)∗e0 = δ1
0(e0, e1) = (e0, ê1) = e0 ,

u1 = p1 ∗ e1 − p1 ∗ e0 .

Man transportiert also u0 auf die Seite von ∆1 und bildet dann den Kegel über den
unterteilten Rand mit der Kegelspitze p1.
Als nächstes überträgt man diese baryzentrische Unterteilung von einfachen Simple-
xen auf singuläre Simplexe und definiert mittels der baryzentrischen Unterteilungskette
einen Unterteilungsoperator.
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Definition 21.6.3 Seien die Abbildung sr : ∆r → X ein singulärer Simplex, c =∑
k gksr,k ∈ Cr(X) mit gk ∈ G eine r-Kette und ur ∈ Cr(∆r) eine baryzentrische

Unterteilungskette. Dann heißt die lineare Abbildung B : Cr(X)→ Cr(X) mit

B(c) ..=
∑
k

gkB(sr,k) mit B(sr) ..= sr∗(ur)

ein Unterteilungsoperator.

Dabei ist B(s0) = s0∗(u0) = s0∗(e0) = s0, also B = 10 auf C0(X).
Einige Eigenschaften dieses Unterteilungsoperators faßt das folgende Lemma zusam-
men.

Lemma 21.6.4
1. f : X → Y ⇒ f∗B = Bf∗, 2. ∂rB = B∂r , 3. B ' 1 : C(X)→ C(X) .

Beweis: 1. sr : ∆r → X ⇒ f∗B(sr) = f∗sr∗(ur) = (fsr)∗(ur) = B(fsr) = Bf∗(sr).
2. Für r = 0 ist ∂0 = 0. Für r = 1 und s1 : ∆1 → X gilt mit B = 10 auf C0(X):

∂1B(s1) = ∂1s1∗(u1) = s1∗(∂1u1) = s1∗(e1 − e0) = s1∗(e1)− s1∗(e0) = ∂1s1 = B(∂1s1) .

Für r ≥ 2 soll ein Induktionsbeweis geführt werden. Es gelte also ∂r−1B(sr−1) =
B∂r−1(sr−1). Nun kann man die Abbildung 1r : ∆r → ∆r als ein singuläres Simplex
des topologischen Raums ∆r auffassen, also 1r ∈ Cr(∆r). Dann gilt für den Rand

∂r(1r) =
r∑
i=0

(−1)i(1r−1 ◦ δir−1) =
r∑
i=0

(−1)i(δir−1) ,

sr : ∆r → X ⇒ sr∗ : Cr(∆r)→ Cr(X) ⇒ sr = sr ◦ 1r = sr∗(1r) .

B(∂r1r) = B(
r∑
i=0

(−1)i1r−1(δir−1)) =
r∑
i=0

(−1)i(δir−1)ur−1 ⇒

ur = pr ∗B(∂r1r) .

Damit folgt für ∂rB(sr):

∂rB(sr) = ∂rsr∗(ur) = sr∗(∂rur) = sr∗(∂r(pr ∗B(∂r1r)) .

Für den Rand des Kegels folgt mit 21.2.16:

∂rB(sr) = sr∗(B(∂r1r)− pr ∗ ∂r−1B(∂r1r)) .
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Mit der Induktionsannahme ∂r−1B = B∂r−1 folgt

∂rB(sr) = sr∗(B(∂r1r)− pr ∗ ∂r−1∂rB(1r)) = sr∗(B(∂r1r)) .

Mit 1. folgt

∂rB(sr1r) = B(sr∗(∂r1r)) = B(∂r(sr1r)) ⇒ ∂rB = B∂r .

3. Es seien die Inklusion i : X ↪→ X×I mit i(x) ..= (x, 0) und die Projektion p : X×I →
X mit p(x, t) ..= x gegeben. Aufgrund des Lemmas 21.5.7 gibt es eine Kettenhomotopie
Qr : Cr(X)→ Cr+1(X × I) zwischen den Abbildungen f∗ ..= i∗ ◦B und g∗ ..= i∗. Diese
Kettenhomotopie kann man nun von Cr+1(X × I) mittels p∗ nach Cr+1(X) projizieren
und erhält

Er ..= p∗ ◦Qr :Cr(X)→ Cr+1(X)

und damit

p∗(∂r+1Qr) + p∗(Qr−1∂r) = ∂r+1(p∗Qr) + p∗(Qr−1∂r) = p∗(i∗ ◦B)− p∗(i∗) ⇒

∂r+1Er + Er−1∂r = B − 1r ⇔: B ' 1r . 2

Als nächstes möchte man die baryzentrische Unterteilung iterieren:

Bk ..= B ◦B ◦ . . . ◦B mit k ≥ 1 .

Das folgenden Lemma zeigt, daß für eine Unterraumstruktur A ⊂ X eine baryzentrische
Unterteilung Bk eine singuläre Kette aus Cr(A) wieder nach Cr(A) abbbildet, und
ebenso Zyklen aus Zr(X) relativ zu A, d.h. Zyklen aus Zr(X,A), wieder auf Zr(X,A)
abgebildet werden.

Lemma 21.6.6 Sei A ⊂ X und k ≥ 1, dann gilt
1. Sei c ∈ Cr(A) ⇒ Bkc ∈ Cr(A),
2. Sei z ein Zyklus relativ A, d.h. z ∈ Zr(X,A), dann ist auch Bkz ∈ Zr(X,A), und
außerdem ist Bkz homolog zu z relativ A, d.h. [Bkz] = [z] ∈ Hr(X,A).

Beweis: 1. Die Punktmenge der Unterteilungskette |ur| ist gleich der Punktmenge des
Simplex |∆r|. Also folgt

sr : |∆r| → A ⇒ Bsr = sr∗(ur) ∈ Cr(A) ⇒

c ∈ Cr(A) ⇒ Bc ∈ Cr(A) .

2. Sei j die Inklusion j : A ↪→ X und sei Er : Cr(X)→ Cr+1(X) wie oben die projizierte
Kettenhomotopie Er = p∗ ◦Qr, so folgt mit j∗Er = Erj∗, daß j∗Er : Cr(A)→ Cr+1(A)
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gilt. Sei nun z ∈ Zr(X,A) ein Zyklus relativ A, dann ist z = z1 + z2, z1 ∈ Cr(X),
z2 ∈ Cr(A), ∂rz = ∂rz2 ∈ Cr−1(A). Aus der Kettenhomotopie B ' 1r folgt für Er:

∂r+1Erz = Bz − z − Er−1∂rz und Er−1∂rz ∈ Cr(A) ⇒

∂rBz = (∂rz + ∂rEr−1∂rz) ∈ Cr−1(A) ⇒ Bz ∈ Zr(X,A) .

Weiter gilt

Bz = z + ∂r+1Erz + Er−1∂rz .

Nun ist z ∈ Zr(X,A) und Er−1∂rz ∈ Cr(A) und damit (z + Er−1∂rz) ∈ Zr(X,A). Für
∂r+1Erz = ∂r+1(Erz1 + Erz2) folgt ∂r+1Erz1 ∈ ∂r+1Cr+1(X) = Br(X) und ∂r+1Erz2 ∈
Cr(A), also ist ∂r+1Erz ∈ Br(X,A). Also ist [Bz] = [z] ∈ Hr(X,A), d.h. Bz ist homolog
zu z relativ A. 2

Zentral für den Ausschneidungssatz ist das folgende Lemma, das zeigt, daß aus X =
U∪V für jede singuläre Kette c ∈ Cr(X) gilt Brc = u+v mit u ∈ Cr(U) und v ∈ Cr(V ),
wenn man nur bis zu einem entsprechend hohen Wert von k ≥ 1 der baryzentrischen
Unterteilung geht.

Lemma 21.6.8 Seien U und V eine offene Überdeckung von X, d.h. X = U∪V . Dann
gibt es für jede singuläre Kette c ∈ Cr(X) ein k ≥ 1, so daß Bkc = u+v mit u ∈ Cr(U)
und v ∈ Cr(V ).

Beweis: Wegen der Additivität in Cr(X) genügt es, dies für einen einzelnen singulären
Simplex sr : ∆r → X zu zeigen. U und V bilden eine offene Überdeckung von X
und entsprechend s−1

r (U) und s−1
r (V ) mit stetigem sr eine offene Überdeckung von

∆r. Nun liegt ∆r in Rn und also in einem metrischen Raum und daher konnten wir
im Zusammenhang mit Lemma 20.3.1 eine Metrik d(∆r) definieren und zeigen, daß
bei einem einfachen Simplex der Dimension m für die Größe eines Simplex der ersten
baryzentrischen Unterteilung gilt

d(∆(1)
r ) ≤ m

m+ 1 max{d(∆r)} .

Wenn man also ∆r genügend oft baryzentrisch unterteilt, dann kann man für jedes
vorgegeben ε > 0 die Größe d(∆(k)

r ) < ε machen - und damit erreichen, daß ∆(k)
r

entweder vollständig in s−1
r (U) oder vollständig in s−1

r (V ) liegt.
Nun kann man die Abbildung 1r : ∆r → ∆r als einen singulären Simplex im topologi-
schen Raum ∆r auffassen, also 1r ∈ Cr(∆r), und dann ist die singuläre Kette Bk(1r)
eine Linearkombination über die Abbildungen tl,r : ∆(k)

l,r → ∆r der diversen Untersim-
plizes ∆(k)

l,r in ∆r der k-ten baryzentrischen Unterteilung:

Bk(1r) =
∑
l

gltl,r mit tl,r(∆r) = ∆(k)
l,r , gl ∈ G .
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Für jedes Glied dieser Summe gilt d(∆(k)
l,r ) < ε und damit liegen die einzelnen Glieder

von Bk(1r) entweder in s−1
r (U) oder in s−1

r (V ). Jetzt wendet man Bk statt auf 1r auf
sr an und erhält

Bk(sr) = Bk(sr1r) = sr∗B
k(1r) = sr∗(

∑
l

gltl,r) =
∑
l

glsr(tl,r) ,

dessen einzelne Glieder also U oder in V liegen. Somit ist Bkc = u + v mit u ∈ Cr(U)
und v ∈ Cr(V ). 2

Mit Hilfe der obigen drei Lemmata kann man nun den für die singuläre Homologie so
wichtigen Ausschneidungssatz beweisen, den wir oben schon formuliert haben.

Beweis (Ausschneidungssatz): Seien U ⊂ A ⊂ X, Ū ⊂
◦
A, i : (X \ U,A \ U) →

(X,A) und i• : Hr(X \U,A \U)→ Hr(X,A). Zu zeigen ist, daß die i• Isomorphismen,
also surjektiv und injektiv sind.
1. i∗ surjektiv: es soll also gezeigt werden, daß es für jedes α ∈ Hr(X,A) ein β ∈
Hr(X \ U,A \ U) gibt mit α = i•(β). Seien α ∈ Hr(X,A) und z ∈ Zr(X,A) ein Zyklus
relativ A, d.h. z ∈ Cr(X) mit ∂rz ∈ Cr−1(A), und sei weiter z aus der Klasse α, d.h.
α = [z](X,A). Dann kann man mittels 21.6.4 solange baryzentrisch unterteilen, bis man

Bkz = a + x mit a ∈ Cr(
◦
A) und x ∈ Cr(

◦
X \ U) erreicht. Mit 21.6.6 folgt, daß mit

z ∈ Zr(X,A) auch Bkz ∈ Zr(X,A) ist und relativ A homolog zu z ist, d.h.

α = [z](X,A) ' [Bkz](X,A) .

Mit Bkz ∈ Zr(X,A) ist dann auch x ∈ Zr(X,A), und wegen ∂rz ∈ Cr−1(A) gilt für
∂rx, den Rand von x:

∂rx ∈ Cr−1(X \ U) und ∂rx = ∂rB
kz − ∂ra ∈ Cr−1(A) ⇒ ∂rx ∈ Cr−1(A \ U) .

Also ist x ∈ Cr(
◦

X \ U) ⊂ Cr(X \ U) ein Zyklus relativ zu A \ U . Es gibt also für jedes
α ∈ Hr(X,A) eine Klasse β ..= [x](X,A) ∈ Hr(X \ U,A \ U) mit α ' [x](X,A) = β, bzw.
α = i•(β).
2. i• injektiv: es soll gezeigt werden, daß aus β ∈ Hr(X \ U,A \ U) mit i•(β) = 0
folgt β = 0. Sei z ∈ Zr(X \ U,A \ U) ein Zyklus relativ A \ U mit β = [z](X\U,A\U).
Jetzt ist α = i•(β) ∈ Hr(X,A). Die Klasse α = 0 ∈ Hr(X,A) besteht aus relativen
Zyklen aus Zr(X,A), die gleichzeitig relative Randketten aus Br(X,A) sind. Also gibt
es für das obige z ∈ Zr(X \ U,A \ U) und ein beliebiges a ∈ Cr(A) ein c ∈ Cr+1(X)
mit ∂r+1c = z + a. Die Randkette c ∈ Cr+1(X) kann man jetzt baryzentrisch solange
unterteilen, bis man Bk(c) = x+ a′ mit x ∈ Cr+1(

◦
X \ U) und a′ ∈ Cr+1(

◦
A) erreicht ist.

Damit folgt für den Rand

∂r+1x+ ∂r+1a
′ = ∂r+1B

k(c) = Bk(∂r+1c) = Bkz +Bka .
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Für die Kette

y ..= Bkz − ∂r+1x = ∂r+1a
′ −Bka

folgt einerseits y ∈ Cr(X \U), weil z, ∂r+1x ∈ Cr(X \U), es folgt aber auch andererseits
y ∈ Cr(A), weil ∂r+1a

′, a ∈ Cr(A). Daraus folgt y ∈ Cr(A\U). Wegen Bk(z) = ∂r+1x+y
ist also Bkz ein Rand relativ A \ U , d.h. Bkz ∈ Br(X \ U,A \ U) und damit ist Bkz
ein Element der 0-Klasse von Hr(X \ U,A \ U). Nun sind Bkz und z homolog relativ
A, d.h. β = [z](X\U,A\U) ' [Bkz](X\U,A\U) = 0. 2

Mit Hilfe des Ausschneidungssatzes kann man auch relative Homologie-Gruppen durch
absolute Homologie-Gruppen ersetzen. Von diesem Satz wird in vielen Anwendungen
Gebrauch gemacht. Wir folgen wieder Hatcher (2001) (S. 124).

Korollar 21.6.11 Sei (X,A) ein Raumpaar mit A ⊂ X, dann ist

Hr(X,A) ' Hr(X/A) für r > 0 . (21.6.1)

Beweis: Als erstes konstruiert man über A einen Kegel mit Spitze p:

CA ..= (A× I)/(A× {0}) mit A = A× {1} , p = A× {0} ⇔

CA = {a× t+ p | a ∈ A, t ∈ [0, 1] ∈ R, } .

Dieser Raum CA ist einfach zusammenhängend und damit homotop zu einem Punkt
a0 ∈ A kontrahierbar. Damit gilt für r > 0:

Hr(X/A) ' Hr(X ∪ CA) .

Mit 21.4.8 und dem Ausschneidungssatz folgt

Hr(X ∪ CA) ' Hr(X ∪ CA,CA) ' Hr(X ∪ CA \ {p}, CA \ {p}) ,

und da CA \ {p} homotop auf A kontrahiert werden kann folgt also

Hr(X/A) ' Hr(X,A) . 2

Mit diesem Ergebnis kann man die lange exakte Sequenz der Homologie-Gruppen 21.4.7
für r > 0 jetzt ausschließlich mit absoluten Homologie-Gruppen formulieren:

. . . → Hr(A) i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X/A) ∂•−→ Hr−1(A) i•−→ Hr−1(X) → . . . (21.6.2)
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21.7 Mayer-Vietoris Sequenzen

Neben der obigen, langen exakten Sequenz der Homologie-Gruppen 21.6.2 gibt es eine
weitere lange exakte Sequenz von Homologie-Gruppen, die problemlos aus 21.6.2 abge-
leitet werden kann und die sich häufig leichter anwenden läßt, die sog. Mayer-Vietoris
Sequenz.

Satz 21.7.1 (Meyer-Vietoris) Seien X ein topologischer Raum (wie oben) und X1 ⊆
X, X2 ⊆ X eine offene Überdeckung von X, d.h. X = X1∪X2, dann gibt es die folgende,
lange exakte Sequenz von Homologiegruppen für r ≥ 0:

. . . → Hr(X1 ∩X2) i•−→ Hr(X1)⊕Hr(X2) j•−→ Hr(X) ∂•−→ Hr−1(X1 ∩X2) → . . .
(21.7.1)

Für den Randoperator ∂• : Hr(X)→ Hr−1(X1 ∩X2) gilt

∂•[c] =
{

[∂c1] auf X1 ,

[∂c2] auf X2 .
(21.7.2)

Beweis: Wir folgen wieder Stöcker u. Zieschang (1994) (S. 231) und Kriegl (2006) (S.
102 ff.).
1. Man betrachtet zunächst die Kettenkomplexe C ..= C(X), C1 ..= C(X1) ⊆ C(X),
C2 ..= C(X2) ⊆ C(X). Dann ist C(X1 ∩X2) = C1 ∩ C2 und C1 + C2 ⊆ C die Summe
der Kettenkomplexe C1 und C2. Weiter gilt

C1/(C1 ∩ C2) ' (C1 + C2)/((C1 ∩ C2) + C2) = (C1 + C2)/C2 .

Die Einbettung C1+C2 ↪→ C induziert eine injektive Einbettung (C1+C2)/C2 ↪→ C/C2,
also ist C1/(C1 ∩ C2) ↪→ C/C2 eine injektive Einbettung.
In 21.3.1 hatten wir gesehen, daß die folgende Sequenz

0 i−→ A
j−→ B

k−→ C
l−→ 0

genau dann exakt ist, wenn j injektiv, k surjektiv und ker(k) = Im(j) ist. Weiter
induziert k einen Isomorphismus k# : B/ Im(j) → C, und wenn j : A ↪→ B eine
Einbettung ist, dann ist A ' Im(j) und damit k# : B/A→ C ein Isomorphismus. Dies
wenden wir jetzt auf unseren obigen Fall an:
C1/(C1 ∩ C2) ↪→ C/C2 ist eine injektive Einbettung und

C/C2 → (C/C2)/(C1/(C1 ∩ C2)) ' (C/C2)/((C1 + C2)/C2) ' C/(C1 + C2)

ist also ein Isomorphismus. Damit ist die folgende Sequenz von Kettenkomplexen eine
kurze exakte Sequenz:

∅ → C1/(C1 ∩ C2) j−→ C/C2
k#−−→ C/(C1 + C2) → ∅ . (21.7.3)
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Dieser kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen entspricht die folgende lange ex-
akte Sequenz von Homologiegruppen

. . . → Hr(X1, X1 ∩X2) i•−→ Hr(X,X2) j•−→ Hr(X,X1 +X2)

∂•−→ Hr−1(X1, X1 ∩X2) → . . . , (21.7.4)

wobei die Bezeichnungsweise H(X,X1 + X2) anzeigen soll, daß die Homologiegruppen
H bzgl. ihres Arguments X1 +X2 aus dem Kettenkomplex C1 + C2 = C(X1) + C(X2)
gebildet wird.
Die beiden Kettenkomplexe C1/(C1 ∩C2) und C/C2 induzieren die Homologiegruppen
H(X1, X1 ∩X2) und H(X,X2) = H(X1 ∪X2, X2).
Aus dem Ausschneidungssatz 21.6.1 folgt, daß die Inklusion

(C1, C1 ∩ C2) ↪→ (C,C2) bzw. (X1, X1 ∩X2) ↪→ (X,X2) = (X1 ∪X2, X2)

einen Isomorphismus der entsprechenden Homologiegruppen induziert, d.h.

H(X1, X1 ∩X2) ' H(X,X2) .

Aus diesem Isomorphismus folgt dann mit 21.7.4, daß H(X,X1 +X2) = ∅ ist.
2. Jetzt kann man die folgende Sequenz betrachen

∅ → C1 + C2 → C → C/(C1 + C2) → ∅ . (21.7.5)

Wieder ist C1 +C2 ↪→ C eine Inklusion und C → C/(C1 +C2) ein Isomorphismus. Aus
der entsprechenden langen exakten Sequenz

. . . → Hr(X1 +X2) i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X,X1 +X2) ∂•−→ Hr−1(X1 +X2) → . . . .
(21.7.6)

folgt wegen H(X,X1 + X2) = ∅, daß H(X1 + X2) und H(X) isomorph sind, d.h.
H(X1 +X2) ' H(X).
3. Und schließlich betrachtet man die Sequenz

∅ → C1 ∩ C2
i−→ C1 ⊕ C2

j−→ C1 + C2 → ∅ , (21.7.7)

i : c 7→ (c,−c) , j : (c1, c2) 7→ c1 + c2 .

Diese kurze Sequenz ist exakt, denn i ist injektiv und

(c1, c2) ∈ ker(j) ⇒ c ..= c1 = −c2 ⇒ (c1, c2) = (c,−c) ∈ Im(i) .

Also ist auch die folgende lange Sequenz von Homologiegruppen exakt

. . . → Hr(X1 ∩X2) i•−→ Hr(X1)⊕Hr(X2) j•−→ Hr(X1 +X2)
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∂•−→ Hr−1(X1 ∩X2) → . . . ,

und wegen H(X1 +X2) ' H(X) ist dies äquivalent zu

. . . → Hr(X1 ∩X2) i•−→ Hr(X1)⊕Hr(X2) j•−→ Hr(X) ∂•−→ Hr−1(X1 ∩X2) → . . . .
(21.7.8)

4. zur expliziten Bestimmung des Randoperators ∂• betrachten wir die kurze exakte
Sequenz des Ketten-Komplexes:

...

∂

��

...

∂

��

...

∂

��

0 // Cr(X1∩X2)

∂

��

i
// Cr(X1)⊕Cr(X2)

∂

��

j

// Cr(X)

∂

��

// 0

0 // Cr−1(X1∩X2)

∂
��

i
// Cr−1(X1)⊕Cr−1(X2)

∂
��

j

// Cr−1(X)

∂
��

// 0

... ... ...

Sei [c] ∈ Hr(X), dann ist c = (c1 + c2) ∈ Cr(X) ein Zyklus, d.h. ∂c = 0. Da die Zeilen
im obigen kommutativen Diagramm exakte Sequenzen sind, ist j surjektiv, d.h. es gibt
für jedes c ∈ Cr(X) ein d ∈ Cr(X1) ⊕ Cr(X2) mit j : d → c, und zwar d = (c1, c2). Es
folgt

∂ ◦ j(d) =
{
∂(c) = 0 ,
j ◦ ∂(d) = j(∂(c1), ∂(c2)) = ∂c1 + ∂c2 ,

also ∂c1 = −∂c2 auf Cr−1(X). Damit existiert ein e ∈ Cr−1(X1 ∩X2) mit i(e) = ∂(d).
Wegen

∂ ◦ i(e) =
{
i(∂(e)) und i injektiv
∂2(d) = 0

folgt ∂e = 0, d.h. [e] ∈ Hr−1(X1 ∩X2) und damit ist ∂• : Hr(X)→ Hr−1(X1 ∩X2)

∂•[c] =
{

[∂c1] auf X1 ,

[∂c2] auf X2 .
2
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Zwei Beispiele, die auch für sich selbst nützlich sind, mögen hier typische Anwendungen
der Mayer-Vietoris Sequenz demonstrieren. Beide Beispiele gehen davon aus, daß ge-
wisse Teilräume A ⊂ X azyklisch sind, d.h. daß alle Zyklen zugleich auch Ränder sind
und damit Hr(A) = ∅ für r > 0 gilt. Dies ist ja etwa für konvexe Teilmengen A ⊂ Rm

der Fall (21.2.17).

Beispiel (1):
Seien X = X1 ∪X2 und X1 ∩X2 azyklisch, dann folgt Hr(X) ' Hr(X1)⊕Hr(X2) für
r > 0, denn:

∅ i•−→ Hr(X1)⊕Hr(X2) j•−→ Hr(X) ∂•−→ ∅ für r > 1 ,

und damit ist mit 21.3.1 für r > 1:

Hr(X) ' Hr(X1)⊕Hr(X2) für r > 1 . (21.7.9)

Für den Fall r = 1 haben wir die Sequenz:

∅ i1•−−→ H1(X1)⊕H1(X2) j1•−−→ H1(X) ∂1•−−→ H0(X1 ∩X2) i0•−−→

i0•−−→ H0(X1)⊕H0(X2) j0•−−→ H0(X) ∂0•−−→ ∅ .

Weil X1 ∩ X2 azyklisch ist, ist X1 ∩ X2 wegzusammenhängend und damit folgt also
H0(X1 ∩X2) = G. Die Abbildung H0(X1 ∩X2) i0•−−→ H0(X1)⊕H0(X2) ist injektiv, da
ein Generator g · z mit g ∈ G und [g · z] ∈ H0(X1 ∩X2) auf einen Generator g · z mit
([g · z]⊕ [−g · z]) ∈ H0(X1)⊕H0(X2) abgebildet wird. Aus der Exaktheit der Sequenz
folgt:

∅ = ker(i0•) = Im(∂1•) , ⇒

∅ i1•−−→ H1(X1)⊕H1(X2) j1•−−→ H1(X) ∂1•−−→ ∅ ,

und damit ist mit 21.3.1 auch für r = 1:

Hr(X) ' Hr(X1)⊕Hr(X2) für r = 1 . (21.7.10)
2

Beispiel (2):
Seien X = X1 ∪X2 und X1, X2 azyklisch, dann folgt

Hr+1(X) ' Hr(X1 ∩X2) für r > 0 und H1(X) ' Gn−1 , (21.7.11)

wenn X1 ∩X2 aus n wegzusammenhängenden Teilmengen besteht, denn:
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sei r > 0, dann gilt

∅ j1•−−→ Hr+1(X) ∂1•−−→ Hr(X1 ∩X2) i0•−−→ ∅ .

und es folgt Hr(X1 ∩X2) ' Hr+1(X) nach 21.3.1.
Sei jetzt r = 0, dann gilt

H1(X1)⊕H1(X2) j1•−−→ H1(X) ∂1•−−→ H0(X1 ∩X2) i0•−−→

i0•−−→ H0(X1)⊕H0(X2) j0•−−→ H0(X) ∂0•−−→ ∅ .

Nun ist H1(X1) ⊕H1(X2) = ∅ und H0(X) ' G, da X1 und X2 azyklisch sind. Weiter
besteheX1∩X2 aus n wegzusammenhängenden Teilmengen, woraus folgtH0(X1∩X2) '
Gn. Damit ist diese exakte Sequenz isomorph zu folgender exakter Sequenz:

∅ j1•−−→ H1(X) ∂1•−−→ Gn i0•−−→ G2 j0•−−→ G
∂0•−−→ ∅ .

Wir beginnen die Betrachtung dieser Sequenz auf der rechten Seite:

ker ∂0• = Im j0• = G ⇒ ker j0• = Im i0• = G ⇒

ker i0• = Im ∂1• = Gn−1 und ker ∂1• = Im j1• = ∅ ⇒

dim(H1(X)) = dim(ker ∂1•) + dim(Im ∂1•) = Gn−1 .

Also ist H1(X) ' Gn−1. 2

21.8 Kugeln und Kugeloberflächen

Wir hatten im Zusammenhang mit 20.5.8 bereits darauf hingewiesen, daß in der Diffe-
rentialgeometrie und Differentialtopologie häufig Abbildungen auf abgeschlossene Ku-
geln (Bälle)Dn oder Kugeloberflächen (Sphären) Sn−1 vorkommen und daß daher deren
Homologiegruppen von besonderer Bedeutung sind. Auch aus physikalischer Sicht sind
natürlich Bälle und Sphären, bzw. deren homöomorphe oder diffeomorphe Abbilder
ganz wichtig.
Andererseits zeigt es sich immer wieder, daß in der Topologie die Verallgemeinerung
von relativ einfachen Aussagen in 2- oder 3-dimensionalen Räumen auf n-dimensionale
Räume extrem schwierig sein kann. Im Zusammenhang mit Sphären sei hier nur auf die
sog. Poincaré-Vermutung aus dem Jahr 1904 hingewiesen, die erst im Jahr 2002 von
Grigori J. Perelman bewiesen werden konnte (Wikipedia-Poincaré-Vermutung (2015)).
Auch wenn wir im Folgenden keinen Gebrauch von der Poincaré-Vermutung machen
und natürlich weit, weit von einem Verständnis von Perelmans Beweis entfernt sind, so
soll die Aussage der Poincaré-Vermutung hier doch vorgetragen werden.
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Satz 21.8.1 (Poincaré-Vermutung) Jede einfach zusammenhängende, kompakte, un-
berandete, 3-dimensionale Mannigfaltigkeit ist homöomorph zur 3-Sphäre.
Die Verallgemeinerung auf n Dimensionen lautet:
Jede geschlossene n-Mannigfaltigkeit M mit dem Homotopietyp einer n-Sphäre ist ho-
möomorph zur n-Sphäre, d.h.

πk(M) ' πk(Sn) für alle k ≥ 1 ⇒ M ' Sn .

Aber nun wieder zu den einfachen und grundlegenden Themen im Zusammenhang mit
Sphären.
Dn, Kugeln (Bälle), sind Teilmengen des Rn: Dn ..= {x ∈ Rn| |x| ≤ 1},
Sn−1, Kugeloberflächen (Sphären), sind Teilmengen des Rn: Sn−1 ..= {x ∈ Rn| |x| = 1}.
Wir hatten für die simplizialen Homologiegruppen der Triangulierungen einer abge-
schlossenen Kugel K(Dn) und einer Kugeloberfläche K(Sn−1) gefunden:

Hr(K(Dn)) = 0 für 0 < r < n ,

Hr(K(Sn−1)) = 0 für 0 < r < n− 1 .

Da K(Dn) und K(Sn−1) zusammenhängend sind, galt auch:

H0(K(Dn)) = Hn(K(Dn)) ' G , H0(K(Sn−1)) = Hn−1(K(Sn−1)) ' G

mit der abelschen Gruppe G, bei uns G ∈ {Z,R}.

Lemma 21.8.2 Sei Dn eine abgeschlossene n-dimensionale Kugel und ∂Dn = Sn−1

die entsprechende Kugeloberfläche (Sphäre), dann gilt

Dn/∂Dn ' Sn . (21.8.1)

Beweis: Im Quotientenraum Dn/∂Dn wird die Kugeloberfläche ∂Dn auf einen Punkt
abgebildet. Dies sei der Nordpol yN einer Kugeloberfläche Sn. Das Innere von Dn, also
◦
Dn, können wir homöomorph auf Sn \ yN abbbilden.

Dn ..= {x |x = (x1, . . . , xn) , ||x|| ≤ 1} ,

◦
Dn ..= {x |x = (x1, . . . , xn) , ||x|| < 1} ,

∂Dn ..= {x |x = (x1, . . . , xn) , ||x|| = 1} ,

Sn ..= {y | y = (y0, y1, . . . , yn) , ||y|| = 1} .
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Wir konstruieren eine Abbildung f : Dn → Sn wie folgt

f0(x) ..= y0 ..= 2||x|| − 1 ,

fk(x) ..= yk ..= axk mit ||y|| = 1 für 1 ≤ k ≤ n .

Zunächst sieht man, daß f wie verlangt ∂Dn auf yN = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn abbildet.
Weiter wird der Mittelpunkt von Dn mit x = 0 auf den Südpol von Sn mit yS =
(−1, 0, . . . , 0) ∈ Sn abgebildet, da in diesem Fall a = 0 sein muß. Jetzt können wir für
Punkte aus

◦
Dn den Wert von a, bzw. axk, aus der Bedingung ||y|| = 1 bestimmen:

||y||2 = 4||x||2 − 4||x||+ 1 + a2||x||2 != 1 ⇒

(4 + a2)||x||2 = 4||x|| für ||x|| 6= 0 ⇒ a2 = 4
||x||2

(||x|| − ||x||2)

a = 2
||x||

(||x|| − ||x||2)1/2 ⇒ axk = xk
||x||

2(||x|| − ||x||2)1/2 . 2

Für xk → 0 geht auch axk → 0. Damit ist f :
◦
Dn → Sn \ yN umkehrbar und ein Ho-

möomorphismus. Auf ∂Dn ist f natürlich kein Homöomorphismus, aber wenn man zum
Quotientenraum Dn/∂Dn übergeht, bei dem ja gerade ∂Dn auf einen Punkt abgebildet
wird, hier auf yN , dann ist f : Dn/∂Dn → Sn wieder ein Homöomorphismus.

Wie schon erwähnt, sind für mathematische und physikalische Anwendungen die Ho-
mologiegruppen der Kugeloberflächen (Sphären) Sn besonders interessant.

Satz 21.8.4

Hr(Sn) =
{
G für r = n ,

∅ für r 6= n .
(21.8.2)

Beweis: Man betrachtet die lange exakte Sequenz der Homologie-Gruppen 21.6.2 für
r > 0 mit X = Dn, A = ∂Dn = Sn−1 und X/A = Dn/∂Dn = Dn/Sn−1 = Sn und
erhält

. . . → Hr(Sn−1) i•−→ Hr(Dn) j•−→ Hr(Sn) ∂•−→ Hr−1(Sn−1) i•−→ Hr−1(Dn) → . . .

Nun ist Hr(Dn) = 0 für r > 0, da Dn wegzusammenhängend ist, und damit folgt für
r > 0

. . . → Hr(Sn−1) i•−→ ∅ j•−→ Hr(Sn) ∂•−→ Hr−1(Sn−1) i•−→ ∅ → . . .

Weil diese Sequenz exakt ist, ist ∂• : Hr(Sn)→ Hr−1(Sn−1) ein Isomorphismus.
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1. r > n > 0:

Hr(Sn) ' Hr−1(Sn−1) ' . . . ' Hr−n(S0) = ∅ .

2. n > r > 0 :

Hr(Sn) ' Hr−1(Sn−1) ' . . . ' H1(Sn−r+1) ' H1(
◦

Dn−.r) = ∅ .

3. n = r > 0:

Hn(Sn) ' Hn−1(Sn−1) ' . . . ' H1(S1) .

H1(S1) bestimmt man am einfachsten mit Hilfe der Mayer-Vietoris Sequenz von 21.7.11.
S1 kann man in die zwei offene Halbkreisbögen S1 = D1

+ ∪ D1
− zerlegen. D1

+ und D1
−

sind jeweils wegzusammenhängend und damit azyklisch und D1
+ ∩ D1

− ' S0 = {x ∈
R1| |x| = 1} = {+1,−1}. Damit besteht D1

+ ∩D1
− aus n = 2 wegzusammenhängenden

Teilmengen und damit ist nach 21.7.11

H1(S1) = H1(D1
+ ∪D1

−) ' G1 ⇒

Hr(Sn) = G für r = n . 2

Für die simplizialen Homologiegruppen hatten wir in 20.6.6 die AussageHm(∆m, ∂∆m) '
G bewiesen. Jetzt soll die gleiche Aussage auch für die singulären Homologiegruppen
bewiesen werden.

Satz 21.8.6 Für m ≥ 0 gilt

Hr(∆m, ∂∆m) '
{
∅ für r 6= m ,

G für r = m .
(21.8.3)

Beweis: Sei zunächst m = 0, dann ist ∆0 = {1} und ∂∆0 = ∅ und damit ist

Hr(∆0, ∂∆0) '
{
G für r = 0 ,
∅ für r > 0 .

Jetzt sei m > 0. Wir betrachten ∆m und bezeichnen jene Seite, welche gegenüber des
Punktes e0 ∈ ∆m liegt mit ∆0

m−1. Weiter bezeichnen wir mit Am alle Seiten von ∆m

ohne ∆0
m−1. Wir untersuchen nun die lange exakte Homologiesequenz des Raumtripels

(∆m, ∂∆m, Am) mit Am ⊂ ∂∆m ⊂ ∆m (siehe 21.4.12):

. . . → Hr(∂∆m, Am) i•−→ Hr(∆m, Am) j•−→ Hr(∆m, ∂∆m)

∂•−→ Hr−1(∂∆m, Am) i•−→ Hr−1(∆m, Am) → . . . .
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Abbildung 21.1: Bezeichnungen beim Simplex ∆m

Da Am ein Deformationsretrakt von ∆m ist folgt Hr(∆m, Am) ' Hr(Am, Am) = ∅, und
daraus folgt

Hr(∆m, ∂∆m) ' Hr−1(∂∆m, Am) . (21.8.4)

Nun ist ∆m−1/∂∆m−1 homomömorph zu ∂∆m/Am und damit sind die entsprechenden
Homologiegruppen isomorph, d.h. Hr(∆m−1/∂∆m−1) ' Hr(∂∆m/Am).
Nach 21.6.1 gilt für die Raumpaare (∆m−1, ∂∆m−1) und (∂∆m, Am)

Hr(∆m−1, ∂∆m−1) ' Hr(∆m−1/∂∆m−1) für r > 0 ,

Hr(∂∆m, Am) ' Hr(∂∆m/Am) für r > 0 ,

und damit folgt

Hr(∆m−1, ∂∆m−1) ' Hr(∂∆m, Am) . (21.8.5)

Aus 21.8.4 und 21.8.5 folgt

Hr(∆m, ∂∆m) ' Hr−1(∂∆m, Am) ' Hr(∆m−1, ∂∆m−1) ,

und damit folgt die Behauptung durch vollständige Induktion. 2

Da die Homologiegruppen invariant unter Homöomorphismen sind, folgt aus dem obigen
Satz sofort das Korollar:

Korollar 21.8.8 Für m ≥ 0 gilt

Hr(Dm, Sm−1) '
{
G für r = m ,

∅ für r 6= m .
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21.9 Äquivalenz von simplizialer und singulärer
Homologie

Einen simplizialen Komplex K hatten wir aus endlich vielen Basis-Simplexen erzeugt
und daher war Hr(K) = 0 für r > m, wenn m die Raumdimension von K ist. Dagegen
kann sich ein singulärer Komplex aus einer sehr großen Anzahl singulärer Simplexe zu-
sammensetzen, kurzum: die Dimension der r-Kettengruppe Cr(X) eines topologischen
Raums X ist überabzählbar. Es ist daher alles andere als trivial, daß die simplizia-
len und die singulären Homologiegruppen tatsächlich in irgendeiner Weise zueinander
isomorph sein könnten!
Es soll jetzt allerdings gezeigt werden, daß diese beiden verschiedenen Homologiegrup-
pen auf einem simplizialen Komplex zueinander isomorph sind. Zur Unterscheidung
wollen wir die simplizialen Homologiegruppen hier als H∆

r (K) bezeichnen und die sin-
gulären Homologiegruppen als Hr(K). Wir folgen im Beweis Hatcher (2001), S. 128
ff.
Sei K ein endlicher simplizialer Komplex und A ⊂ K ein Teilkomplex. Es gibt nun
einen kanonischen Homöomorphismus σr : ∆r → K, auch charakteristische Abbildung
genannt, die einen r-Simplex in den simplizialen Komplex K abbildet. Zu jedem simpli-
zialen Kettenkomplex C∆

r (K,A) gibt es also einen entsprechenden singulären Ketten-
komplex Cr(K,A), der aus den σr gebildet wird und einen entsprechenden induzierten
Homomorphismus H∆

r (K,A) → Hr(K,A). Zu zeigen ist, daß diese Homomorphismen
für alle r Isomorphismen sind.

Satz 21.9.1 Sei K ein endlichdimensionaler simplizialer Komplex, A ⊂ K ein Teil-
komplex, dann sind die Homomorphismen H∆

r (K,A) → Hr(K,A) für alle r Isomor-
phismen.

Beweis: Sei zunächst A = ∅. Sei weiter Km das m-Skelett von K, d.h. die Summe aller
Simplexe mit einer Dimension ≤ m. Für die singulären Homologiegruppen können wir
mit 21.4.7 die folgende exakte Sequenz aufstellen:

Hr+1(Km, Km−1) → Hr(Km−1) → Hr(Km) → Hr(Km, Km−1) → Hr−1(Km−1) .

Das gleiche algebraische Argument, das zur Herleitung dieser exakten Sequenz geführt
hat, läßt sich unverändert auf die simplizialen Homologiegruppen anwenden und führt
auch dort zu der entsprechenden exakten Sequenz. Damit erhält man das folgende
kommutative Diagramm exakter Sequenzen:

H∆
r+1(Km, Km−1) → H∆

r (Km−1)→ H∆
r (Km)→ H∆

r (Km, Km−1)→ H∆
r−1(Km−1)

↓ α ↓ β ↓ γ ↓ δ ↓ ε
Hr+1(Km, Km−1) → Hr(Km−1) → Hr(Km) → Hr(Km, Km−1) → Hr−1(Km−1)

Mittels vollständiger Induktion nach m und dem Fünferlemma (21.3.2) soll jetzt gezeigt
werden, daß die Homomorphismen α, β, γ, δ, ε tatsächlich Isomorphismen sind. In 20.6.6
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wurde für die simplizialen Homologiegruppen gezeigt

H∆
r (∆m, ∂∆m) '

{
G für r = m ,

∅ für r 6= m ,

und in 21.8.3 die Entsprechung für die singulären Homologiegruppen:

Hr(∆m, ∂∆m) '
{
G für r = m ,

∅ für r 6= m .

Damit sind die obigen Homomorphismen α und δ Isomorphismen. Nach Induktionsan-
nahme für m − 1 sind β und ε Isomorphismen und wegen des Fünferlemmas ist dann
auch γ : H∆

r (Km)→ Hr(Km) ein Isomorphismus.

Jetzt sei ∅ ⊂ A = Ki ⊂ Km, mit 0 < i < m, dann können wir mit der langen exakten
Sequenz 21.4.7 für das Paar (X,A) das folgende kommutative Diagramm aufstellen:

H∆
r (A) → H∆

r (Km) → H∆
r (Km, A) → H∆

r−1(A) → H∆
r−1(Km)

↓ α ↓ β ↓ γ ↓ δ ↓ ε
Hr(A) → Hr(Km) → Hr(Km, A) → Hr−1(A) → Hr−1(Km)

Die Homomorphismen α, β, δ, ε sind nach dem oben Bewiesenen Isomorphismen, und
mitttels des Fünferlemmas (21.3.2) ist dann auch γ eine Isomorphismus. 2

21.10 Glatte singuläre Homologiegruppen

Bislang haben wir Homologiegruppen von allgemeinen topologischen Räumen X bzgl.
einer additiven freien, abelschen Gruppe G definiert, wobei in der Homologie-Theorie
für G zumeist Z gewählt wird. Wenn man als topologische Räume jedoch differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten M wählt, dann steht einem natürlich sehr viel mehr Struktur
als in allgemeinen topologischen Räumen zur Verfügung. In diesem Fall wählt man als
freie, abelsche Gruppe G natürlich R und erhält damit sowohl für G als auch für die
r-Kettengruppen Cr(M ;R) Vektorräume. De Rham hat 1931 in seiner Doktorarbei ge-
zeigt, daß die so definierten Homologiegruppen zu den (de Rham) Kohomologiegruppen,
die wir in einem Folgekapitel betrachten wollen, isomorph sind!

An dieser Stelle wollen wir jetzt die glatten singulären Homologiegruppen H∞r (M ;R)
einführen und deren Isomorphie zu Hr(M ;R), den einfachen singulären Homologiegrup-
pen, zeigen.

Zur Definition der glatten singulären Homologiegruppen H∞r (M ;R) geht man von den
gewöhnlichen stetigen Abbildungen sr ∈ C0 zu glatten Abbildungen sr ∈ C∞ über und
baut daraus die glatten singulären r-Kettengruppen C∞r (M ;R) und die entsprechenden
glatten singulären Homologiegruppen H∞r (M ;R) auf.
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Satz 21.10.1 Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Inklu-
sion C∞r (M ;R) ⊂ Cr(M ;R) induziert einen Isomorphismus der entsprechenden Homo-
logiegruppen

H∞r (M ;R) ' Hr(M ;R) . (21.10.1)

Beweis: Der Beweis wird per Induktion über die Karten (' Rm) der Mannigfaltig-
keit geführt. Der Induktionsbeginn k = 1 entspricht einer einzigen Karte ' Rm. Wir
hatten in 21.2.7 bewiesen, daß für wegzusammenhängende topologische Räume X gilt:
H0(X,G) ' G und Hr(X,G) ' 0 für r > 0. Nun ist Rm wegzusammenhängend und
der Beweis in 21.2.7 funktioniert für glatte singuläre r-Kettengruppen C∞r (M ;R) glei-
chermaßen wie für stetige singuläre Kettenabbildungen. Also gilt

H∞r (M ;R) ' Hr(M ;R) ,

wenn M nur aus einer Karte besteht.
Sei jetzt die Behauptung für U ..=

⋃k
i=1 Ui, bestehend aus den k Karten U1, . . . , Uk

erfüllt. Wir setzen V ..= Uk+1 und wenden die folgende Mayer-Vietoris Sequenz (21.7.1)
und das Fünferlemma (21.3.2) an:

H∞r+1(U ∩ V )→ H∞r+1(U)⊕H∞r+1(V )→ H∞r+1(U ∪ V )→
↓ α ↓ β ↓ γ

Hr+1(U ∩ V )→ Hr+1(U)⊕Hr+1(V )→ Hr+1(U ∪ V ) →

→ H∞r (U ∩ V )→ H∞r (U)⊕H∞r (V )
↓ δ ↓ ε

→ Hr(U ∩ V )→ Hr(U)⊕Hr(V )

Die Homomorphismen α, β, δ, ε sind nach Induktionsvorraussetzung Isomorphismen, al-
so ist mit dem Fünferlemma auch γ ein Isomorphismus und damit die Behauptung für
k + 1 Karten bewiesen. 2
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22.1 Harold Calvin Marston Morse (1892-1977)

Abbildung 22.1: H.C. Marston Morse
K. Jacobs (1965), CC BY-SA 2.0 de.

[https://en.wikipedia.org/wiki/
Harold_Calvin_Marston_Morse]

Marston Morse war ein bedeutender US-
amerikanischer Mathematiker. Morse wurde
1917 bei Birkhoff in Harvard promoviert und
arbeitete dann an den Universitäten von Har-
vard, Cornell, Brown, Harvard, bevor er 1935
an das Institute for Advanced Study in Prin-
ceton ging.
Morse hat sich zeitlebends mit Differential-
geometrie und der Analysis im Großen, bzw.
Variationsrechnung im Großen beschäftigt.
Am berühmtesten wurde seine später nach
ihm benannte Theorie der Extrema von dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten, die Morse-
Theorie. Einer Mannigfaltigkeit wird eine hin-
reichend glatte Funktion zugewiesen, eine sog.
Morse-Funktion, die eine Verallgemeinerung
einer Höhenfunktion darstellt. Das Morse-
Lemma besagt dann, daß diese Funktion in
der Nähe eines kritischen Punktes durch ei-
ne quadratische Form approximiert werden
kann. Die Verallgemeinerung auf unendlich-
dimensionale Hilberträume stammt von Palais
und Smale und trägt den NamenMorse-Palais
Lemma.
Aus den Änderungen der Morse-Funktion bzgl. der Homotopie und Homologie an kri-
tischen Punkten werden schließlich weitreichende Folgerungen auf die Topologie der
Mannigfaltigkeit gezogen. Diese Theorie hat viele Anwendungen in den unterschied-
lichsten Gebieten gefunden, denn Maxima-Minima-Fragen treten ja eigentlich überall
auf.
Im Jahr 1933 erhielt er den Bôcher Memorial Prize der American Mathematical Society
für: „The foundations of a theory of the calculus of variations in the large in m-space”.
[Quelle: en.wikipedia: Marston Morse]

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.en
https://en.wikipedia.org/wiki/B%C3%B4cher_Memorial_Prize
https://en.wikipedia.org/wiki/Marston_Morse
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22.2 John Willard Milnor (1931)

Abbildung 22.2: John W. Milnor
G.-M. Greuel (2007), CC BY-SA 2.0 de.

[https://en.wikipedia.org/wiki/
John_Willard_Milnor]

Milnor ist ein berühmter US-amerikanischer
Mathematiker, der die Gebiete der Differential-
Topologie, der K-Theorie und der holomor-
phen dynamischen Systeme mit seinen Er-
kenntnissen wesentlich bereichert hat. Aber er
unternahm auch zusammen mit seinem Freund
John Nash Ausflüge in die Spieltheorie.
Milnor gehört zu den wenigen Mathemati-
kern, welche mit der Fields-Medaille, dem
Wolf-Preis und dem Abel-Preis ausgezeich-
net wurden. Die Fields-Medaille erhielt Mil-
nor im Jahr 1962 für seinen Beweis, daß die
7-dimensionale Sphäre S7 mehrere ’exotische’.
d.h. inäquivalente Differential-Strukturen be-
sitzt - womit er das neue Feld der Differential-
Topologie begründete. Die Fields-Medaille
wird nur alle 4 Jahre und nur an Mathemati-
ker unter 40 Jahren vergeben, und daher war
der jährlich vergebene Wolf-Preis, den Milnor
1989 erhielt, so etwas wie der Nobelpreis der
Mathematik. Die Laudatio des Wolf-Preises
erwähnt neben Milnors Arbeit über die S7

auch seine Forschungen zu singulären Punk-
ten komplexer Hyperflächen, überraschende neue Ergebnisse im Zusammenhang mit
dem geometrischen Konzept der Torsion und insb. auch seine außergewöhnliche Lehrü-
cher!
Der erste reguläre Abel-Preis, der die Lebensleistung eines Mathematikers auszeichnet,
wurde im Jahr 2003 vergeben, und Milnor erhielt diesen Preis im Jahr 2011 für seine
herausragenden Beiträge auf den Gebieten der Topologie, Geometrie und Algebra.
Milnor hatte in Princeton studiert und bei Fox über Verallgemeinerungen von Knoten-
gruppen promoviert. Seit 1960 wirkte er in Princeton und zuletzt an der State University
of New York in Stony Brook.
Zu den außergewöhnlichen Lehrbüchern von Milnor, die viele Generationen von Mathe-
matikern inspiriert haben, gehören sein:

• Morse Theory by J. Milnor, Milnor (1963). Diese großartige Darstellung der Morse
Theory ist der Grund, warum wir uns hier mit Milnor beschäftigen!

• Topology from a Differentiable Viewpoint, Milnor (1965). Dies ist mit seinen nur 64
Seiten wirklich ein Meisterwerk. Wenn aber ein normaler mathematischer Physi-
ker alle Milnor-Beweise in diesem Büchlein wirklich nachvollziehen möchte, dann
bedarf es hier der Ergänzung durch die Differential Topolgy, von Guillemin u.
Pollack (1974).

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.en
https://de.wikipedia.org/wiki/Fields-Medaille
https://wolffund.org.il/2018/12/09/john-w-milnor/
https://www.abelprize.no/c53720/binfil/download.php?tid=53541
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• Characteristic Classes, Milnor u. Stasheff (1974).
• Dynamics in one complex variable, Milnor (1999).

Einer von Milnors zahlreichen bedeutenden Schülern ist Michael Spivak, dem wir u.a.
das große 5-bändige Werk A Comprehensive Introduction to Differential Geometry vol.
I-V Spivak (1979) verdanken, eine unerschöpfliche Quelle der Inspiration über Diffe-
rentialgeometrie für Anfänger und Fortgeschrittene :-)
[Quelle: en.wikipedia: John Milnor]

https://en.wikipedia.org/wiki/John_Milnor
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22.3 Morse Theorie - Homotopie und Henkelzerlegung

Die Morse Theorie erlaubt es aus dem Studium differenzierbarer reellwertiger Funktio-
nen auf einer kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit Rückschlüsse über die Topo-
logie der Mannigfaltigkeit zu gewinnen. Die wesentlichen Gedanken hierzu stammen von
dem US-Mathematiker Marston Morse (1892-1977). Vorüberlegungen zu Höhenfunktio-
nen topographischer Karten stammten u.a. von James Clerk Maxwell (1831-1879).

Wenn man die Extrema einer reellwertigen Funktion auf einer kompakten differenzier-
baren Mannigfaltigkeit untersucht und sich die reellwertige Funktion als die Höhen-
funktion eines zunehmenden Wasserspiegels vorstellt, dann stellt man fest, daß sich
mit jedem Extremum der Mannigfaltigkeit ihr Homotopietyp auf eine definierte Weise
ändert. Dies kann man mit sog. Henkelzerlegungen beschreiben. Wenn man nun diese
Ergebnisse in exakte Sequenzen relativer Homologiegruppen einsetzt gelangt man zu
den beiden berühmten Morse-Ungleichungen, der schwachen und der starken Morse-
Ungleichung. Deren Herleitung ist hier unser Ziel.

Mittels der Morse-Ungleichungen können dann Physiker Extrema der von ihnen be-
trachteten physikalischen Mannigfaltigkeiten untersuchen. Insofern ist dieses Thema
für die theoretische Physik tatsächlich sehr relevant.

Wir folgen anfangs dem frühen Standardwerk von Milnor (1963), ergänzt durch die
sehr schöne und ausführliche Masterarbeit von Chhim (2017) und der moderneren Dar-
stellung von Nicolaescu (2012) S. 33-66. Nicolaescu (2012) behandelt auch die Wei-
terentwicklung der Morse Theorie zur Morse-Floer Homologie und damit hamiltonsche
Flüsse in symplektischen Mannigfaltigkeiten, worauf wir hier aber nicht eingehen wol-
len. In unserer anschließenden Herleitung der Morse-Ungleichungen orientieren wir uns
an Eschrig (2011), S. 151 ff. und unserer eigenen Darstellung der relativen singulären
Homologiegruppen 21.4.1, ff.

Definition 22.3.1 Sei M eine m-dimensionale differenzierbare kompakte Mannigfal-
tigkeit. Sei f : M → R eine reellwertige Cr-Funktion mit r ≥ 2, sei q0 ∈M und U eine
Umgebung um q0 mit einem lokalen Koordinatensystem (x1, . . . , xm).
q0 heißt ein nichtentarteter kritischer Punkt von f , wenn ∂f

∂xi
|q0 = 0 ist und wenn die

Hesse-Matrix Hij ..= ( ∂2f
∂xi∂xj

|q0) nicht entartet ist, d.h. det(H) 6= 0. Da die Hesse-Matrix
H reell und symmetrisch ist, ist sie auch diagonalisierbar und hat reelle Eigenwerte.
Die Anzahl λ ∈ N0 der negativen Eigenwerte von H heißt der Index des nichtentarteten
kritischen Punktes q0.
Wenn die Funktion f : M → R eine reellwertige C∞-Funktion ist, deren sämtliche
kritischen Punkt nichtentartet sind, so heißt f eine Morse-Funktion.

Da H nicht entartet ist sind alle Eigenwerte 6= 0 und bleiben dies auch bei einer Ko-
ordinatentransformation mit einer regulären Jacobi-Matrix A wegen det(AHA−1) =
det(H). Auch der Index ist koordinatenunabhängig, da bei einer Koordinatentransfor-
mation kein Eigenwert einen Nulldurchgang hat.
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Bei einem Index λ = 0 liegt eine Minimum der Funktion f vor, bei λ = m ein Maximum
und bei 0 < λ < m ein Sattelpunkt.

Satz 22.3.2 (Morse Lemma) Sei q0 ∈ M ein nichtentarteter kritischer Punkt einer
reellwertigen Cr-Funktion, r ≥ 2, f : M → R, mit einem Index λ, und sei Uq0 ⊂ M
eine Umgebung um q0 mit einem lokalen Koordinatensystem (x1, . . . , xm), dann gilt:
es gibt in U ′′q0 ⊂ Uq0 ein lokales Koordinatensystem (z1, . . . , zm) mit q0 = (0, . . . , 0) und

f̃(z1, . . . , zm)− f̃(0, . . . , 0) ..= f(x1(z1, . . . , zm), . . . , xm(z1, . . . , zm))− f(0, . . . , 0)

= −(z1)2 − . . .− (zλ)2 + (zλ+1)2 + (zm)2 . (22.3.1)

Beweis: Der Beweis macht von der folgenden einfachen Identität Gebrauch:

f(x1, . . . , xm)− f(0, . . . , 0) =
1∫

0

df(tx1, . . . , txm)
dt

dt =
1∫

0

m∑
i=1

∂f(tx1, . . . , txm)
∂(txi)

d(txi)
dt

dt

=
m∑
i=1

xi
1∫

0

∂f(tx1, . . . , txm)
∂(txi) dt =

m∑
i=1

xi
1∫

0

∂f(y1, . . . , ym)
∂(yi) |(tx1,...,txm) dt

=
m∑
i=1

xigi(x1, . . . , xm) .

Weil q0 = (0, . . . , 0) ein kritischer Punkt von f ist gilt:

∂f(y1, . . . , ym)
∂(yi) |(0,...,0) = 0 ⇒ gi(0, . . . , 0) = 0 .

Also kann man für jedes gi(x1, . . . , xm) diese Konstruktion noch einmal wiederholen:

gi(x1, . . . , xm) =
1∫

0

dg(sx1, . . . , sxm)
ds

ds =
m∑
j=1

xj
1∫

0

∂g(y1, . . . , ym)
∂(yj) |(sx1,...,sxm) ds .

Damit folgt

f(x1, . . . , xm)− f(0, . . . , 0) =
m∑

i,j=1

xixj
1∫

0

ds

1∫
0

dt
∂2f(y1, . . . , ym)

∂yi∂yj
|(stx1,...,stxm)

def=
m∑

i,j=1

xixj
1∫

0

ds

1∫
0

dtHij(stx1, . . . , stxm)

def=
m∑

i,j=1

xixjH̄ij(x1, . . . , xm) .
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Für die Matrix H̄ gilt

H̄ij(0, . . . , 0) = Hij(0, . . . , 0)
1∫

0

ds

1∫
0

dt = Hij(0, . . . , 0) ,

und daher ist mit H auch H̄ nichtentartet, d.h. alle seine Eigenwerte sind 6= 0. Da
H̄ij(x1, . . . , xm) stetig von (x1, . . . , xm) abhängt, hängen auch die Eigenwerte
λi(x1, . . . , xm) stetig von (x1, . . . , xm) ab. Da H̄ eine reell-symmetrische Matrix ist kann
sie mit einer orthogonalen Matrix A diagonalisiert werden. Auch für das neue Koor-
dinatensystem yi ..= Aijx

j gibt es eine Umgebung U ′q0 ⊆ Uq0 um q0 ∈ M , in der
die Eigenwerte λi(y1, . . . , ym) 6= 0 sind. In dieser Umgebung führen wir mit zi ..=
yi/
√
λi(y1, . . . , ym) nochmal ein neues Koordinatensystem ein in einer evtl. kleineren

Umgebung U ′′q0 ⊆ U ′q0 ⊆ Uq0 , in welcher λi(z1, . . . , zm) 6= 0 ist. Daraus folgt

f̃(z1, . . . , zm) ..= f(x1(z1, . . . , zm), . . . , xm(z1, . . . , zm)) und

f̃(0, . . . , 0) = f(0, . . . , 0) ⇒

f̃(z1, . . . , zm)− f̃(0, . . . , 0) = f(x1, . . . , xm)− f(0, . . . , 0) =
m∑

i,j=1

xixjH̄ij(x1, . . . , xm)

=
m∑
i=1

(zi)2λi(z1, . . . , zm) = −
λ∑
i=1

(zi)2 +
m∑
i=λ

(zi)2 . 2

Aus dem Morse-Lemma kann man jetzt zwei einfache Schlüsse ziehen, die im folgenden
Korollar zusammengefaßt sind.
Korollar 22.3.4 1. Sei f : M → R eine Morse-Funktion, d.h. eine reellwertige C∞-
Funktion, dann ist jeder nichtentartete kritische Punkt ein isolierter Punkt.
2. Wenn M zusätzlich kompakt ist, dann gibt es nur eine endliche Anzahl kritischer
Punkte.

Beweis: 1. es gibt um einen nichtentarteten kritischen Punkt q0 = (0, . . . , 0) ∈M eine
Umgebung U ′′ mit einem lokalen Koordinatensystem (z1, . . . , zm) mit

f̃(z1, . . . , zm)− f̃(0, . . . , 0) = −(z1)2 − . . .− (zλ)2 + (zλ+1)2 + (zm)2 .

Damit folgt

df̃(z1, . . . , zm) = −2dz1 − . . .− 2dzλ + 2dzλ+1 + 2dzm, 2

und dies ist nur Null am Punkt q0 = (0, . . . , 0) ∈ M . Also sind die nichtentarteten
kritischen Punkte isoliert.
2. Jetzt seiM kompakt. Wenn die Anzahl der kritischen Punkt nun unendlich ist, dann
gibt es in einer unendlichen Folge kritischer Punkte eine konvergente Teilfolge, deren
Grenzwert in M liegt. Dieser Grenzwert ist nun kein isolierter kritischer Punkt, also ist
die Anzahl der kritischen Punkte endlich.
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Milnor (1963) und alle ihm folgenden Autoren verwenden als einfaches Beispiel zur
Klärung des Problems und des Lösungsweges einen 2-dimensionalen Torus T 2 im 3-
dimensionalen euklidischen Raum R3 und die Höhenfunktion f : T 2 → R3 als Morse-
funktion.

M=T2 

p

q

r

s

f(p)

f(q)

f(r)

f(s)

a

f

Abbildung 22.3: Beispiel einer Morsefunktion f : T 2 → R3

Sei a ∈ R eine beliebige reelle Zahl, die ein Subniveau charakterisieren möge, dann
wollen wir jetzt die folgenden Subniveau-Mengen Ma genauer untersuchen, die als Ur-
bildmengen der Morsefunktion f definiert sind:

Ma ..= f−1((−∞, a]) = {q ∈M, f(q) ≤ a}. (22.3.2)

Wenn wir nun das Subniveau a höherschieben, dann ändert sich die Topologie von Ma

offensichtlich nur, wenn das Subniveau einen kritischen Punkt passiert.
Zusätzlich möchten wir an gewisse Ma noch sogenannte λ-Zellen anhängen. Diese λ-
Zellen sind eine Begriffsbildung aus der Theorie der CW-Komplexe von Whitehead.
Definition 22.3.6 Seien Y ⊂ X beliebige topologische Hausdorff-Räume, dann ist eine
λ-Zelle eλ eine Teilmenge von X, die homöomorph zu einer λ-dimensionalen Kugel Dλ

in einem geeignetenRn ist:

eλ :' Dλ ..= {x ∈ Rλ, ||x|| ≤ 1} , (22.3.3)

∂eλ :' Sλ−1 ..= {x ∈ Rλ, ||x|| = 1} . (22.3.4)

Das Anheften einer λ-Zelle an Y mittels einer stetigen Funktion g : ∂eλ → Y ist
definiert als die Vereinigung der Punktmengen von eλ und Y mit einer Identifizierung
der Randpunkte von x ∈ ∂eλ mit g(x) ∈ Y , abgekürzt als:

Y ∪g eλ . (22.3.5)
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Wir untersuchen jetzt verschiedene Subniveaus im obigen Beispiel des T 2-Torus.



Abbildung 22.4: f(p) < a < f(q)

Ma ist homöomorph zu einer Kreisscheibe D2, hat am Punkt p ein Minimum mit
Morseindex λ = 0 und ist homotop zu einer 0-Zelle' D0, d.h. zu einem Punkt.



Abbildung 22.5: f(q) < a < f(r)

Ma ist homöomorph zu einem Zylinder, hat am Punkt q einen Sattelpunkt mit Mor-
seindex λ = 1 und ist homotop zu einer Kreischeibe (wie oben) plus angehängter
1-Zelle' D1, d.h. zu einem Geradenstück.



Abbildung 22.6: f(r) < a < f(s)

Ma ist homöomorph zu einem Torus mit abgeschnittener oberer Kreisscheibe, hat am
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Punkt r einen Sattelpunkt mit Morseindex λ = 1 und ist homotop zu einem Zylinder
(wie oben) plus angehängter 1-Zelle' D1, d.h. zu einem Geradenstück.



Abbildung 22.7: f(s) < a

Ma ist homöomorph zu einem vollen Torus, hat am Punkt s ein Maximum mit Morsein-
dex λ = 2 und ist homotop zu einem abgeschnittenen Torus (wie oben) plus angehängter
2-Zelle' D2, d.h. zu einer Kreisscheibe.

Dieses Beispiel zeigt, daß Ma+ mit einem a+ oberhalb eines kritischen Wertes a der
Morse-Funktion f homotop zu einemMa− mit einem a− unterhalb des kritischen Wertes
a von f ist plus einer λ-Zelle, alsoMa− ∪ eλ.

Im folgenden soll dieses Ergebnis für beliebige reelle, endlich-dimensionale, differenzier-
bare, kompakte Mannigfaltigkeiten auf den Spuren von Milnor (1963) verallgemeinert
werden.

Während die obigen Beispiele am Torus T 2 ⊂ R3 ja sofort einleuchten besteht aber, wie
in der Topologie üblich, die Herausforderung darin, das scheinbar offensichtliche auch
im Detail sauber zu beweisen. Der Beweis von Milnor ist zweigeteilt:

[Milnor-1]. Zunächst wird mithilfe der Gradientenfunktion gezeigt, daß die Mengen Ma

und M b mit a < b diffeomorph und homotop sind, wenn der Zwischenraum f−1[a, b]
kompakt ist und keinen kritischen Punkt enthält.

[Milnor-2]. Anschließend wird gezeigt, daß wenn f−1[a, b] kompakt ist und einen kriti-
schen Punkt mit dem Index λ enthält, dann Ma ∪ eλ und M b homotop sind.

Der Teil Milnor-1 bedient sich als Hilfsmittel der sog. 1-Parametergruppen und der Gra-
dientenfunktion. Beides soll zunächst erläutert werden. Wir erinnern an die Definition
des Gradienten (siehe 14.5.1 ff.):
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Definition 22.3.7 Seien q ∈ M , V (q) ein Vektorfeld und df(q) eine 1-Form auf M ,
d.h.

V (q) ∈ TqM ..= {W i(q) ∂

∂xi
|W i(q) ∈ R, i = 1 . . .m} , (22.3.6)

df(q) ∈ T ∗qM ..= {wi(q)dxi|wi(q) ∈ R, i = 1 . . .m} , (22.3.7)

dann ist der Gradient ∇f als die kontravariante Form des kovarianten Differentials df
definiert, d.h.

〈∇f |V 〉q ..= df(V )|q ⇒ (22.3.8)

df( ∂

∂xj
) =

{
∂ifdx

i( ∂
∂xj

) = ∂jf

〈(∇f)k ∂
∂xk
| ∂
∂xj
〉 = (∇f)kgkj mit einer Metrik gjk ,

(∇f)i = gijgjk(∇f)k = gij∂jf =.. ∂if . (22.3.9)

Definition 22.3.8 Ein Fluß σt(q) ..= σ(t, q) ist bezüglich des Parameters t ∈ R eine
1-dimensionale kommutative Gruppe von Diffeomorphismen auf M für welche gilt:

σ(t2, σ(t1, q)) = σ(t2 + t1, q) . (22.3.10)

Ein solcher Fluß auf M erzeugt ein eindeutiges Vektorfeld X ∈ X (M):

Xq(f) ..= lim
h→0

f(σh(q))− f(σ0(q))
h

= lim
h→0

f(σh(q))− f(q)
h

. (22.3.11)

Damit stellt sich die Frage, ob auch die Umkehrung gilt, ob und wenn ja, unter welchen
Bedingungen also ein Vektorfeld Xq einen eindeutigen Fluß σt(q) erzeugt. Siehe auch
die analoge Diskussion

Lemma 22.3.9 Ein glattes Vektorfeld Xq ∈ TqM), das außerhalb einer kompakten
Menge K ⊂M verschwindet, erzeugt eine eindeutigen Fluß σt(q).

Beweis: Seien gegeben q0 ∈ M und Xq0 ∈ Tq0M , dann gilt für σ(t, q0) die folgende
gewöhnliche Differentialgleichung

d

dt
σ(t, q0) = X|σ(t,q0) mit σ(0, q0) = q0 .

Eine Lösung σ(t, q0) dieser Differentialgleichung existiert und ist eindeutig für die An-
fangswerte q0 und σ(0, q0) = q0 in einer geeigneten ε-Umgebung von q0 (Satz von Picard-
Lindelöf, siehe etwa: Eschenburg u. Jost (2007), S. 238) und heißt der von X erzeugte
Fluß durch q0.
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Tatsächlich erfüllt diese Lösung auch die charkteristische Eigenschaft einer 1-Parameter
Gruppe:

σ(t2, σ(t1, q0)) = σ(t2 + t1, q0)

denn für die linke Seite erhalten wir das DGL-Anfangswertproblem

d

dt2
σ(t2, σ(t1, q0)) = X|σ(t2,σ(t1,q0)) , σ(0, σ(t1, q0)) = σ(t1, q0) ,

und für die rechte Seite
d

dt2
σ(t2 + t1, q0) = d

d(t2 + t1)σ(t2 + t1, q0) = X|σ(t2+t1,q0) ,

σ(0 + t1, q0) = σ(t1, q0) .

Damit erfüllen die Funktionen auf der linken und auf der rechten Seite die gleiche DGL
mit den gleichen Anfangswerten und sind also identisch (wieder wie oben aufgrund des
Satzes von Picard-Lindelöf).
Jetzt bleibt noch die Frage zu klären, wie weit wir diese Lösung σ(t, q0) über die ε-
Umgebung hinaus ausdehnen können. Da die Menge K ⊂ M kompakt ist, gibt es eine
endliche Überdeckung von K mit ε-Umgebungen. Sei ε0 die kleineste dieser ε-Zahlen.
Für alle q /∈ K setzten wir σt(q) = q und für q ∈ K und t < ε0 liefert uns die
Differentialgleichung eine eindeutige Lösung σt(q). Da das Vektorfeld Xq glatt ist folgt,
daß σt(q) in t < ε0 ein Diffeomorphismus ist. Für t ≥ 0 kann man t und σt(q) schreiben
als

t = k
ε0
2 + r mit |r| < ε0

2 ,

σt(q) = σε0/2(q) ◦ σε0/2(q) ◦ . . . ◦ σε0/2(q) ◦ σr(q) . 2

Damit ist σt(q) auf ganz M eindeutig und glatt definiert.

Um zu zeigen, daß Ma und M b mit Ma ⊂ M b homotop sind konstruiert man einen
Deformationsretrakt vonM b aufMa, d.h. eine stetige Abbildung der Zusammenziehung
von M b auf Ma.

Definition 22.3.11 Seien Ma und M b topologische Räume mit Ma ⊂ M b, dann defi-
niert man einen Deformationsretrakt als eine Homotopie H : M b × [0, 1]→Ma:

H(qb, 0) = qb , H(qb, 1) ∈Ma für alle qb ∈M b ,

H(qa, s) = qa , für alle qa ∈Ma ⊂M b und alle s ∈ [0, 1].

Nach diesen Definitionen kann man jetzt den Beweis von Milnor-1 vorführen.
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Satz 22.3.12 (Milnor-1) Sei f : M → R eine Morse-Funktion, d.h. eine reellwertige
C∞-Funktion, deren sämtliche kritischen Punkt nichtentartet sind, seien weiter a < b
reguläre Werte von f , so daß die Urbildmenge

f−1([a, b]) = {q ∈M |a ≤ f(q) ≤ b}

kompakt und ohne kritische Punkte von f ist. Dann ist Ma diffeomorph und homotop
zu M b.

Beweis: Seien q ∈ M und f : M → R eine Morse-Funktion, f−1([a, b]) kompakt und
ohne nichtentartete kritische Punkte. Aus dem Korollar zum Morse-Lemma folgte ja,
daß nichtentartete kritische Punkte isolierte Punkte sind, d.h. daß es um sie herum eine
ε-Umgebung ohne weitere nichtentartete kritische Punkte gibt. Also kann man ein ε
finden, so daß f−1((a− ε, b + ε)) keine nichtentarteten kritischen Punkte enthält. Nun
konstruiert man mittels des Gradienten von f ein normiertes Vektorfeld:

Xq ..=
{

1
||∇f(q)||∇f(q) für q ∈ f−1((a− ε, b+ ε)),
0 sonst.

(22.3.12)

Für jedes q ∈ M bildet der von Xq erzeugte Fluß σt(q) = σ(t, q) mit d
dt
σt(q) = Xσt(q)

und σ0(q) = q eine glatte Kurve in M - siehe 22.3.9.

d

dt
f(σt(q)) = 〈∇f(σt(q))|

d

dt
σt(q)〉 = 〈∇f(σt(q))|Xσt(q)〉

=
{
〈∇f(σt(q))| 1

||∇f(σt(q))||∇f(σt(q))〉 = 1 für q ∈ f−1((a− ε, b+ ε)),
0 sonst.

(22.3.13)

Diese gewöhnliche Differentialgleichung können wir jetzt sofort integrieren und erhalten
mit Hilfe der Anfangsbedingung

f(σt(q)) =
{
t+ f(σ0(q)) = t+ f(q) für q ∈ f−1((a− ε, b+ ε)),
f(σ0(q)) = f(q) sonst.

(22.3.14)

Wegen d
dt
f(σt(q)) ≥ 0 folgt sofort, daß f(σt(q)) monoton wachsend aufM ist und streng

monoton wachsend auf M b \Ma ist.
Von σb−a : M → M wissen wir, daß dies ein Diffeomorphismus ist. Jetzt stellt sich
die Frage, ob auch die Einschränkung σb−a|Ma : Ma → M b ein Diffeomorphismus ist.
Zunächst einmal bildet σb−a jedes q ∈ Ma tatsächlich auf ein σb−a(p) ∈ M b ab, denn
da f(σt(q)) monoton wachsend ist folgt:

f(σ0(q)) = f(q) ≤ f(σb−a(q)) .

Wenn f(σb−a(q)) ≤ b ist dann folgt σb−a(q) ∈ M b, wenn aber f(σb−a(q)) > b ist dann
ergibt sich mit 22.3.14 der Widerspruch b − a + f(q) > b, d.h. f(q) > a. Also ist



22.3 Morse Theorie - Homotopie und Henkelzerlegung 495

tatsächlich σb−a|Ma : Ma → M b. Weil σt : M → M für alle t ein Diffeomorphismus
ist folgt die Injektivität von σb−a|Ma . Es bleibt also nur noch die Surjektivität von von
σb−a|Ma zu zeigen. Sei also qb ∈ M b, dann konstruieren wir das folgende qa = σa−b(qb).
Liegt dieses qa jetzt in Ma? Zunächst einmal folgt

f(qa) = f(σa−b(σb−a(qa))) = f(σa−b(qb)) ≤ b .

Die Möglichkeit f(σa−b(qb)) > a führt sofort zu einem Widerspruch, denn einerseits gilt
dann

a < f(σa−b(qb)) < f(σ0(qb)) = f(qb) ≤ b ,

und andererseits folgt mit 22.3.14

f(σa−b(qb)) = a− b+ f(qb) ≤ a− b+ b = a .

Im zweiten Schritt soll jetzt die Homotopie vonMa undM b gezeigt werden, indem man
einen Deformationsretrakt von M b auf Ma konstruiert, d.h. eine stetige Abbildung der
Zusammenziehung von M b auf Ma. Als stetige Abbildung wählt man

rt(q) ..=
{
q für q ∈Ma ,

σ(a−f(q))t(q) für a ≤ f(q) ≤ b , t ∈ [0, 1] .

Wenn q ∈Ma ist, dann folgt rt(q) = q ∈Ma. Wenn a ≤ f(q) ≤ b ist, dann folgt wegen
der Monotonie von f(σt(q))

f(σ(a−f(q))t(q)) ≤ f(σ0(q)) = f(q) ≤ b ⇒ rt(q) ∈M b .

Für rt(q) folgen nun die gewünschten Eigenschaften: rt(q) ist stetig auf M b× [0, 1], und
mit 22.3.14 ergibt sich

r0(q) = q für alle q ∈M b ,

f(r1(q)) ≤ a ⇒ r1(q) ∈Ma ,

a ≤ f(r1(q)) ≤ b ⇒ f(σa−f(q)(q)) = a− f(q) + f(q) = a ⇒ r1(q) ∈Ma . 2

Damit ist Ma ein Deformationsretrakt von M b, d.h. M b ist homotop zu Ma.

Der Beweis von [Milnor-2] ist etwas anspruchsvoller und soll anhand des folgenden
Bildes erläutert werden.
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Abbildung 22.8: M c+ε ∼M c−ε ∪ eλ

Die Beweisidee von Milnor ist die folgende. Seien q0 ∈M ein nichtentarteter kritischer
Punkt mit c = f(q0), Uq0 ⊂M eine Umgebung um q0, in welcher ein lokales Koordina-
tensystem X : Uq0 → Rn mit X(q0) = (x1(q0), . . . , xn(q0)) = 0 und einer Entwickung
gemäß dem 22.3.2 gilt:

f(X) = c− (x1)2 − . . .− (xλ)2 + (xλ+1)2 + . . . (xn)2 = .. c−X− +X+ . (22.3.15)

In X(Uq0) konstruiert man jetzt mit einem hinreichend kleinen ε eine abgeschlossene
n-dimensionale Kugel um X(q0) = 0 mit einem Radius

√
2ε, d.h.Dn√

2ε :

Dn√
2ε ..= {(x

1, . . . , xn)|
n∑
i=1

(xi)2 = X− +X+ ≤ 2ε} . (22.3.16)

Die Menge X−1(Dn√
2ε) ⊂ Uq0 ist kompakt und enthält außer q0 keinen nichtentarteten

kritischen Punkt von f . Ebenso ist die Menge f−1([c − ε, c + ε]) kompakt und enthält
außer q0 keinen nichtentarteten kritischen Punkt von f (wegen 22.3.4-1).
Im obigen Bild eines Torus T 2 ist M c−ε = f−1((−∞, c − ε]) der dunkle Bereich. Jetzt
führt man eine neue Funktion F : M → R ein, die überall mit der Höhenfunkti-
on f übereinstimmt, mit Ausnahme einer kleinen Umgebung um den nichtentarte-
ten kritischen Punkt q0, wo F < f gelten möge. Dank dieser Konstruktion besteht
F−1(−∞, c− ε] aus M c−ε ∪H, wobei der Buchstabe H für das englischen Wort ’hand-
le’, oder das deutsche Wort ’Henkel’ steht. Die dicke Linie in H ist λ-Zelle eλ. Jetzt
sind zunächst einmal M c−ε ∪ eλ und M c−ε ∪ H homotop. Der Bereich L ist gerade
F−1[c− ε, c+ ε] und damit zeigt man im letzten Schritt, daß M c−ε ∪H ein Deformati-
onsretrakt von M c+ε ist.
Um die gewünschte Funktion F zu konstruieren führt man irgendeine geeignete glatte
Übergangsfunktion ein, wie dies in der Analysis öfter bei der Glättung einer Stufen-
funktion auftaucht.
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Lemma 22.3.14 (1) Die von Milnor (1963), S. 16, geforderten Eigenschaften einer
glatten Übergangsfunktion ρ : R→ R sind:

ρ(t) ≥ 0 für t ∈ R ,

ρ(0) > ε , (22.3.17)

ρ(t) = 0 für t ≥ 2ε ,

−1 < ρ′(t) ≤ 0 für t ∈ R .

Die folgende Funktion ρ(t) hat die obigen Eigenschaften:

ρ(t) ..=


1.1ε t ≤ 0 ,
1.1ε

2 [cos( π2εt) + 1] 0 < t < 2ε ,
0 t ≥ 2ε .

(22.3.18)

Beweis: Die Stetigkeit und die ersten drei Eigenschaften von ρ(t) folgen direkt aus der
Definition. Für die Ableitung ρ′(t) gilt:

ρ′(t) ..=


0 t ≤ 0 ,
1.1ε

2 (− π
2ε)[sin( π2εt)] > −

1.1π
4 > −1 0 < t < 2ε ,

0 t ≥ 2ε .

2

Mit dieser Übergangsfunktion ρ(t) wird jetzt die gewünschte Funktion F : M → R
konstruiert.

F (q) ..=


f(q) für q 6= X−1(Bn√

2ε) ,
f(q)− ρ((x1)2 + . . .+ (xλ)2 + 2(xλ+1)2 + . . .+ 2(xn)2) für q ∈ X−1(Bn√

2ε) ,
= f(q)− ρ(X− + 2X+) .

(22.3.19)

Das heißt, F (q) und f(q) stimmen überein, wenn X(q) außerhalb der Kugel Bn√
2ε liegt.

Da ρ(t) ≥ 0 für alle t ∈ R ist folgt sofort F (q) ≤ f(q) für alle q ∈M .

Lemma 22.3.16 (2) Aufgrund der Definition von ρ(q) ist klar, daß F (q) innerhalb
und außerhalb von X−1(Dn√

2ε) glatt ist. Jetzt soll gezeigt werden, daß F (q) auch auf
dem Rand ∂X−1(Dn√

2ε) glatt ist.

Beweis: Sei qr ∈ ∂X−1(Dn√
2ε), d.h. ein Randpunkt von X−1(Dn√

2ε). Damit gilt für qr
die Beziehung

X−(qr) +X+(qr) =
n∑
i=1

(xi(qr))2 = 2ε . (22.3.20)
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Da die Mannigfaltigkeit M kompakt ist gibt es zwei Folgen {qk1 ∈ X−1(Dn√
2ε)} und

{qk2 /∈ X−1(Dn√
2ε)}, die von innerhalb, bzw. von außerhalb von X−1(Dn√

2ε) gegen qr
konvergieren. Stetigkeit vom F liegt dann vor, wenn gilt:

lim
qk1→qr

F (qk1) = lim
qk2→qr

F (qk2) = F (qr) .

Es ergibt sich für den Grenzwert beider Folgen:

F (qk1) = f(qk1)− ρ(X−(qk1) + 2X+(qk1)) ,

lim
qk1→qr

F (qk1) = F (qr) = f(qr)− ρ(X−(qr) + 2X+(qr)) = f(qr)− ρ(2ε+X+(qr)) = f(qr) .

F (qk2) = f(qk2) ,

lim
qk2→qr

F (qk2) = F (qr) = f(qr) .

Nun zu der 1. Ableitung von F , wobei wir f = c−X− +X+ berücksichtigen:

∂F

∂xi
(qk1) =

{
−2xi(qk1)− 2xi(qk1)ρ′(X−(qk1) + 2X+(qk1)) i ≤ λ ,

+2xi(qk1)− 4xi(qk1)ρ′(X−(qk1) + 2X+(qk1)) i > λ .

Im Grenzwert qk1 → qr ergibt sich mit Hilfe von
ρ′(X−(qr) + 2X+(qr)) = ρ′(2ε+X+(qr)) = 0 :

lim
qk1→qr

∂F

∂xi
(qk1) = ∂F

∂xi
(qr) =

{
−2xi(qr) i ≤ λ ,

+2xi(qr) i > λ .

Ebenso ergibt sich für die Folge der qk2 :

∂F

∂xi
(qk2) =

{
−2xi(qk2) i ≤ λ ,

+2xi(qk1) i > λ .

Und im Grenzwert qk2 → qr ergibt sich damit sofort:

lim
qk2→qr

∂F

∂xi
(qk2) = ∂F

∂xi
(qr) =

{
−2xi(qr) i ≤ λ ,

+2xi(qr) i > λ .

Nun zur 2. Ableitung von F :

∂2F

(∂xi)2 (qk1) =


−2− 2ρ′(X−(qk1) + 2X+(qk1))− 4(xi(qk1))2ρ′′(X−(qk1) + 2X+(qk1)) ,
für i ≤ λ ,

+2− 4ρ′(X−(qk1) + 2X+(qk1))− 16(xi(qk1))ρ′′(X−(qk1) +X+(qk1))
für i > λ .
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Mit ρ′(2ε+X+(qr)) = 0 und ρ′′(2ε+X+(qr)) = 0 folgt:

lim
qk1→qr

∂2F

(∂xi)2 (qk1) = ∂2F

(∂xi)2 (qr) =
{
−2 i ≤ λ ,

2 i > λ .

∂2F

(∂xi)2 (qk2) =
{
−2 i ≤ λ ,

2 i > λ .

lim
qk2→qr

∂2F

(∂xi)2 (qk2) = ∂2F

(∂xi)2 (qr) =
{
−2 i ≤ λ ,

2 i > λ .

Völlig analog verschwinden die höheren Ableitungen von beiden Seiten des Rands bei
qr ∈ X−1(∂B√2ε):

lim
qk1→qr

∂nF

(∂xi)n (qk1) = ∂nF

(∂xi)n (qr) = 0 ,

lim
qk2→qr

∂nF

(∂xi)n (qk2) = ∂nF

(∂xi)n (qr) = 0 für n ≥ 3 . 2

Also ist F (q) auf M glatt.

In den nächsten beiden Lemmas soll diese Funktion F : M → R nun genauer untersucht
werden.

Lemma 22.3.18 (3)
f−1((−∞, c+ ε]) = M c+ε = F−1((−∞, c+ ε]) . (22.3.21)

Beweis: Die erste Gleichung ist einfach die Definition von M e+ε.
Wenn q /∈ X−1(Dn√

2ε) ⊂ Uq0 , dann ist F (q) = f(q) und wir sind fertig.

Wenn q ∈M c+ε, bzw. q ∈ X−1(Dn√
2ε) liegt, dann folgt:

q ∈M c+ε ⇒ F (q) ≤ f(q) ≤ c+ ε ⇒ q ∈ F−1((−∞, c+ ε])

⇒ M c+ε ⊆ F−1((−∞, c+ ε]) .

q ∈ F−1((−∞, c+ ε]) ⇒ F (q) = f(q)− ρ(X−(q) + 2X+(q)) ≤ c+ ε ⇒
X−(q) + 2X+(q) ≤ 2ε ⇒ f(q) = c−X−(q) +X+(q)

≤ c+ 1
2X−(q) +X+(q) ≤ c+ ε ,

X−(q) + 2X+(q) > 2ε ⇒ ρ(X−(q) + 2X+(q)) = 0
⇒ f(q) = F (q) ≤ c+ ε ,
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und damit in beiden Fällen

q ∈ F−1((−∞, c+ ε]) ⇒ q ∈M c+ε ⇒ F−1((−∞, c+ ε]) ⊆M c+ε . 2

Insgesamt folgt also die Behauptung M c+ε = F−1((−∞, c+ ε]).

Lemma 22.3.20 (4) In der Umgebung Uq0 stimmen die Funktionen f und F in dem
nichtentarteten kritischen Punkt q0 ∈ Uq0 ⊂M mit f(q0) = F (q0) = c überein.
Im Bereich F−1([c − ε, c + ε]), das ist gerade der Bereich L in der obigen Skizze, gibt
es für die Funktion F keinen nichtentarteten kritischen Punkt.
Der Bereich F−1(−∞, c−ε]) ist ein Deformationsretrakt von M c+ε = F−1((−∞, c+ε]).

Beweis:
∂F

∂X−
= −1− ρ′(X− + 2X+) < 0 , (22.3.22)

∂F

∂X+
= 1− 2ρ′(X− + 2X+) ≥ 1 , (22.3.23)

und damit ist

dF = ∂F

∂X−
dX− + ∂F

∂X+
dX+

!= 0 ⇒ dX− = dX+ = 0 .

d.h. der nichtentartete kritische Punkt von F in U ist q0 ∈ U ⊂M .
Jetzt soll F−1([c−ε, c+ε]) untersucht werden. Wegen dem obigen Lemma-3: f−1((−∞, c+
ε]) = F−1((−∞, c+ ε]) .in Verbindung mit F ≤ f folgt

F−1([c− ε, c+ ε]) ⊂ f−1([c− ε, c+ ε]) .

Diese Region ist kompakt und kann als nichtentarteten kritischen Punkt höchstens
q0 ∈ U ⊂ M enthalten. Aber wegen der Definition von ρ(t), siehe 22.3.17, ist ρ(0) > ε,
und damit folgt

F (q0) = c− ρ(0) < c− ε ⇒ q0 /∈ F−1([c− ε, c+ ε]) . 2

Also enthält F−1([c− ε, c+ ε]) keinen nichtentarteten kritischen Punkt.
Da F−1([c − ε, c + ε]) kompakt ist und keinen nichtentarteten kritischen Punkt ent-
hält kann der Satz Milnor-1, siehe 22.3.12, angewandt werden und liefert die Aussage,
daß F−1((−∞, c − ε]) diffeomorph und homotop zu F−1((−∞, c + ε]) ist, d.h. daß
F−1((−∞, c− ε]) ein Deformationsretrakt von M c+ε = F−1((−∞, c+ ε]) ist.

Wenn man sich einen geometrischen Überblick über die Situation um q herum verschaf-
fen will, dann kann man sich einmal einige der relevanten Funktionen in der Umgebung
von q anschauen. Wir projizieren die Funktionen in die (x1, xn)-Ebene

1.f = c ⇒ −(x1)2 − . . .− (xλ)2 + (xλ+1)2 + . . . (xn)2 ⇒ xn = ±x1 .
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2.f = c− ε ⇒ xn = ±
√

(x1)2 − ε .

3.f = c+ ε ⇒ xn = ±
√

(x1)2 + ε .

4.F = c− ε ⇒ xn = ±
√

(x1)2 + ρ((x1)2 + 2(xn)2)− ε .

5.F = f = c− ε ⇒ (x1)2 + 2(xn)2 = 2ε ⇒ xn = ±
√
ε− 1

2(x1)2 .

Grafisch sieht das in etwa folgendermaßen aus. Hierbei repräsentiert der Kreis den Rand
der Kugel Bn√

2ε und H ist der oben eingeführte ’handle’ oder ’Henkel’-Bereich, d.h.

H ..= F−1((∞, c− ε]) \M c−ε ⇔ F−1((∞, c− ε]) ..= M c−ε ∪H . (22.3.24)

. Die dicke Linie in H soll die folgende λ-Zelle darstellen:

eλ ..= {q ∈ Uq0 |X−(q) ≤ ε und X+(q) = 0} . (22.3.25)

f=c

(x+1, …, xn)

(x1, …, x)

H
F=c-

f=F=c+

f=c-

f=c

e

 -

H

-

F=c-
f=c-

A

Abbildung 22.9: die Region H in der (x1, xn)-Ebene

Lemma 22.3.22 (5) M c−ε ∪ eλ ist ein Deformationsretrakt von M c−ε ∪H.

Beweis: Zunächst einmal soll gezeigt werden, daß tatsächlich eλ ⊂ H ist, d.h. das
eλ ⊂ F−1((−∞, c − ε]) \M c−ε. Sei also q ∈ eλ, dann gilt nach Definition X−(q) ≤ ε
und X+(q) = 0. Also ist f(q) = c−X−(q) ≥ c− ε. Also ist q /∈M c−ε. Für den anderen
Teil der Behauptung definieren wir die Hilfsfunktion g : R → R mit g(t) ..= ρ(t) + t.
Nun gilt ja −1 < ρ′(t) ≤ 0 und damit g′(t) > 0,also ist g zunehmend und es folgt
g(t) > g(0) = ρ(0). Und damit folgt g(X−(q)) = ρ(X−(q)) +X−(q) > g(0) = ρ(0). Und
damit folgt

F (q) = c−X−(q)− ρ(X−(q)) = c− g(X−(q)) < c− ρ(0) < c− ε ⇒
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q ∈ F−1((−∞, c− ε]) .

Nun zur Retraktion von H. Die Retraktion von H im Bereich X− ∈ [−ε, ε] ist trivial.
Aufwendiger ist die Retraktion im Bereich A der obigen Zeichnung. Dies ist der Bereich
mit X− ≥ ε zwischen den Kurven F = c− ε und f = c− ε. Hier soll die Retraktion von
A auf die Kurve f = c− ε erfolgen.

q ∈ A ⇒

{
X− ≥ ε und
f(q) ≥ c− ε ⇔ c−X− +X+ ≥ c− ε ⇔ X+ + ε ≥ X−

⇒ ε ≤ X− ≤ X+ + ε ⇔ 0 ≤ X− − ε
X+

≤ 1 .

Die Retraktion von X+ soll jetzt mithife der Funktion st : [0, 1]→ [0, 1] erfolgen:

st ..= t+ (1− t)

√
X− − ε
X+

.

Wie sieht es mit der Stetigkeit von stxi für i > λ aus, insb. in der linken unteren Ecke
von A, d.h. im Grenzübergang X+ → +0 und X− → +ε ? Für jedes einzelne xi gilt
|xi| ≤

√
X+ und damit folgt

|stxi| =
(
t+ (1− t)

√
X− − ε
X+

)
|xi| ≤

(
t+ (1− t)

√
X− − ε
X+

)√
X+

= t
√
X+ + (1− t)

√
X− − ε ,

lim
X+→+0
X−→+ε

|stxi| = lim
X+→+0
X−→+ε

t
√
X+ + (1− t)

√
X− − ε = 0 .

Mit diesem st mit t ∈ [0, 1] können wir nun die Retraktionsfunktion rt(x1, . . . , xn)
definieren:

rt(x1, . . . , xn) : M c−ε ∪H →M c−ε ∪H ,

rt(x1, . . . , xn) ..=


(x1, . . . , xλ, txλ+1, . . . , txn) q ∈ H und X−(q) ≤ ε ,

(x1, . . . , xλ, stx
λ+1, . . . , stx

n) q ∈ H und q ∈ A ,

(x1, . . . , xn) q ∈M c−ε .

Zunächst sieht man sofort, daß r1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) ist, daß also r1 die Ein-
heitsabbildung ist.
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Im Bereich q ∈ H und X−(q) ≤ ε ist r0(x1, . . . , xλ, xλ+1, . . . , xn) = (x1, . . . , xλ, 0, . . . , 0)
und dies ist wegen 22.3.25 gerade eλ.
Im Bereich q ∈ H und q ∈ A ergibt sich

s0 =

√
X− − ε
X+

⇒

X+(r0(x1, . . . , xn)) =
n∑

i=λ+1

(√
X− − ε
X+

xi

)2

= X− − ε
X+

n∑
i=λ+1

(xi)2 = X− − ε ,

X−(r0(x1, . . . , xn)) = X− .

Damit folgt

f(r0(x1, . . . , xn)) = c−X−(r0(x1, . . . , xn)) +X+(r0(x1, . . . , xn))

= c−X− + (X− − ε) = c− ε . 2

Es bleibt noch die Frage, wie geschieht die Retraktion mit rt im Bereich A für Pa-
rameterwerte 0 < t < 1 ? Wir verschieben mittels rt die Kurve F = c − ε bzgl. ihrer
X+-Werte in RichtungM c−ε. Dies Funktion F ist stetig in X+, und wegen 22.3.23 ist sie
auch monoton zunehmend in X+, also gehören alle rt-Wert mit 0 ≤ t ≤ 1 zu M c−ε∪H.
Damit haben wir wie gewünscht die Retraktion des Bereichs A auf M c−ε durchgeführt.
Insgesamt ist also M c−ε ∪ eλ ein Deformationsretrakt von M c−ε ∪H.

Satz 22.3.24 (Milnor-2) Sei f : M → R eine Morse-Funktion mit einem nich-
tentarteten kritischen Punkt q0 ∈ M mit dem Index λ und f(q0) = c. Sei weiter
f−1([c− ε, c+ ε]) kompakt und enthalte keine weiteren kritischen Punkt von f in einer
geeigneten kleinen ε-Umgebung. Dann sind die Mengen M c+ε und M c−ε ∪ eλ homotop
äquivalent.

Beweis: Aus 22.3.20, 22.3.24 und 22.3.22 folgt

M c+ε = f−1((−∞, c+ ε]) = F−1((−∞, c+ ε]) ' F−1(−∞, c− ε]) ,

F−1((∞, c− ε]) = M c−ε ∪H ,

M c−ε ∪H 'M c−ε ∪ eλ . 2

Damit ergibt sich insgesamt die Behauptung, daß M c+ε und M c−ε ∪ eλ homotop äqui-
valent sind.
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22.4 Morse Theorie - Homologie und Morse
Ungleichungen

In der Herleitung der Morse-Ungleichungen stützen wir uns auf das starke topologische
Hilfsmittel der relativen singulären Homologiegruppen, siehe insb. unsere Abschnitte
21.3 und 21.4 in den Homologie-Kapiteln 20 und 21. Wir wiederholen kurz die wesent-
lichen Begriffe und Definitionen der simplizialen und der singulären Homologie.

Die Ausgangsfrage von Poincaré war es, wie kann man r-dimensionale Löcher in einer
Mannigfaltigkeit charakterisieren? Dies führte ihn zu einer ersten Formulierung der
simplizialen Homologie.

Ein Simplex ∆r ist eine r-dimensionale konvexe Verallgemeinerung eines Dreiecks in
Rm. Ein simplizialer Komplex K ist eine endliche Anzahl Ir von Simplexen ∆r, so daß
jede Seite eines Simplexes von K zu K gehört und der Durchschnitt zweier Simplexe
von K entweder leer oder eine gemeinsame Seite ist. Emmy Noether hat nun solche
simplizialen Komplexe mit freien abelschen Gruppen G in Verbindung gebracht, in-
dem sie r-Ketten Cr(K), r-Zyklen Zr(K) und mit Hilfe eines Randoperators ∂r auch
r-Randketten Br(K) definiert hat. Damit kann man r-dimensionale Löcher als r-Zyklen
die keine r-Randketten sind identifizieren. Der Randoperator ∂r erweist sich als idem-
potent, d.h. ∂r∂r+1∆r+1 = 0. Ein r-Zyklus Zr(K) wird als eine r-Kette Cr(K) ohne
Rand definiert, d.h. Zr(K) = ker ∂r, und eine r-Randkette ist ein Bild des Randopera-
tor ∂r+1, d.h. Br = Im ∂r+1. Wegen der Idempotenz des Randoperators ∂r∂r+1∆r+1 = 0
folgt Br(K) ⊆ Zr(K) und damit werden die Homologiegruppen Hr(K) und Bettizahlen
br(K) definiert als

Hr(K) ..=
{
Zr(K)/Br(K) für r = 0, . . . ,m ,

0 für r < 0 oder r > m .
(22.4.1)

br(K) ..= dim(Hr(K)) . (22.4.2)

Die Euler-Charakteristik χ(K) eines simplizialen Komplexes mit einer Anzahl Ir von
r-dimensionalen Simplexen ∆r verschiedener Dimensionen r ist definiert als

χ(K) ..=
m∑
r=0

(−1)rIr , (22.4.3)

und stellt eine Verallgemeinerung der Eulerschen Polyeder-Formel dar. Da die Homolo-
giegruppen Hr(K) topologische Invarianten sind ist also auch die Euler-Charakteristik
ein topologische Invariante. Poincaré hat für diese Euler-Charakteristik den heute so
genannten Euler-Poincaré-Satz bewiesen:

χ(K) =
m∑
r=0

(−1)rIr =
m∑
r=0

(−1)rbr(K) . (22.4.4)
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Manchmal erhält man in der Mathematik einfachere Strukturen indem man auf gewisse
Informationen verzichtet. So ist es auch in der algebraischen Topologie immer wieder
hilfreich einen topologischen Raum modulo eines Teilraums zu untersuchen. Im Fall der
Homologiegruppen gelangt man zu den relativen Homologiegruppen.

Seien A ⊂ X nichtleere, abgeschlossene topologische Räume, dann definiert man die
relative r-Kettengruppe als die r-Kettengruppe von X modulo der r-Kettengruppe
von A, also Cr(X,A) ..= Cr(X)/Cr(A) . Der obige Randoperator ∂r wirkt in gleicher
Weise auf Ketten aus Cr(X) wie auf Ketten aus Cr(A), kann also trivial auf Cr(X,A)
fortgesetzt werden.

Und schließlich läßt sich die simpliziale Homologie nach Noether zur singulären Homo-
logie nach Eilenberg verallgemeinern, indem man von von Simplexen zu sog. singulären
Simplexen übergeht. Ein singulärer Simplex ist eine stetige Abbildung sr : ∆r → X,
also eine Abbildung eines abgeschlossenen Simplex ∆r in den topologischen Raum X.

Uns interessiert hier die Änderung der Homologie in der Umgebung eines nichtentarte-
ten kritischen Punkts q0 ∈ Uq0 ⊂M , d.h. die Änderung der Homologie beim Übergang
von Uq0 ∩M c−ε ' Sλ−1

q0 zu Uq0 ∩M c+ε ' Dλ
q0 . Die zweite Homotopiegleichung ist klar,

da wir um q0 ja gerade eine λ-Zelle eλ :' Dλ
q0 eingefügt hatten, und die erste Homoto-

piegleichung entsteht einfach durch Uq0 ∩M c+ε \ eλ ' Sλ−1
q0 .

Wir betrachten jetzt die folgende kurze Sequenz (siehe 21.4.6):

0 −→ Cr(A) i−→ Cr(X) j−→ Cr(X,A) −→ 0 ⇔

0 −→ Cr(A) i−→ Cr(X) j−→ Cr(X/A) −→ 0 (22.4.5)

und stellen fest, daß dies eine kurze exakte Sequenz analog zu 21.3.2 ist, denn die
Inklusion i : Cr(A) ↪→ Cr(X) ist injektiv und die Projektion j : Cr(X) → Cr(X,A) =
Cr(X)/Cr(A) ist surjektiv. Mit Hilfe des Randoperarors ∂r führt dies zur folgenden
langen exakten Sequenz der entsprechenden Homologiegruppen (siehe 21.4.7):

. . . → Hr(A) i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X,A) ∂•−→ Hr−1(A) i•−→ Hr−1(X) → . . . −→ 0 ⇔

. . . → Hr(A) i•−→ Hr(X) j•−→ Hr(X/A) ∂•−→ Hr−1(A) i•−→ Hr−1(X) → . . . −→ 0 .
(22.4.6)

Jetzt nutzt man die Eigenschaft der exakten Sequenz aus, und zwar zunächst für die
ersten drei Glieder der Sequenz:

i• ist injektiv, j• ist surjektiv, Im i• = ker j• ⇒ (22.4.7)

dimHr(X) = dim Im j• + dim ker j• = dim Im j• + dim Im i•

≤ dimHr(X/A) + dimHr(A) = br(X/A) + br(A) . (22.4.8)
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Dies wenden wir jetzt auf unseren Fall eines nichtentarteten kritischen Punkts mit
Index λ an. Hierbei ist X = Uq0 ∩M c+ε ' Dλ

q0 und A = Uq0 ∩M c−ε = Uq0 ∩ (M c+ε \
eλ) ≈ Sλ−1

q0 . Für X modulo A, d.h. für X/A ergibt sich damit gerade Dλ
q0/S

λ−1
q0 =

Dλ
q0/∂D

λ
q0 = Sλq0 (siehe 21.8.1). Die Betti-Zahlen für Sλq0 sind bekannt, denn Sλq0 ist

wegzusammenhängend, woraus b0(Sλq0) = 1 folgt (siehe 21.2.12), und für die anderen
bi(Sλq0) mit 1 ≤ i ≤ λ ergeben sich mit 21.8.2:

b0(Sλq0) = 1, b1(Sλq0) = 0, . . . , bλ−1(Sλq0) = 0, bλ(Sλq0) = 1 . (22.4.9)

Wenn es aber in der Mannigfaltigkeit M keinen nichtentarteten kritischen Punkt mit
dem Index λ gibt, dann sind M c+ε ≈ M c−ε und damit X = A und damit X/A = ∅,
womit alle br(∅) = 0 sind.

Satz 22.4.1 (Morse-Ungleichungen) Sei M eine kompakte differenzierbare Man-
nigfaltigkeit und sei Cλ(f) die Anzahl der nichtentarteten kritischen Punkte mit dem
Index λ einer Morse-Funktion f . Dann gilt:

Cλ(f) ≥ bλ(M) schwache Morse Ungleichung , (22.4.10)

γr(M) ≤ γr(N) + γr(M/N) mit γr ..=
r∑

k=0

(−1)r−kbk , (22.4.11)

λ∑
r=0

(−1)λ−rCr(f) ≥
λ∑
r=0

(−1)λ−rbr starke Morse Ungleichung , (22.4.12)

Im Fall von λ = m gilt in 22.4.11 und 22.4.12 das Gleichheitszeichen und man erhält

χ(M) = χ(N) + χ(M/N) , (22.4.13)

m∑
r=0

(−1)rCr(f) =
m∑
r=0

(−1)rbr = χ(M) . (22.4.14)

Diese letzte Gleichung heißt auch algebraische Anzahl kritischer Punkte von f .

Beweis: Wenn es in der Mannigfaltigkeit M keinen nichtentarteten kritischen Punkt
mit dem Index λ zur Morse-Funktion f gibt, dann ist Cλ(f) = bλ = 0. Wenn es aber
einen oder mehrere nichtentartete kritische Punkte mit dem Index λ zu zur Morse-
Funktion f gibt, dann ist Cλ(f) ≥ bλ = 1. Dies ist die schwache Morse-Ungleichung.
Zum Beweis der starken Morse-Ungleichung wenden wir in das Kriterium der Exaktheit
in 22.4.6 von r + 1 bis r = 0 mehrfach hintereinander an. Eine Sequenz E → F → G
heißt exakt, wenn gilt:

E
f−→ F

g−→ G exakt ⇔ Im f = ker g
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⇔ dimF = dim Im g + dim ker g = dim Im g + dim Im f

⇔ dim Im f = dimF − dim Im g .

Also folgt aus 22.4.6:

dim Im(∂•(r+1)) = dimHr(A)− dim Im i•(r)

= br(A)− (dimHr(X)− dim Im j•(r))

= br(A)− br(X) + dimHr(X/A)− dim Im(∂•(r))

= br(A)− br(X) + br(X/A)

− (br−1(A)− br−1(X) + br(X/A))

+ . . .

=
r∑

k=0

(−1)r−kbk(A)−
r∑

k=0

(−1)r−kbk(X) +
r∑

k=0

(−1)r−kbk(X/A)

= .. γr(A)− γr(X) + γr(X/A) ⇒

γr(X) = γr(A) + γr(X/A)− dim Im(∂•(r+1)) ≥ γr(A) + γr(X/A) .

Wenn nun r > m, dann sind alle Hr = ∅ und dimHr = 0 und damit folgt sofort

γm(X) = γm(A) + γm(X/A) , bzw.

χ(X) = χ(A) + χ(X/A) .

Mit der selben Argumentation wie oben bei der schwachen Morse-Ungleichung wenden
wir dies jetzt auf unseren Fall nichtentarteter kritischer Punkte mit Index λ der Morse-
Funktion f an, summieren über alle diese Punkte, nutzen wieder Cλ(f) ≥ bλ(M) = 1
aus, und erhalten

λ∑
r=0

(−1)λ−rCr(f) ≥
λ∑
r=0

(−1)λ−rbr(M) .

Und wiederum für r > m folgt das Gleichheitszeichen, d.h.
m∑
r=0

(−1)m−rCr(f) =
m∑
r=0

(−1)m−rbr(M) ⇒

m∑
r=0

(−1)rCr(f) =
m∑
r=0

(−1)rbr(M) = χ(M) . 2





23 Der verallgemeinerte Satz von
Gauß-Bonnet

23.1 Der Satz von Gauß-Bonnet für m-dimensionale
Hyperflächen

In Kapitel 15.15 wurde die Gaußsche Krümmung KG(u) für m-dimensionale Hyper-
flächen M in Em+1 mit geradzahligem m definiert. Hier soll nun für diesen Fall der
Satz von Gauß-Bonnet bewiesen werden. Wir folgen dabei im Wesentlichen Guillemin
u. Pollack (1974), S. 196 ff., die ihrerseits dem Beweis von Weil und Allendoerfer aus
dem Jahr 1943 folgen.
Entscheidend ist bei diesem Beweis die Einbettung vonM in Em+1, bzw. die Einbettung
von TpM in TpEm+1 für p ∈M .
Die Gaußsche Normalenabbildung ñ : M → Sm mit ñ(x) ..= n(x) ordnet jedem Punkt
x ∈ M seinem jeweiligen Normalenvektor n(x) entsprechend einen Punkt auf der Ku-
geloberfläche Sm zu.

Satz 23.1.1 SeienM eine kompakte, orientierte, m-dimensionale Hyperfläche in Em+1

mit geradzahligem m. Seien KG(u) die Gaußsche Krümmung, volM , volSm die Volumen-
formen von M und Sm und χ(M) die Euler Charakteristik von M , dann gilt mit dem
Volumen V ol(Sm) der m-dimensionalen Kugeloberfläche Sm:

V ol(Sm) =
π
m
2 2m+1(m2 )!

m! für geradzahliges m . (23.1.1)

∫
M

KG volM = 1
2V ol(S

m)χ(M) . (23.1.2)

Beweis: Der Anfang des Beweises besteht einfach aus der Anwendung des Brouwer-
schen Abbildungsgrades auf die Definitionsgleichung der Gauß-Krümmung inm Dimen-
sionen 15.15.3:∫

M

KG volM =
∫
M

ñ∗ volSm = deg(ñ)
∫
Sm

volSm = deg(ñ)V ol(Sm) .

Also bleibt nur noch zu beweisen, daß der Abbildungsgrad der Gaußschen Normalenab-
bildung gerade gleich 1

2χ(M) ist. Für den Beweis wird ein spezielles Vektorfeld auf
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M konstruiert, dieses in Em+1 eingebettet, und dann der Index dieses Vektorfeldes an
dessen Nullstellen berechnet.
Seien +w und −w reguläre Werte von ñ : M → Sm, dann bestehen per Definition die
Urbildmengen {ñ−1(+w)} = {v1, . . . , vk} und {ñ−1(−w)} = {v′1, . . . , v′k′} aus regulären
Punkten von ñ, d.h.

det ∂ñi
∂xj
|vl 6= 0 , det ∂ñi

∂xj
|v′
l′
6= 0 , i, j = 1, . . . ,m; l = 1, . . . , k; l′ = 1, . . . , k′.

Wir konstruieren jetzt das spezielles Vektorfeld Vp : Mp → TpM , dessen Wert an der
Stelle p ∈M die Projektion von −w ∈ Sm ⊂ Em+1 auf TpM ist:

Vp ..= (−w)− (−w · n(p))n(p) = (w · ñ(p))ñ(p)− w .

Das Vektorfeld Vp hat Nullstellen bei ñ(p) = n(p) = ±w, da ja |w| = 1 ist. Die
Urbildmenge {ñ−1(+w), ñ−1(−w)} ist endlich, da ±w reguläre Werte von ñ sind und
M kompakt ist (eine Folgerung des Satzes von Sard, siehe Beweis von 17.1.3, Punkt
2.).
Die Einbettung von M in Em+1, bzw. die Einbettung von TpM in TpEm+1, können wir
mit Hilfe lokaler Koordinaten xj, bzw. ∂j ..= ∂

∂xj
an der Stelle p ∈M ⊂ Em+1 schreiben

als:

Em+1
p = Mp ⊕M⊥

p ,

Vp = Vp ⊕ 0 ∈ TpM ⊕ TpM⊥ = TpEm+1 .

Jetzt soll Vp als ein Vektorfeld in Em+1
p differenziert werden. Dazu verwenden wir Xp :

Em+1 → TpEm+1 mit

Xp ..= (∂1, . . . , ∂m)p ⊕ ∂m+1|p ∈ TpM ⊕ TpM⊥ = TpEm+1 .

Da lokal Em+1
p und TpEm+1 als (m+ 1)-dimensionale Vektorräume isomorph sind, kurz

Em+1
p ∼ TpEm+1, kann man Xp auch auf Tangentialvektoren von Em+1 anwenden, also

Xp : TpEm+1 → TpEm+1. Wegen Mp ∼ TpM ist Xp[V ] in den lokalen Koordinaten
tatsächlich eine Abbildung Xp : TpM → TpM .
Damit folgt zunächst, daß Xp[n(p)] senkrecht auf n(p) steht, denn

n(p) · n(p) = 1 ⇒ X[n(p) · n(p)] =
{

2X[n(p)] · n(p) ,
0 .

⇒ X[n(p)]⊥n(p) .

Da w fix ist ergibt sich für Xp[V ]

Xp[V ] = Xp[(w · ñ(p))ñ(p)− w] = Xp[(w · n(p))n(p)− w]
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= (w ·Xp[n(p)])n(p) + (w · n(p))Xp[n(p)] ,

und dies ist an einer Stelle p ∈M mit ñ(p) = n(p) = ±w gerade

Xp[V ] = (w · n(p))Xp[n(p)] = ±Xp[n(p)] = ±Xp[ñ(p)] .

Damit können wir identifizieren

TpM =
{
TwS

m für ñ(p) = +w ,

T−wS
m für ñ(p) = −w .

Es folgt

det(Xp[V ]) =
{

+ det(Xp[ñ]) für ñ(p) = +w ,

(−1)m det(Xp[ñ]) für ñ(p) = −w .

Da +w ein regulärer Wert von ñ ist gilt Xp[ñ] 6= 0, also ist Xp[V ] in einer Umgebung
von p ein Isomorphismus und damit ist mit 17.3.2

ind(V ) = sgn det (Xp[V ]) = sgn det (Xp[ñ]) ,

und wenn ñ die Orientierung erhält ist also ind(V ) = 1.
Da −w ebenso wie +w ein regulärer Wert von ñ ist gilt wieder Xp[ñ] 6= 0, also ist Xp[V ]
in einer Umgebung von p ein Isomorphismus und damit ist mit 17.3.2

ind(V, p) = sgn det (Xp[V ]) = sgn det (Xp[ñ]) ,

und wenn ñ die Orientierung erhält ist also ind(V ) = (−1)m.
Die Abbildungsgrade deg(ñ) bzgl. der Stellen +w und −w sind dann∑

vl∈{ñ−1(+w)}

ind(V, vl) = deg(ñ) ,

∑
v′
l′∈{ñ

−1(−w)}

ind(V, v′l′) =
{

deg(ñ) für m gerade ,
− deg(ñ) für m ungerade .

Und daraus folgt

χ(M) =
∑

vl,v
′
l′∈{ñ

−1(±w)}

(ind(V, vl) + ind(V, v′l′)) =
{

2 deg(ñ) für m gerade ,
0 für m ungerade .

2





24 de Rham Kohomologie

Georges de Rham (1903-1990) war ein Schweizer Mathematiker und Schüler von Henri
Lebesque und Élie Cartan. In seiner im Jahr 1931 abgeschlossenen Dissertation arbeitete
er über das damals noch neue Gebiet der Kohomologie und bewies den Isomorphismus
der Homologiegruppen über R mit den (de Rham) Kohomologie-Vektorräumen auf dif-
ferenzierbaren, kompakten Mannigfaltigkeiten, eine Aussage, die heute als der Satz von
de Rham bekannt ist.
Wir folgen Nakahara (2003), S. 230 ff., Bott u. Tu (1982), S. 22 ff. und der Vorlesung
von Baader (2008), S. 15 ff., S. 52 ff.

Definition 24.0.1 Sei M eine m-dimensionale C∞-differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Die Menge der geschlossenen r-Differentialformen heißt die Kozyklengruppe Zr(M) und
die Menge der exakten r−Differentialformen heißt die Korandkettengruppe Br(M), d.h

Zr(M) ..= {ω ∈ Ωr(M) | dω = 0} , (24.0.1)

Br(M) ..= {ω ∈ Ωr(M) |ω = dω′ , ω′ ∈ Ωr−1(M)}. (24.0.2)

Wegen dr+1(drω) = 0, oder kurz d2 = 0 (11.3.2) ist Br(M) ⊆ Zr(M) und wir können
wie im Fall der Homologiegruppen jetzt die Kohomologiegruppen als Quotinetengruppe
definieren.

Definition 24.0.2 SeiM einem-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, Zr(M)
eine r-Kozyklengruppe und Br(M) eine r-Korandkettengruppe, dann heißt die Quotien-
tengruppe

Hr(M) ..= Hr(M,R) ..=
{
Zr(M)/Br(M) für r = 0, . . . ,m
∅ für r < 0 oder r > m .

(24.0.3)

die de Rham r-Kohomologiegruppe. Weil man als abelsche Gruppe G = R verwendet,
sind die de Rham Kohomologiegruppen tatsächlich Vektorräume. Da wir im Folgenden
nur de Rham Kohomologiegruppen betrachten lassen wir ab jetzt der Einfachheit halber
das Attribut ’de Rham’ wegfallen und sprechen nur noch von Kohomologiegruppen.

Wenn man den Kettenkomplex C(X) der Homologie-Theorie mit dem de Rham Kom-
plex Ω(M) vergleicht, dann stellt man eine große Ähnlichkeit fest:

0← C0
∂1←− C1

∂2←− · · · ∂m−1←−−− Cm−1
∂m←− Cm ←↩ 0 , (24.0.4)

0 ↪→ Ω0 d0−→ Ω1 d1−→ · · · dm−2−−−→ Ωm−1 dm−1−−−→ Ωm dm−→ 0 , (24.0.5)
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Hr(X) ..= Zr(X)/Br(X) = ker ∂r/ Im ∂r+1 , Homologiegruppen , (24.0.6)

Hr(M) ..= Zr(M)/Br(M) = ker dr/ Im dr−1 , Kohomologiegruppen . (24.0.7)

Beispiel: Für die simpliziale und die singuläre Homologie hatten wir in 20.5.1 und
20.5.2 gefunden:

H0(K) ' G , fürK einfach zusammenhängend ,

bzw. wenn K =
⋃n
i=1Ki mit Ki ∩Kj = ∅ für i, j = 1, . . . , n:

H0(K) '
n⊕
i=1

G , fürK n-fach disjunkt zusammenhängend .

Für die de Rham Kohomologie-Gruppen gilt:
B0(M) ..= ∅, da es keine (−1)-Formen gibt und damit ist

H0(M) = Z0(M) = {f ∈ Ω0(M) | df = 0} .

Wenn M wegzusammenhängend ist folgt aus df = 0, daß f = const. auf M , und damit

H0(M) ' R , fürM einfach wegzusammenhängend , (24.0.8)

bzw. wenn M =
⋃n
i=1Mi mit Mi ∩Mj = ∅ für i, j = 1, . . . , n:

H0(M) '
n⊕
i=1

R , fürM n-fach disjunkt wegzusammenhängend . (24.0.9)
2

Mittels des Satzes von Stokes (21.1.1) kann man eine Kohomologiegruppe als den Dual-
raum einer Homologiegruppe ansehen. Dazu definiert man in M ein inneres Produkt
zwischen einer r-Form ω ∈ Ωr(M) und einer r-Kette c ∈ C∞r (M):

〈·, ·〉 : C∞r (M)× Ωr(M)→ R mit 〈c, ω〉 ..=
∫
c

ω . (24.0.10)

Dieses innere Produkt ist linear in beiden Argumenten und der Satz von Stokes läßt
sich damit schreiben als:

〈cr, dr−1ωr−1〉 = 〈∂rcr, ωr−1〉 oder kurz 〈c, dω〉 = 〈∂c, ω〉 . (24.0.11)

Daraus folgt sofort

cr ∈ B∞r (M) , ωr ∈ Zr(M) ⇒ 〈cr, ωr〉 = 〈∂r+1c
′
r+1, ωr〉 = 〈c′r+1, drωr〉 = 0 ,

(24.0.12)
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cr ∈ Z∞r (M) , ωr ∈ Br(M) ⇒ 〈cr, ωr〉 = 〈cr, dr−1ω
′
r−1〉 = 〈∂rcr, ω′r−1〉 = 0 .

(24.0.13)

Das innere Produkt 〈·, ·〉 induziert ein entsprechendes inneres Produkt zwischen den
Homologiegruppen:

λ : H∞r (M)×Hr(M)→ R mit λ([c], [ω]) ..= 〈c, ω〉 =
∫
c

ω . (24.0.14)

Damit diese Definition Sinn macht, muß noch gezeigt werden, daß dieses innere Produkt
unabhängig vom jeweiligen Repräsentanten der Klassen [c] und [ω] ist.
Sei also cr ∈ [cr] ∈ H∞r (M) und ωr ∈ [ωr] ∈ Hr(M), dann ist c′r = (cr + ∂c′′r+1) ∈ [cr]
und dωr = 0, und daraus folgt:

〈c′r, ωr〉 = 〈cr + ∂c′′r+1, ωr〉 = 〈cr, ωr〉+ 〈∂c′′r+1, ωr〉 = 〈cr, ωr〉+ 〈c′′r+1, dωr〉 = 〈cr, ωr〉 .

Sei nun cr ∈ [cr] ∈ H∞r (M) und ωr ∈ [ωr] ∈ Hr(M), dann ist ∂cr = 0 und ω′r =
ωr + dω′′r−1, und daraus folgt:

〈cr, ω′r〉 = 〈cr, ωr + dω′′r−1〉 = 〈cr, ωr〉+ 〈cr, dω′′r−1〉 = 〈cr, ωr〉+ 〈∂cr, ω′′r−1〉 = 〈cr, ωr〉 .

Um den Isomorphismus von Hr(M) ' H∞r (M) und Hr(M) und damit den Satz von de
Rham zu beweisen muß man zeigen, daß das innere Produkt λ([c], [ω]) ..= 〈c, ω〉 nicht
entartet ist. Dazu kann man eine Meyer-Vietoris Sequenz verwenden, ganz ähnlich
jener, die wir bereits im Kapitel zur singulären Homologie kennengelernt haben. Der
algebraische Teil des Beweises, welcher den Übergang von einer kurzen, exakten Meyer-
Vietoris Sequenz zu einer langen, exakten Sequenz von Kohomologiegruppen konstruiert
ist identisch zu dem Fall der singulären Homologiegruppen. Der rein topologische Teil
des Beweises ist auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit natürlich einfacher als in
einem allgemeinen topologischen Raum, weil sehr viel mehr Struktur vorhanden ist. Wir
verwenden hier insbesondere ein Hilfsmittel der Analysis, die Zerlegung der Einheit: sei
{Ui} eine abzählbare Überdeckung der differenzierbaren MannigfaltigkeitM , dann gibt
es eine Zerlegung der Einheit {χi} mit nichtnegativen C∞-Funktionen χi, die ihren
Träger auf Ui haben, und für die in einer Umgebung eines jeden Punktes von M die
Summe

∑
i χi eine endliche Summe ist und

∑
i χi = 1 gilt.

Sei eine Funktion f zunächst nur auf U ∩V definiert. Mit Hilfe der Funktionen χV und
χU können wir f auf U und V fortsetzen:

χV f ist definiert auf U, χUf ist definiert auf V, (24.0.15)

χV f + χUf = (χV + χU)f = f ist definiert auf U ∩ V. (24.0.16)
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M

 U
 
∩V

f

 U

 V
 

 χ
U 

 χ
V 

Abbildung 24.1: Zerlegung der Einheit auf M = U ∪ V

Satz 24.0.4 (Meyer-Vietoris) Seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
U ⊆M , V ⊆M eine offene Überdeckung von M , d.h. M = U ∪V , sei weiter {χU , χV }
eine Zerlegung der Einheit, dann gilt:
1. die folgende, kurze Meyer-Vietoris Sequenz ist exakt:

∅ → Ωr(M) ī−→ Ωr(U)⊕ Ωr(V ) j̄−→ Ωr(U ∩ V ) → ∅ , (24.0.17)

ī : ω 7→ (ω, ω) , j̄ : (−χV ω, χUω) 7→ χUω − (−χV ω) = ω . (24.0.18)

2. aus dieser kurzen, exakten Meyer-Vietoris Sequenz folgt die lange, exakte Sequenz
von Kohomologiegruppen

. . . → Hr(M) ī•−→ Hr(U)⊕Hr(V ) j̄•−→ Hr(U ∩ V ) d•−→ Hr+1(M) → . . . (24.0.19)

3. der Korandoperator d• lautet explizit

d•[ω] =
{

[d(χUω)] auf V ,

[−d(χV ω)] auf U .
(24.0.20)

Beweis:
1. diese kurze Sequenz ist exakt, denn ī ist injektiv und

(ω1, ω2) ∈ ker(j̄) ⇒ ω ..= ω1 = ω2 ⇒ (ω1, ω2) = (ω, ω) ∈ Im(̄i) .

2. mit 21.3.3 folgt aus der obigen kurzen, exakten Meyer-Vietoris Sequenz die lan-
ge, exakte Sequenz von Kohomologiegruppen. Der einzige Unterschied zu den Ho-
mologiegruppen besteht darin, daß bei der Sequenz der Kohomologiegruppen wegen
d : Ωr(M)→ Ωr+1(M) die Indizes ansteigen.
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3. zur expliziten Bestimmung des Korandoperators d• betrachten wir die kurze exakte
Sequenz des Ketten-Komplexes:

... ... ...

0 // Ωr+1(M)

d

OO

ī
// Ωr+1(U)⊕ Ωr+1(V )

d

OO

j̄

// Ωr+1(U∩V )

d

OO

// 0

0 // Ωr(M)

d

OO

ī
// Ωr(U)⊕ Ωr(V )

d

OO

j̄

// Ωr(U∩V )

d

OO

// 0

...

d

OO

...

d

OO

...

d

OO

Sei [ω] ∈ Hr(U ∩ V ), dann ist ω ∈ Ωr(U ∩ V ) eine geschlossene Form, d.h. dω = 0. Da
die Zeilen im obigen kommutativen Diagramm exakte Sequenzen sind, ist j̄ surjektiv,
d.h. es gibt für jedes ω ∈ Ωr(U ∩ V ) ein ψ ∈ Ωr(U)⊕ Ωr(V ) mit j̄ : ψ → ω, und zwar
ψ = (−χV ω, χUω). Es folgt

d ◦ j̄(ψ) =
{
d(ω) = 0 ,
j̄ ◦ d(ψ) = j̄(−d(χV ω), d(χUω)) = d(χUω)− (−d(χV ω)) ,

also −d(χV ω) = d(χUω) auf U ∩ V . Wegen d(ψ) ∈ ker(j̄) = Im(̄i) existiert ein ϕ ∈
Ωr+1(M) mit ī(ϕ) = d(ψ). Wegen

d ◦ ī(ϕ) =
{
ī(d(ϕ)) und ī injektiv
d2(ψ) = 0

folgt dϕ = 0, d.h. [ϕ] ∈ Hr+1(M) und damit ist d• : Hr(U ∩ V )→ Hr+1(M)

d•[ω] =
{

[d(χUω)] auf V ,

[−d(χV ω)] auf U .
2

Mit Hilfe dieses Satzes von Meyer-Vietoris für Kohomologiegruppen läßt sich jetzt der
Satz von de Rham relativ leicht beweisen. Wir hatten in 21.10.1 gezeigt, daß die glatten
Homologiegruppen zur abelschen Gruppe G = R isomorph zu den gewöhnlichen Homo-
logiegruppen zur abelschen Gruppe R sind, d.h. H∞r (M ;R) ' Hr(M ;R). Der Satz von
de Rham beweist nun eine Isomorphie der glatten Homologiegruppen H∞r (M ;R) mit
den de Rham Kohomologiegruppen Hr(M).
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Satz 24.0.6 (de Rham)
Hr(M) ' H∞r (M ;R) ' Hr(M ;R) . (24.0.21)

Beweis: Der Beweis benutzt mittels der Meyer-Vietoris Sequenzen für die Homologie-
und Kohomologiegruppen eine vollständige Induktion bzgl. r.
Induktionsanfang: Wenn M einfach wegzusammenhängend ist, dann gilt mit 21.2.12
und 21.10.1 H0(M) ' R und mit 24.0.8 H0(M) ' R, also H0(M) ' H0(M ;R). Wenn
M aus n disjunkten wegzusammenhängenden Teilmengen M ..=

⋃n
i=1Mi besteht, dann

gilt mit 21.2.13 und 21.10.1 H0(M) '
⊕n

i=1 R und mit 24.0.9 H0(M) '
⊕n

i=1 R, also
wiederum H0(M) ' H0(M ;R).
Das innere Produkt λ([c], [ω]) = 〈c, ω〉 induziert eine lineare Abbildung λ̃:

λ̃ : Hr(M)→ H∞r (M ;R)∗ mit λ̃ : [ω] 7→ λ(·, [ω]) ,

λ(·, [ω])) : H∞r (M ;R)→ R mit λ : [c] 7→ λ([c], [ω]) ,

d.h. jedem [ω] ∈ Hr(M) wird eine Abbildung aus H∞r (M ;R)∗, dem Dualraum von
H∞r (M ;R), zugeordnet und zwar gerade λ(·, [ω]). Da wir hier nur endlichdimensionale
Homologie- und Kohomologiegruppen betrachten, die zugleich Vektorräume sind, gilt

dim(H∞r (M ;R)∗) = dim(H∞r (M ;R)) .

Es soll nun zu gezeigt werden, daß λ̃ ein Isomorphismus ist, oder anders gesagt, daß zu
jedem [ω] ∈ Hr(M) das innere Produkt λ(·, [ω]) nicht singulär ist, d.h. [c] 6= 0, [ω] 6= 0
impliziert λ(·, [ω]) 6= 0. Jetzt nehmen wir an, daß die Behauptung für (r− 1) gültig sei
und betrachten die beiden Meyer-Vietoris Sequenzen:

→ Hr−1(U ∩ V ) d•−→ Hr(U ∪ V ) ī•−→ Hr(U)⊕Hr(V ) j̄•−→ Hr(U ∩ V ) →
⊗ ⊗ ⊗ ⊗

← H∞r−1(U ∩ V ) ∂•←− H∞r (U ∪ V ) j•←− H∞r (U)⊕H∞r (V ) i•←− H∞r (U ∩ V ) ←
↓ λ1 ↓ λ2 ↓ λ3 ↓ λ4

R R R R

Zunächst betrachten wir die Situation bei den Abbildungen ī• und j•:

[ω] ∈ Hr(U ∪ V ) ⇒ ī•([ω]) = ([ω], [ω]) ,

[cU ] ∈ H∞r (U) , [cV ] ∈ H∞r (V ) , ⇒ j•([cU ], [cV ]) = [cU + cV ] .

Daraus folgt

λ2([cU + cV ], [ω]) = 〈(cU + cV ), ω〉 = 〈cU , ω〉+ 〈cV , ω〉 = 〈cU , ω|U〉+ 〈cV , ω|V 〉

= λ3([cU ], [ω|U ])⊕ λ3([cV ], [ω|V ]) .
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Wenn also λ2 nicht singulär ist, dann auch λ3.
Als nächstes betrachten wir die Situation bei den Abbildungen j̄• und i•:

(−[ω|U ], [ω|V ]) ∈ Hr(U)⊕Hr(V ) ⇒ j̄•((−[ω|U ], [ω|V ])) = [ω] ,

[c] ∈ H∞r (U ∩ V ) , ⇒ i•([c]) = ([c],−[c]) .

Daraus folgt

λ3([c],−[ω|U ])⊕ λ3(−[c], [ω|V ]〉 = 〈c,−ω|U〉+ 〈−c, ω|V 〉 = −〈c, ω|V + ω|U〉

= −〈c, ω〉 = −λ4([c], [ω]) .

Wenn also λ3 nicht singulär ist, dann auch λ4.
Jetzt betrachten wir die Situation bei den Abbildungen d• und ∂•:
Sei [ω] ∈ Hr−1(U∩V ), d.h. ω ∈ Ωr−1(U∩V ) mit dω = 0, sei weiter [c] ∈ H∞r (U∪V ), d.h.
c ∈ C∞r (U ∪ V ) mit ∂c = 0 und c = cU + cV (dies ist mit baryzentrischer Unterteilung
immer erreichbar, siehe Kapitel 20.3 und 21.6.1). Der singuläre r-Simplex cU ist eine
Abbildung eines einfachen r-Simplex ∆r in U , d.h. cU : ∆r → U . Wir wählen jetzt
χU |Im(cU ) = 1 auf dem Bereich Im(cU) ⊆ U , damit ist dann χV |Im(cU ) = 0. Mit 24.0.20
folgt d•[ω]||Im(cU ) = 0 und damit ergibt sich für das innere Produkt

λ2([c], d•[ω]) = λ2([cU + cV ], d•[ω]) = λ2([cU ], d•[ω]) + λ2([cV ], d•[ω])

= 〈cV , d(χUω)〉 = 〈∂cV , χUω〉 .

Wegen ∂c = ∂cU + ∂cV = 0 folgt ∂cV = −∂cU und in diesem Bereich ist χU = 1. Damit
erhalten wir mit 21.7.2

λ2([c], d•[ω]) = 〈∂cV , ω〉 = λ1([∂•c], [ω]) .

Da λ1 nach Induktionsvorraussetzung nicht singulär ist gilt das auch für λ2. 2

Die Betti-Zahlen br(M) sind per Definition die Dimensionen der VektorräumeHr(M ;R),
diese sind nun nach dem Satz von de Rham gleich br(M) ..= dim(Hr(M)), so daß man
die Euler Charakteristik χ(M) im Satz von Euler-Poincaré 20.4.14 auch mit den Di-
mensionszahlen br(M) der Kohomologie-Vekktorräume Hr(M) formulieren kann:

χ(M) =
m∑
r=0

(−1)rbr(M) =
m∑
r=0

(−1)r dim(Hr(M))

=
m∑
r=0

(−1)rbr(M) =
m∑
r=0

(−1)r dim(Hr(M)) . (24.0.22)
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Wenn nun ω1 ∈ Hr(M) und ω2 ∈ Hm−r(M) ist, dann ist ω1 ∧ ω2 ∈ Ωm(U) und damit
ein Volumenelement. Also kann man ein inneres Produkt definieren mit

〈〈·, ·〉〉 : Hr(M)×Hm−r(M)→ R , 〈〈·, ·〉〉 ..=
∫
M

ω1 ∧ ω2 . (24.0.23)

Dieses innere Produkt ist bilinear und nicht singulär, d.h. ω1 6= 0, ω2 6= 0 impliziert
〈〈ω1, ω2〉〉 6= 0. Damit wird Hm−r(M) zum Dualraum von Hr(M), ein Zusammenhang,
der als Poincaré-Dualität bezeichnet wird. Insbesondere bedeutet dies für die Betti-
Zahlen

bm−r(M) = br(M) . (24.0.24)

Daraus folgt sofort, daß die Euler Charakteristik χ(M) in Mannigfaltigkeiten M mit
ungerader Dimension m gleich 0 ist, denn

χ(M) =
m∑
r=0

(−1)rbr = 1
2

(
m∑
r=0

(−1)rbr +
m∑
r=0

(−1)m−rbm−r
)

= 1
2

(
m∑
r=0

(−1)rbr + (−1)m
m∑
r=0

(−1)rbr
)

= 0 für m ungerade . (24.0.25)

Für die Kohomologieklassen [ω] ∈ Hr(M) kann man nun im Gegensatz zu den Homo-
logieklassen [c] ∈ Hr(M,R) eine Multiplikation definieren:

∧ : Hr(M)×Hs(M)→ Hr+s(M) mit

[ω1] ∈ Hr(M) , [ω2] ∈ Hs(M) , [ω1] ∧ [ω2] ..= [ω1 ∧ ω2] . (24.0.26)

Tatsächlich ist diese Multiplikation unabhängig vom speziellen Repräsentanten der
Klasse [ω], denn sei etwa ω′1 = (ω1 + dψ) ∈ [ω1], dann folgt mit dω1 = 0:

[ω′1 ∧ ω2] = [(ω1 + dψ) ∧ ω2] = [ω1 ∧ ω2 + d(ω1 ∧ ψ)] = [ω1 ∧ ω2] .

Mittels dieser Multiplikation hat

H∗(M) ..=
m⊕
r=0

Hr(M) (24.0.27)

die algebraische Struktur eines Rings, des sog.Kohomologie-Rings. Einer der Vorteile der
Kohomologie-Vektorräume Hr(M) gegenüber den Homologie-Vektorräumen Hr(M,R)
ist gerade diese Ring-Struktur der Kohomologie-Vektorräume.

An dieser Stelle ist es angebracht von den technischen Details der Homologie- und
Kohomologie-Theorie etwas zurückzutreten und die tiefere grundsätzliche Bedeutung
des Satzes von de Rham zu reflektieren.
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Bei verallgemeinerten Satz von Gauß-Bonnet (23.1.2) hatten wir gesehen, daß auf einer
kompakten, orientierbaren, differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ein einfacher Zusam-
menhang zwischen der Euler Charakteristik χ(M), einer topologischen Größe, und der
Gaußschen Krümmung KG(u), einem Differentialausdruck, besteht.
Dieser Zusammenhang wird nun durch den Satz von de Rham deutlich erweitert, denn
die Homologie-Vektorräume H∞r (M ;R) ' Hr(M ;R) sind rein topologischer Natur, und
die dazu isomorphen Hr(M) Kohomologie-Vektorräume werden von Differentialformen
ω ∈ Ωr(M) mit dω = 0 erzeugt - und dω = 0 ist ja ein System von Differentialgleichun-
gen. Und somit wird die topologische Euler Charakteristik χ(M) durch die Dimension
der nichttrivialen Lösungsräume von dω = 0 bestimmt, also von br(M) = dim(Hr(M)).
Speziell für Physiker spricht noch ein weiteres Argument dafür, den Kohomologie-
Vektorräumen den Vorzug vor den Homologie-Vektorräumen zu geben. Der Homologie-
Rand-Operator ∂r ist ein globaler Operator. Um ihn anwenden zu können braucht man
also Informationen über die komplette Mannigfaltigkeit. Physiker betreiben jedoch ihre
Experimente immer lokal in der Raumzeit und formulieren ihre Modelle und Theorien,
zumindest in der klassischen Physik, in lokalen Differentialgleichungen. Die komplet-
te topologische Form der Lösungsmannigfaltigkeit ist häufig anfangs völlig unklar. Bei
solchem Vorgehen ist die Kohomologie-Theorie natürlich das Mittel der Wahl.
Eine Weiterentwicklung der Kohomologie-Theorie ist die topologische K-Theorie, wel-
che Vektorbündel auf topologischen Räumen untersucht. Mit Hilfe dieser topologischen
K-Theorie haben Atiyah und Singer 1963 erstmalig einen allgemeinen Indexsatz für el-
liptische Differential-Operatoren bewiesen, der ja sowohl beim Satz von Gauß-Bonnet,
als auch beim Satz von de Rham, immer im Hintergrund steht. Wir werden später noch
ausführlicher auf diese Atiyah-Singer-Indexsätze zu sprechen kommen.
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Wir geben hier eine kleine und knappe Einführung in die Hodge-Theorie. Dem Hodge-
Stern-Operator begegnen wir sehr häufig in der theoretischen Physik, z.B. bei der Kon-
struktion der Lagrange-Funktionen der SU(n)-Eichtheorien.
Die beiden folgenden Unterkapitel Hodge-Laplace-Operator (25.2) und Hodge-Zerlegung
und der Satz von Hodge (25.3) führen bereits tiefer in die Funktionalanalysis hinein
und stützen sich die Theorie der Fredholm-Operatoren und der Pseudodifferential-
Operatoren - siehe ausführlich beschrieben in Schiekel (2019), Anhänge: Kapitel „Funk-
tionalanalysis von Fredholm-Operatoren” und Kapitel „Pseudodifferential-Operatoren”.
Wir haben diese beiden Hodge-Unterkapitel hier nur deshalb mit aufgenommen, weil
unsere Formulierung der Atiyah-Singer-Indexsätze (33) auf diese Begriffsbildungen Be-
zug nimmt.
Wir orientieren uns an Nakahara (2003), S. 289 ff., sowie insb. an Gilkey (1995), S. 43
ff. und Taylor (1996), S. 161 ff., S. 351 ff.

25.1 Hodge-Stern-Operator

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Riemann- oder Lorentz-Metrik gµν . In
11.1.14 und 11.1.15 hatten wir gefunden, daß für die Vektorräume der Differentialformen
Ωr(M) und Ωm−r(M) gilt:

dim(Ωr) = dim(Ωm−r) . (25.1.1)

Der Hodge-Stern-Operator ist ein linearer Isomorphismus zwischen diesen Vektorräu-
men Ωr(M) und Ωm−r(M):

Definition 25.1.1
? :Ωr(M)→ Ωm−r(M) mit

?(dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr) ..=
√
|gdet|

(m− r)! ε̃
µ1...µr

νr+1...νm dx
νr+1 ∧ . . . ∧ dxνm . (25.1.2)

ω ..= 1
r!ωµ1µ2...µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ∈ Ωr(M) ⇒

?ω =
√
|gdet|

r!(m− r)! ωµ1µ2...µr ε̃
µ1...µr

νr+1...νm dx
νr+1 ∧ . . . ∧ dxνm . (25.1.3)
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Hierbei ist ε̃µ1...µm der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor, der sich vom Levi-
Civita-Symbol εµ1...µm (11.2.1) nur in der kontravarianten Form unterscheidet:

ε̃µ1...µm ..= εµ1...µm ,

ε̃µ1...µm ..= gµ1ν1 · . . . · gµmνm ε̃µ1...µm = gµ1ν1 · . . . · gµmνmεν1...νm .

Mit der Definition der Determinanten (11.2.2) folgt:

ε̃12...m = g1µ1 · . . . · gmµm ε̃µ1...µm = g1µ1 · . . . · gmµmεµ1...µm = det(gµν) = gdet
−1 , (25.1.4)

und mit der Definition der Permutation π

π ..=
(

1, 2, . . . ,m
µ1, µ2, . . . , µm

)
, mit sgn(π) ..= εµ1,...,µm

ergibt sich daraus

ε̃µ1µ2...µm = ε̃π(1)π(2)...π(m) = ε̃12...m sgn(π) = gdet
−1εµ1,...,µm . (25.1.5)

Immer wieder gibt es Situationen in denen es von Vorteil ist, von den Koordinatenbasen
{ ∂
∂xµ
} und {dxµ} mittels des von Élie Cartan eingeführten begleitenden Vielbeins (Rah-

menfeld, moving frame, repère mobile) e µ
a (p) ∈ C∞(M) zu den Nichtkoordinatenbasen

ea ..= e µ
a ∂µ und θa ..= eaµdx

µ ,

(siehe 15.2.1, 15.2.3) überzugehen. Für die Metrik gilt mit 15.10.4

ĝab ..= g(ea, eb) = gµνe
µ
a e

ν
b =

{
δab Riemann-Metrik,
ηab Lorentz-Metrik,

(25.1.6)

ĝab ..= (ĝab)−1 =
{
δab Riemann-Metrik,
ηab Lorentz-Metrik,

(25.1.7)

bzw. in der Umkehrung

gµν = ĝabe
a
µe
b
ν . (25.1.8)

Daraus folgt mit gdet ..= det(gµν) und edet ..= det(eaµ)

gdet ..= det(gµν) =
{

det(eaµebν) = edet
2 Riemann-Metrik,

− det(eaµebν) = −edet2 Lorentz-Metrik,
⇒ |e| =

√
|g| ,

(25.1.9)

bzw.

ĝdet ..= det(ĝab) = det(ĝab) =
{

+1 Riemann-Metrik,
−1 Lorentz-Metrik.

(25.1.10)
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Weiter folgt

θ1 ∧ θ2 ∧ . . . ∧ θm = (e1
µ1dx

µ1) ∧ (e2
µ2dx

µ2) ∧ . . . ∧ (emµmdx
µm)

= e1
µ1e

2
µ2 · · · e

m
µm · dx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµm

= e1
µ1e

2
µ2 · · · e

m
µm · ε

µ1µ2...µm · dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm

= det(eaµ) · dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm

= |edet| · dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm =
√
|gdet| · dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm . (25.1.11)

Dies ist gerade das invariante Volumenelement in M , das sich auch als ?(1) darstellen
läßt, denn aus 25.1.2 folgt mit r = 0:

?(1) =
√
|gdet|
m! ε̃ν1...νm · dxν1 ∧ . . . ∧ dxνm =

√
|gdet|
m! εν1...νm · dxν1 ∧ . . . ∧ dxνm

=
√
|gdet| · dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm . (25.1.12)

Dies können wir andererseits auch folgendermaßen auf die Nichtkoordinatenbasis um-
schreiben:

?(1) =
√
|gdet|
m! εν1...νm · dxν1 ∧ . . . ∧ dxνm

=
√
|gdet|
m! εν1...νm · (e ν1

b1
e ν2
b2
· · · e νm

bm
) · θb1 ∧ . . . ∧ θbm

= .. 1
m! ε̂b1...bm · θ

b1 ∧ . . . ∧ θbm != θ1 ∧ . . . ∧ θm .

Mit der Definition der Permutation π̂

π̂ ..=
(

1, 2, . . . ,m
b1, b2, . . . , bk

)
(25.1.13)

ergibt sich daraus der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ε̂b1...bm in der Nicht-
koordinatenbasis zu

ε̂b1...bm ..=
√
|gdet| · (e ν1

b1
e ν2
b2
· · · e νm

bm
)εν1...νm = sgn(π̂) . (25.1.14)

Der Übergang von einem Tangentialraum-Tensorindex (kontravarianter Index) zu einem
Kotangentialraum-Tensorindex (kovarianter Index) geschieht bei einer Koordinaten-
Basis mit gµν , bei einer Nichtkoordinatenbasis gemäß 15.10.4 ĝab = δab oder ĝab = ηab
für eine Riemannsche oder Lorentzsche Metrik. Daß dies tatsächlich auch für den Levi-
Civita-Tensor ε̂b1...bm in der Nichtkoordinatenbasis zutrifft, d.h. daß ε̂b1...bm tatsächlich
ein kovarianter Tensor ist, sieht man folgendermaßen:

ε̂a1...ar
br+1...bm

= ĝa1b1 · · · ĝarbr · ε̂b1...brbr+1...bm
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= (ĝa1b1 · · · ĝarbr) ·
√
|gdet| · (e ν1

b1
· · · e νr

br
e

νr+1
br+1

· · · e νm
bm

) · εν1...νm

=
√
|gdet| · (ea1µ1eb1µ1 · · · e

arµrebrµr) · (e
ν1

b1
· · · e νr

br
e

νr+1
br+1

· · · e νm
bm

) · εν1...νm .

Nun ist

ebiµie
νi

bi
= g νi

µi
für i = 1, . . . ,m

und damit folgt

ε̂a1...ar
br+1...bm

=
√
|gdet| · (ea1µ1g ν1

µ1 · · · e
arµrg νr

µr ) · (e νr+1
br+1

· · · e νm
bm

) · εν1...νm

=
√
|gdet| · (ea1ν1 · · · earνr) · εν1...νrνr+1...νm · (e

νr+1
br+1

· · · e νm
bm

) .

Damit ergibt sich in der Nichtkoordinatenbasis

?(θa1 ∧ θa2 ∧ . . . ∧ θar) = ?(ea1
µ1dx

µ1 ∧ ea2
µ2dx

µ2 ∧ . . . ∧ earµrdx
µr)

= ea1
µ1e

a2
µ2 · · · e

ar
µr

√
|gdet|

(m− r)! ε̃
µ1...µr

νr+1...νm dx
νr+1 ∧ . . . ∧ dxνm

=
√
|gdet|

(m− r)! e
a1
µ1e

a2
µ2 · · · e

ar
µr ε̃

µ1...µr
νr+1...νm ·

· e νr+1
br+1

e
νr+2

br+2
· · · e νm

bm
θbr+1 ∧ . . . ∧ θbm

=
√
|gdet|

(m− r)! e
a1µ1ea2µ2 · · · earµr ε̃µ1...µrνr+1...νm ·

· e νr+1
br+1

e
νr+2

br+2
· · · e νm

bm
θbr+1 ∧ . . . ∧ θbm

= 1
(m− r)! ε̂

a1...ar
br+1...bm

θbr+1 ∧ . . . ∧ θbm , (25.1.15)

und

?ω = 1
r!(m− r)! ωa1a2...ar ε̂

a1...ar
br+1...bm

θbr+1 ∧ . . . ∧ θbm . (25.1.16)

Lemma 25.1.2 Sei ω ∈ Ωr(M) eine r-Form in einer m-dimensionalen Riemannschen
oder Lorentzschen Mannigfaltigkeit M mit einer Metrik gµν und gdet = det(gµν), dann
gilt

? ? ω = ĝdet · (−1)r(m−r)ω =
{

(−1)r(m−r)ω Riemann-Metrik
(−1)1+r(m−r)ω Lorentz-Metrik

. (25.1.17)

Äquivalent hierzu ist die Aussage:

?−1 = ĝdet · (−1)r(m−r) ? . (25.1.18)
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Beweis: Wir führen den Beweis in einer Nichtkoordinatenbasis durch.

? ? ω = ?( 1
r!(m− r)! ωa1...ar ε̂

a1...ar
br+1...bm

θbr+1 ∧ . . . ∧ θbm)

= 1
r!(m− r)! ωa1...ar ε̂

a1...ar
br+1...bm

? (θbr+1 ∧ . . . ∧ θbm)

= 1
r!(m− r)! ωa1...ar ε̂

a1...ar
br+1...bm

( 1
(r)! ε̂

br+1...bm
c1...cr θ

c1 ∧ . . . ∧ θcr) .

25.1.5 lautet mit ĝdet = det(ĝa1a2) in unserer Nichtkoordinatenbasis:

ε̂a1a2...am = ĝ−1
detε̂a1,...,am = ĝdetε̂a1,...,am =

{
(+1)ε̂a1,...,am Riemann-Metrik ,
(−1)ε̂a1,...,am Lorentz-Metrik .

(25.1.19)

Damit ziehen wir die Indizes a1, . . . , ar, br+1, . . . , bm herunter und erhalten mit explizit
ausgeschriebenen Summationen:

? ? ω =
∑
abc

1
r!r!(m− r)! ωa1...ar ĝdet ε̂a1...arbr+1...bm ε̂br+1...bmc1...cr θ

c1 ∧ . . . ∧ θcr

=
∑
abc

ĝdet · (−1)r(r−m)

r!r!(m− r)! ωa1...ar ε̂a1...arbr+1...bm ε̂c1...crbr+1...bm θ
c1 ∧ . . . ∧ θcr

Mit Hilfe der folgenden Summationsformel∑
b

∑
c

ε̂a1...arbr+1...bm ε̂c1...crbr+1...bmθ
c1 ∧ . . . ∧ θcr

= r!
∑
b

ε̂a1...arbr+1...bm ε̂a1...arbr+1...bmθ
a1 ∧ . . . ∧ θar

= r!(m− r)! θa1 ∧ . . . ∧ θar (25.1.20)

können wir den Ausdruck für ? ? ω vereinfachen zu:

? ? ω = ĝdet · (−1)r(m−r)
r!r!(m− r)! ωa1...ar r!(m− r)! θa1 ∧ . . . ∧ θar

= ĝdet · (−1)r(m−r) 1
r! ωa1...ar θ

a1 ∧ . . . ∧ θar

= ĝdet · (−1)r(m−r)ω . 2
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Lemma 25.1.4 Seien ω, ψ ∈ Ωr(M) zwei r-Formen in einer m-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M , dann gilt

ω ∧ ?ψ = 1
r!ωµ1...µrψ

µ1...µr
√
|gdet| dx1 ∧ . . . ∧ dxm (25.1.21)

= 1
r!ωa1...arψ

a1...ar θ1 ∧ . . . ∧ θm . (25.1.22)

Beweis: Wir verwenden in diesem Beweis zur besseren Übersichtlichkeit nicht die Ein-
steinsche Summenkonvention, sondern schreiben die Summationen explizit aus.

ω ∧ ?ψ =
√
|gdet|

(r!)2(m− r)!
∑

µ1...µm

∑
ν1...νr

ωµ1...µrψν1...νr ε̃
ν1...νr

µr+1...µm dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµm

= 1
r!

∑
µ1...µm

∑
ν1...νr

ωµ1...µrψ
ν1...νr

1
r!(m− r)! εν1...νrµr+1...µm

√
|gdet|dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµm

= 1
r!

∑
µ1...µrµr+1...µm

∑
ν1...νr

ωµ1...µrψ
ν1...νr

1
r!(m− r)! εν1...νrµr+1...µm ·

· εµ1...µrµr+1...µm
√
|gdet|dx1 ∧ · · · ∧ dxm

= 1
r!
∑
µ1...µr

ωµ1...µrε
µ1...µr

1
r!
∑
ν1...νr

ψν1...νr εν1...νr

√
|gdet|dx1 ∧ · · · ∧ dxm

= 1
r!
∑
µ1...µr

ωµ1...µrε
µ1...µr

r!
r! ψ

µ1...µr εµ1...µr

√
|gdet|dx1 ∧ · · · ∧ dxm

= 1
r!
∑
µ1...µr

ωµ1...µrψ
µ1...µr

√
|gdet|dx1 ∧ · · · ∧ dxm . 2

Somit ist ω ∧ ?ψ = ψ ∧ ?ω eine symmetrische m-Differentialform auf Ωr(M) und kann
über M integriert werden. Hodge hat die folgende Bilinearform eingeführt:

〈ω | ψ〉 ..=
∫
M

ω ∧ ?ψ (25.1.23)

= 1
r!

∫
M

ωµ1...µrψ
µ1...µr

√
|gdet|dx1 ∧ · · · ∧ dxm

= 1
r!

∫
M

ωa1...arψ
a1...ar θ1 ∧ . . . ∧ θm .
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Wenn die Mannigfaltigkeit M eine Riemann-Metrik hat, dann ist diese Bilinearform
sogar positiv definit und damit also ein Skalarprodukt, denn mit ĝab = δab folgt sofort:

〈ω | ω〉 = 1
r!

∫
M

ωa1...arω
a1...ar θ1 ∧ . . . ∧ θm

= 1
r!

∫
M

∑
a1...ar

ωa1...arωa1...ar θ
1 ∧ . . . ∧ θm ≥ 0 . (25.1.24)

Wenn man eine Bilinearform auf Ωr(M) hat, dann kann man den zu d : Ωr−1(M) →
Ωr(M) adjungierten Operator d† : Ωr(M)→ Ωr−1(M) definieren.

Definition 25.1.6 Sei d : Ωr−1(M) → Ωr(M), dann definiert man d† : Ωr(M) →
Ωr−1(M) mit

d† ..= ĝdet · (−1)mr+m+1 ? d? =
{

(−1)mr+m+1 ? d? Riemann-Metrik
(−1)mr+m ? d? Lorentz-Metrik

. (25.1.25)

Satz 25.1.7 Auf einer kompakten, orientierbaren Mannigfaltigkeit M ohne Rand mit
einer Metrik g gilt:

ω ∈ Ωr(M) , ψ ∈ Ωr−1(M) ⇒ 〈dψ | ω〉 = 〈ψ | d†ω〉 . (25.1.26)

Beweis: Zunächst einmal sind ψ∧?d†ω und dψ∧?ω Elemente von Ωm(M), also existiert
das Integral über M . Weiter ist

d(ψ ∧ ?ω) = dψ ∧ ?ω + (−1)r−1ψ ∧ d ? ω .

Nun ist d ? ω eine (m− r + 1) -Form. Aus 25.1.17 folgt für eine r-Form

ĝdet · (−1)r(m−r) ? ? = 1 ,

und also für eine (m− r + 1) -Form:

1 = ĝdet · (−1)(m−r+1)(m−((m−r+1))) ? ?

= ĝdet · (−1)(m−r+1)(r−1) ? ?

= ĝdet · (−1)mr−r2+2r−m−1 ? ?

= ĝdet · (−1)mr+m+r+1−2m−r(r−1)−2 ? ?

= ĝdet · (−1)mr+m+r+1 ? ? .

Diesen Ausdruck fügen wir in den zweiten Term von d(ψ ∧ ?ω) ein und erhalten:

d(ψ ∧ ?ω) = dψ ∧ ?ω + ĝdet · (−1)mr+m+r+1(−1)r−1ψ ∧ ? ? d ? ω
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= dψ ∧ ?ω − ĝdet · (−1)mr+m+1ψ ∧ ?(?d ? ω) .

Integriert über M ergibt sich einerseits∫
M

d(ψ ∧ ?ω) =
∫
∂M

(ψ ∧ ?ω) = 0 ,

weil M ja nach Voraussetzung eine Mannigfaltigkeit ohne Rand ist. Andererseits ergibt
sich ∫

M

d(ψ ∧ ?ω) =
∫
M

dψ ∧ ?ω − ĝdet · (−1)mr+m+1
∫
M

ψ ∧ ?(?d ? ω)

=
∫
M

dψ ∧ ?ω −
∫
M

ψ ∧ ?(d†ω) != 0 ,

und damit

〈dψ | ω〉 = 〈ψ | d†ω〉 . 2

25.2 Hodge-Laplace-Operator

Hodge hat die gewöhnliche Definition des Laplace-Operators von Funktionenräumen
auf Räume von Differentialformen über kompakten, randlosen Riemannschen Mannig-
faltigkeiten M verallgemeinert:

Definition 25.2.1 Der folgende Komplex heißt de Rham Komplex:

0 −→ Ω0(M) d0−→ Ω1(M) d1−→ · · · dn−2−−−→ Ωn−1(M) dn−1−−−→ Ωn(M) dn−→ 0 , (25.2.1)

0←− Ω0(M) d†0←− Ω1(M) d†1←− · · ·
d†n−2←−−− Ωn−1(M)

d†n−1←−−− Ωn(M) d†n←− 0 . (25.2.2)

Auf dem de Rham Komplex kann man den folgenden Hodge-Laplace-Operator definieren:

∆r :Ωr(M)→ Ωr(M) ,

∆r ..= dr−1d
†
r−1 + d†rdr . (25.2.3)

Für einen einfachen Funktionenraum Ω0(M) = C∞(M) erhalten wir die bekannte Form
des Laplace-Beltrami Operators. Sei f ∈ Ω0(M), dann gilt d†−1f = 0 und mit d = d0
folgt:

∆f = d†df = − ? d ? (∂µf dxµ)
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= − ? d (
√
|gdet|

(m− 1)! (∂µf) ε̃µν2...νm dx
ν2 ∧ . . . ∧ dxνm)

= − ? d (
√
|gdet|

(m− 1)! g
µλ(∂µf) ε̃λν2...νm dx

ν2 ∧ . . . ∧ dxνm)

= − ? (∂ν(
√
|gdet|

(m− 1)! g
µλ(∂µf)) ελν2...νm dx

ν ∧ dxν2 ∧ . . . ∧ dxνm)

Nun ist für einen festen Wert von ν:

ελν2...νm dx
ν ∧ dxν2 ∧ . . . ∧ dxνm = δνλ (m− 1)! dx1 ∧ . . . ∧ dxm

und damit folgt für ∆f :

∆f = − ? (∂ν(
√
|gdet| gµν(∂µf)) dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm)

= −(∂ν(
√
|gdet| gµν(∂µf)) ? (dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxm)

= −(∂ν(
√
|gdet| gµν(∂µf))

√
|gdet|ε̃1...m

= −(∂ν(
√
|gdet| gµν(∂µf))

√
|gdet|gdet−1ε1,...,m

= − 1√
|gdet|

∂ν(
√
|gdet| gνµ∂µf) . (25.2.4)

In 25.1.24 hatten wir gesehen, daß die Hodge-Bilinearform 〈ω | ψ〉 ..=
∫
M

ω∧?ψ auf einer

MannigfaltigkeitM mit Riemann-Metrik positiv definit ist, und daraus folgt sofort, daß
der Hodge-Laplace-Operator auf Ωr(M) ein positiver Operator ist:

〈ω | ∆ω〉 = 〈ω | (d†d+ dd†)ω〉 = 〈ω | d†dω〉+ 〈ω | dd†ω〉

= 〈dω | dω〉+ 〈d†ω | d†ω〉 ≥ 0 . (25.2.5)

Dies gibt Anlaß zu der Vermutung, daß ∆ ein elliptischer linearer partieller Differen-
tialoperator (LPDO) ist.
Jetzt sollen die Symbole von d und d† in Bezug auf den obigen Komplex bestimmt
werden. Dazu machen wir von der üblichen Nomenklatur in der Theorie der linearen
partiellen Differentialoperatoren (LPDOs) Gebrauch - siehe Schiekel (2019), Anhang:
„Pseudodifferential-Operatoren - Elliptische Komplexe und deren Hodge-Zerlegung”. Sei-
en

d = ∂

∂xν
dxν∧ und ω = 1

r!ωµ1µ2...µrdx
µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ∈ Ωr(M) ⇒

dω = 1
r!
∂ωµ1µ2...µr

∂xν
dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr ∈ Ωr+1(M) .



532 25 Hodge-Theorie

Der Übergang zum Hauptsymbol von d, d.h. zu σH(d, ξ) mit ξ ..= (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm

geschieht durch Fouriertransformation, bzw. einfach durch die Substitution

∂

∂xν
→ iξν , mit ξ ..= ξνdx

ν ∈ T ∗M , ⇒

σH(d, ξ)ω = iξνdx
ν ∧ ω bzw. σH(d, ξ) = i · ext(ξ) ..= iξ ∧ . (25.2.6)

Das äußere Produkt ext(ξ) = ξ∧ hat nun offensichtlich einen Kern, denn wir können ja
in Ωn(M) immer ξ = ξ1dx

1 wählen, und damit folgt

ext(ξ) dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr =
{

0 : 1 ∈ {µ1, . . . , µr} ,
ξ1dx

1 ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr : 1 /∈ {µ1, . . . , µr} .

Das Hauptsymbol eines Produkts d2 ist wegen der Linearität von d einfach gleich dem
Produkt der Hauptsymbole von d:

σH(d2, ξ) = (i)2ξµξνdx
µ ∧ dxν∧ = σH(d, ξ)σH(d, ξ) .

Aus d2 = dr ◦ dr−1 = 0 folgt für die Symbole σH(dr, ξ) ◦σH(dr−1, ξ) = 0 und damit folgt

Im(extr−1(ξ)) = ker(extr(ξ)) . (25.2.7)

Dies ist aber gerade die Bedingung dafür, daß der de Rham Komplex zugleich ein ellipti-
scher Komplex ist - vergleiche die Definition in Schiekel (2019), Anhang: „Pseudodifferential-
Operatoren - Elliptische Komplexe und deren Hodge-Zerlegung”.
Es liegt nun nahe zu vermuten, daß das Hauptsymbol von d† gerade

σH(d†, ξ) = −i · int(ξ) ,

ist, wenn int(ξ) ..= iX(ξ) das sog. innere Produkt ist (siehe 11.1.16), d.h. die duale
Operation zur externen Multiplikation ext(ξ). Dies wollen wir im nächsten Lemma
beweisen. Wenn ξ = ξνdx

ν ∈ T ∗M ist, dann bezeichnen wir mit

X(ξ) ..= ξµ
∂

∂xµ
= gµνξν

∂

∂xµ
∈ TM .

Auch das innere Produkt int(ξ) = iX(ξ) hat nun offensichtlich einen Kern, denn wir
wählen in Ωn(M) wieder ξ = ξ1dx

1, dann ist X = g11ξ1
∂
∂x1 = ξ1 ∂

∂x1 und damit folgt

int(ξ) dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr =
{

0 : 1 /∈ {µ1, . . . , µr} ,
ξ1dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr : 1 = µ1 < µ2 < . . . < µr .

Lemma 25.2.2
σH(d†, ξ) = −i · int(ξ) . (25.2.8)



25.2 Hodge-Laplace-Operator 533

Beweis: Das Hauptsymbol σH(d†, ξ) des adjungieren Operators d† = − ? d? ist wegen
der Linearität von d und der Linearität von ? einfach das Adjungierte des Hauptsymbols
σH(d, ξ) des Operators d. Das heißt, wir wollen beweisen, daß bezüglich des Hodge-
Skalarprodukts 〈ω | ψ〉 =

∫
M

ω ∧ ?ψ (25.1.23) gilt:

(int(ξ))† = ext(ξ) ⇔ int(ξ)ω ∧ ?ψ = ω ∧ ?ext(ξ)ψ .

Seien ω ∈ Ωr, ψ ∈ Ωr−1, X = ξµ ∂
∂xµ

, ξ = ξµdx
µ, dann gilt mit 25.1.21 für die linke

Seite:

ω ..= 1
r!ωµ1...µrdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr ⇒

int(ξ)ω = iX(ξ)ωµ1...µrdx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµr = 1

(r − 1)!ξ
µ1ωµ1...µrdx

µ2 ∧ . . . ∧ dxµr ,

ψ ..= 1
(r − 1)!ψν2...νrdx

ν2 ∧ . . . ∧ dxνr ⇒

int(ξ)ω ∧ ?ψ =
√
|gdet|

(r − 1)!ξ
µ1ωµ1µ2...µrψ

ν2...νr dV .

Für die rechte Seite erhalten wir:

ext(ξ)ψ = 1
(r − 1)!ξµ1ψν2...νrdx

µ1 ∧ dxν2 ∧ . . . ∧ dxνr

= r
1
r!ξµ1ψν2...νrdx

µ1 ∧ dxν2 ∧ . . . ∧ dxνr ,

ω ∧ ?ext(ξ)ψ = r

√
|gdet|
r! ωµ1µ2...µrξ

µ1ψν2...νr dV .

Damit ist int(ξ)ω ∧ ?ψ = ω ∧ ?ext(ξ)ψ, bzw. (int(ξ))† = ext(ξ) gezeigt. 2

Daraus folgt nun mit dem folgenden Lemma sofort, daß der Hodge-Laplace Operator
∆ = dd†+d†d ein elliptischer Operator ist, d.h. daß sein Hauptsymbol σH(∆, ξ) > 0 ist
für |ξ| 6= 0.

Lemma 25.2.4
σH(∆, ξ) = |ξ|2 . (25.2.9)



534 25 Hodge-Theorie

Beweis: Die Hauptsymbole σH(dd†, ξ) und σH(d†d, ξ) des Produkts der Operatoren d
und d† sind wegen der Linearität von d und d† einfach das Produkt der Hauptsymbole
σH(d, ξ) und σH(d†, ξ). Wie oben können wir in Ωn(M) wieder ξ = ξ1dx

1 wählen und
damit folgt:

ω ..= 1
r!ωµ1...µrdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr ⇒

σH(∆, ξ)ω = ext(ξ) · int(ξ)ω + int(ξ) · ext(ξ)ω

=
{
ext(ξ) · int(ξ)ω = ξ1ξ

1ω = |ξ|2ω : 1 ∈ {µ1, . . . , µr} ,
int(ξ) · ext(ξ)ω = ξ1ξ1ω = |ξ|2ω : 1 6= {µ1, . . . , µr} .

2

Also ist der Hodge-Laplace Operator ∆r = dr−1d
†
r−1 + d†rdr auf dem Raum von Dif-

ferentialformen über kompakten, randlosen Riemannschen Mannigfaltigkeiten M ein
elliptischer Operator und wegen der Kompaktheit und Randlosigkeit auch ein Fred-
holmoperator! Damit stehen alle Aussagen der Theorie der Fredholmoperatoren zur
Verfügung (siehe Schiekel (2019), Anhang: Kapitel „Funktionalanalysis von Fredholm-
Operatoren”), insb. folgt die wichtige Aussage, daß der Vektorraum der Harmonischen
Formen, d.h. der Vektorraum von ker(∆r), endlichdimensional ist:

Harm(Ωr(M)) ..= N(∆r) = ker(∆r) <∞ . (25.2.10)

25.3 Hodge-Zerlegung und der Satz von Hodge

Wir hatten soeben gesehen, daß der de Rham Komplex ein elliptischer Komplex ist. Für
elliptische Komplexe gilt nun ganz allgemein die sog. Hodge-Zerlegung (siehe Schiekel
(2019), Anhang: Kapitel „Pseudodifferential-Operatoren - Elliptische Komplexe und de-
ren Hodge-Zerlegung”), die sich in unserem Falle mit C∞-Koeffizienten Funktionen von
Ωr−1(M), Ωr(M), Ωr+1(M) schreibt als:

Ωr(M) = N(∆r)⊕ dr−1(Ωr−1(M))⊕ d†r(Ωr+1(M))

= Harm(Ωr(M))⊕ dr−1(Ωr−1(M))⊕ d†r(Ωr+1(M)) . (25.3.1)

Der dortige Beweis für allgemeine elliptische Komplexe stützt sich zentral auf die Exi-
stenz der Inversen (d.h. der Greenfunktion) des Laplace-Operators, und damit auf die
Theorie der linearen partiellen Differential- oder Pseudodifferential-Operatoren.
Mit Hilfe der Hodge-Zerlegung kann man nun den Satz von Hodge beweisen, daß näm-
lich die de Rham Kohomologie-Vektorräume Hr(M) isomorph zu den Vektorräumen
der harmonischen Formen Harm(Ωr(M)) sind. Dieser Satz, bzw. seine Verallgemeine-
rung auf Vektorbündel, ist deswegen so bedeutsam, weil die Kohomologie-Vektorräume
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Hr(M) ja globale topologische Objekte sind, die harmonischen Formen Harm(Ωr(M))
jedoch rein lokale analytische Objekte aus der Theorie der elliptischen partiellen Diffe-
rentialoperatoren. Wie beim Satz von Gauß-Bonnet liegt auch hier ein Spezialfall eines
Atiyah-Singer-Indexsatzes vor.
Der de Rham Kohomologie-Vektorraum Hr(M) ist definert als (24.0.7):

Hr(M) ..= ker(dr)/ Im(dr−1) .

Satz 25.3.1 (Hodge) Sei ein de Rham Komplex wie in 25.2.1, 25.2.2, gegeben und
seien Hr(M) ein Kohomologie-Vektorraum und Harm(Ωr(M)) ..= N(∆r) ein Vektor-
raum der Harmonischen Formen auf diesem Komplex, dann gilt:

Hr(M) ' Harm(Ωr(M)) ..= N(∆r) = ker(∆r) . (25.3.2)

Beweis: Wir übernehmen den allgemeineren Beweis von Schiekel (2019), Anhang: Ka-
pitel „Pseudodifferential-Operatoren - Elliptische Komplexe und deren Hodge-Zerlegung”),
angepaßt auf die Bezeichnungen bei de Rham Kohomologie-Vektorräumen.
Aus der Definition von ∆r = dr−1d

†
r−1 + d†rdr und der obigen Hodge-Zerlegung folgt,

daß N(∆r) ⊆ N(dr) orthogonal zu Im(dr−1) ist, also ist die Abbildung φ 7→ [φ] mit
φ ∈ N(∆r) und der Klasse [φ] ∈ Hr(M) injektiv. Um die Surjektivität dieser Abbildung
zu zeigen wählen wir ein ψ ∈ N(dr) ⊆ C∞(Ωr(M)). Dieses ψ ist ein Repräsentant der
Klasse [ψ] ∈ Hr(M) und wir schreiben dieses ψ in Form einer Hodge-Zerlegung

ψ = ψ0 + dr−1ψ1 + d†rψ2 ⇒

drψ = drψ0 + drdr−1ψ1 + drd
†
rψ2 = drd

†
rψ2 ⇒

0 = 〈drψ | ψ2〉 = 〈drd†rψ2 | ψ2〉 = 〈d†rψ2 | d†rψ2〉 = ||d†rψ2|| ⇒

ψ = ψ0 + dr−1ψ1 . 2

Also gibt es für jede Klasse [ψ] ∈ Hr(Ω(M)) ein ψ0 ∈ N(∆r), das auf [ψ] abgebildet
wird.

Aus diesem Satz von Hodge folgt nun sofort für die Euler Charakteristik (24.0.22):

χ(M) =
m∑
r=0

(−1)rbr(M) =
m∑
r=0

(−1)rbr(M) =
m∑
r=0

(−1)r dim(Hr(Ω(M)))

=
m∑
r=0

(−1)r dim(Harmr(Ω(M))) . (25.3.3)

Dies ist ein sehr schönes und tiefes Ergebnis, denn auf der linken Seite haben wir mit
der Euler Charakteristik ein globales topologisches Objekt und auf der rechten Seite mit
den Dimensionen der Lösungsräume von ∆r = 0 ein rein lokales analytisches Objekt.





26 Einige Sätze zu Lie-Gruppen und
Lie-Algebren

In diesem Kapitel stellen wir einige Zusammenhänge zu Liegruppen und Liealgebren
zusammen, die uns insb. im Zusammenhang mit den SU(n)-Eichtheorien hilfreich sein
werden. Natürlich können diese kurzen Bemerkungen das umfangreiche Gebiet der Lie-
Gruppen und Lie-Algebren nicht einmal annähernd beschreiben. Für Physiker geeignete
Einführungen finden sich z.B. in Hassani (1999), van der Waerden (1974), Hall (2003),
Sattinger u. Weaver (1986) und ausführlicher in Barut u. Raczka (1986) und Bröcker
u. tom Dieck (1985), auf die wir uns hier stützen. Zur mathematischen Vertiefung und
für wichtige Beweise sei auf die hervorragende Monographie von Varadarajan (1984)
verwiesen.

26.1 Lie-Gruppen

Die Theorie der kontinuierlichen Gruppen wurde von Sophus Lie in den Jahren 1869-
1874 entwickelt. Die meisten tiefen Einsichten zu Lie-Gruppen und Lie-Algebren, ins-
besondere zu ihrer Klassifikation, verdanken wir Élie Cartan, der beginnend mit seiner
Dissertation 1894 jahrzehntelang dieses umfangreiche Gebiet erforschte.

Definition 26.1.1 Eine reelle oder komplexe Lie-Gruppe G ist eine n-dimensionale
reelle oder komplexe C∞-Mannigfaltigkeit mit einer C∞-Gruppenmultiplikation G ×
G → G, d.h. · : (g1, g2) → g1g2 ∈ G und einer C∞-Gruppeninversion G → G, d.h.
−1 : g → g−1 .

Keine Lie-Gruppen sind Gruppen auf Räumen, die keine endlichdimensionalen Man-
nigfaltigkeiten sind.
Die Matrix-Gruppe GL(n,C) der invertierbaren, komplexen n × n Matrizen ist eine
Lie-Gruppe, denn:
es ist GL(n,C) ⊂ Mn(C) ' Cn2 ' R2n2 und Produkt und Inversenbildung sind C∞-
Funktionen; sei nun A ∈ GL(n,C), dann ist det(A) 6= 0; die Abbildung det : Mn(C)→
C ist stetig und nach Definition ist damit das Urbild einer offenen Menge offen. Durch
Komplementbildung folgt dann auch, daß das Urbild einer abgeschlossenen Menge ab-
geschlossen ist. Der Punkt 0 ∈ C ist eine abgeschlossene Menge und damit ist auch
det−1(0) ⊂ Mn(C) eine abgeschlossene Menge und damit ist GL(n,C) als die Komple-
mentärmenge von det−1(0) eine offene Menge und damit eine 2n2-dimensionale reelle
differenzierbare Mannigfaltigkeit.
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Die gleiche Argumentation gilt natürlich auch für GL(n,R), die Matrix-Gruppe der
reellen invertierbaren Matrizen.

Für einen Homomorphismus zwischen zwei beliebigen Gruppen, also nicht notwendi-
gerweise Lie-Gruppen, ist natürlich der Kern des Homomorphismus von Bedeutung:

Definition 26.1.2 Sei Φ : G → H ein Homomorphismus zwischen den Gruppen G
und H, und sei 1H das Einselement von H. Dann heißt ker(Φ) ..= {g ∈ G |Φ(g) = 1H}
der Kern von Φ.

Definition 26.1.3 Sei G eine Gruppe und sei N ⊆ G ein Untergruppe von G. Dann
heißt N ein Normalteiler von G, wenn für alle Elemente n ∈ N gilt: gng−1 ∈ N für
alle g ∈ G.

Korollar 26.1.4 Der Kern ker(Φ) eines Homomorphismus Φ : G → H zwischen den
Gruppen G und H ist ein Normalteiler von G.

Beweis: Zunächst einmal ist ker(Φ) eine Untergruppe von G, denn

Φ(1G) = 1H ⇒ 1G ∈ ker(Φ) ,

Φ(g1) = 1H , Φ(g2) = 1H ⇒ Φ(g1g2) = Φ(g1)Φ(g2) = 1H ⇒

g1, g2 ∈ ker(Φ) ⇒ g1g2 ∈ ker(Φ) ,

Φ(g) = 1H ⇒ Φ(gg−1) =
{

Φ(g)Φ(g−1) = Φ(g−1) ,
Φ(1G) = 1H ,

⇒

g ∈ ker(Φ) ⇒ g−1 ∈ ker(Φ) .

Und zweitens ist ker(Φ) auch normal, denn seien g ∈ G und n ∈ ker(Φ), dann gilt

Φ(gng−1) = Φ(g)Φ(n)Φ(g−1) = Φ(g)1HΦ(g−1) = Φ(g)Φ−1(g) = 1H ⇒

n ∈ ker(Φ) ⇒ gng−1 ∈ ker(Φ) . 2

Eine Untergruppe einer Lie-Gruppe muß nicht notwendigerweise eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit, und damit ebenfalls eine Lie-Gruppe sein. Es gilt der folgende Satz:

Satz 26.1.6 (Élie Cartan) Ein Untergruppe H einer Lie-Gruppe G ist genau dann
eine Untermannigfaltigkeit von G, und damit ebenfalls eine Lie-Gruppe, wenn H in G
abgeschlossen ist.
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Der Beweis dieses Satzes von Élie Cartan ist etwas anspruchsvoller und wird in vielen
Büchern der mathematischen Physik übergangen. Da wir zum Beweis von Lie-Algebren
Gebrauch machen, verschieben wir den Beweis in das Unterkapitel über Lie-Algebren.

Mit Hilfe dieses Satzes sieht man leicht, daß die folgenden Matrix-Untergruppen von
GL(n,C) Lie-Untergruppen von GL(n,C) sind: die Matrix-Untergruppe der Matrizen
mit Einheitsdeterminante {A ∈ GL(n,C) | detA = 1}, und die Matrix-Untergruppe
von GL(n,C) der unitären Matrizen {A ∈ GL(n,C) |AA† = 1}:

• SL(n,C) ⊂ GL(n,C), die Matrix-Untergruppe von GL(n,C) der Matrizen mit
Einheitsdeterminate {A ∈ GL(n,C) | detA = 1}:
die Abbildung det : GL(n,C) → C ist stetig und der Punkt 1 ∈ C ist abge-
schlossen, also ist (det)−1(1) = SL(n,C) abgeschlossen, also ist nach obigem Satz
SL(n,C) eine Lie-Untergruppe von GL(n,C);

• SL(n,R) ⊂ GL(n,R), die Matrix-Untergruppe von GL(n,R) der Matrizen mit
Einheitsdeterminante {A ∈ GL(n,C) | detA = 1}:
mit der gleichen Argumentation wie SL(n,C);

• U(n) ⊂ GL(n,C), die Matrix-Untergruppe von GL(n,C) der unitären Matrizen
{A ∈ GL(n,C) |AA† = 1}:
die Abbildung f : GL(n,C) → GL(n,C) mit f(A) = AA† ist stetig und der
’Punkt’ 1 ∈ GL(n,C) ist abgeschlossen, also ist f−1(1) = U(n,C) abgeschlossen,
also ist nach obigem Satz U(n,C) eine Lie-Untergruppe von GL(n,C);

• O(n) ⊂ GL(n,R), die Matrix-Untergruppe von GL(n,R) der reellen orthogonalen
Matrizen {A ∈ GL(n,R) |AAT = 1}: ist mit dem gleichen Argument wie U(n)
eine Lie-Untergruppe von GL(n,R);

• SU(n) ⊂ SL(n,C), die Matrix-Untergruppe von SL(n,C) der unitären Matrizen
mit Einheitsdeterminante {A ∈ GL(n,C) |AA† = 1, detA = 1}
die Abbildung f : SL(n,C) → SL(n,C) mit f(A) = AA† ist stetig und der
’Punkt’ 1 ∈ SL(n,C) ist abgeschlossen, also ist f−1(1) = SU(n,C) abgeschlossen,
also ist nach obigem Satz SU(n,C) eine Lie-Untergruppe von SL(n,C);

• SO(n) ⊂ GL(n,R), die Matrix-Untergruppe von GL(n,R) der reellen orthogona-
len Matrizen mit Einheitsdeterminante {A ∈ GL(n,R) |AAT = 1, detA = 1}: ist
mit dem gleichen Argument wie SU(n) eine Lie-Untergruppe von GL(n,R).

Wie in der Analysis und Funktionalanalysis spielt auch bei Lie-Gruppen der Begriff der
Kompaktheit eine wichtige Rolle.

Definition 26.1.7 Eine n-dimensionale Matrix-Lie-Gruppe G heißt kompakt, wenn
gilt:

1. Wenn Am eine Folge von Matrizen aus G ist und diese Folge gegen eine Matrix
A konvergiert, dann ist auch A ∈ G.

2. Für alle A ∈ G gibt es eine Konstante C ∈ R mit |Aij| ≤ C für alle i, j ∈
{1, . . . , n}.
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Da G ⊂ Mn(C) ' Cn2 ' R2n2 , deckt sich diese Definition mit der bekannten Aussage
des Satzes von Bolzano-Weierstraß, daß eine Menge in R genau dann kompakt ist, wenn
sie abgeschlossen und beschränkt ist.
GL(n,C) ist nichtkompakt, da die Matrixelemente nicht beschränkt sind und weil zu-
dem eine Folge invertierbarer Matrizen gegen eine nichtinvertierbare Matrix konvergie-
ren kann.
SL(n,C) ist die Matrix-Lie-Untergruppe von GL(n,C) der Matrizen mit Einheitsde-
terminate {A ∈ GL(n,C) | detA = 1} und ist ebenfalls nichtkompakt, da die Matrix-
elemente nicht beschränkt sind. Zum Beispiel gilt

Am ..=


m

1
m

1
. . .

1

 ⇒ detAm = 1, |Am,11| unbeschränkt.

Satz 26.1.8 U(n), SU(n), O(n) und SO(n) sind kompakt.

Beweis: Sei f : GL(n,C) → GL(n,C) mit f(A) = AA†. Die Funktion f ist als ein
Produkt von Matrixelementen stetig. Für A ∈ U(n) ⊂ GL(n,C) gilt AA† = 1. Die
Matrix 1 ∈ GL(n,C) ist ein einzelner ’Punkt’ in GL(n,C) und also eine abgeschlossene
Menge und daraus folgt, daß auch f−1(1) = f−1(AA†) = U(n) abgeschlossen ist. Die
n-dimensionale Matrix 1 ist auch beschränkt und daraus folgt eine Beschränkung der
Aij und damit eine Beschränkung von U(n):

AA† = 1 ⇒
n∑
j=1

AijA
∗
kj = δik ⇒

n∑
j=1

AijA
∗
ij =

n∑
j=1

|Aij|2 = 1 .

Damit ist U(n) kompakt.
Für SU(n) betrachtet man die Abbildung det : U(n) → C. Auch diese Abbildung ist
wieder stetig und wie oben folgert man, daß det−1(1) = SU(n) eine abgeschlossene
Menge ist. Da SU(n) ⊂ U(n), ist also auch SU(n) beschränkt und damit kompakt.
Für O(n) und SO(n) gilt das Entsprechende. 2

Topologisch ist die Eigenschaft des Pfadzusammenhangs von Bedeutung:

Satz 26.1.10 U(n), SU(n) und SO(n) sind pfadzusammenhängend.
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Beweis: Die abelsche Matrix-Lie-Gruppe

T n ..= diag[eiϕ1 , . . . , eiϕn ] ist homöomorph zu [S1, . . . , S1] (26.1.1)

und wird deshalb auch n-Torus genannt. Jeder Kreis S1 ist (pfad-) zusammenhän-
gend, denn jeder Punkt ϕ kann von der Identität ϕ0 = 0 mittels einer stetigen Kurve
ϕ(t) ..= (1− t)ϕ mit 0 ≤ t ≤ 1 erreicht werden. Also ist auch T n zusammenhängend.
Jede unitäre Matrix A ⊂ U(n) kann mittels einer unitären Matrix H diagonalisiert
werden, also:

Ad = HAH−1 mit Ad ∈ T n ⇒ A = H−1AdH .

Das heißt, A entsteht aus der zusammenhängenden Matrix Ad durch einen Diffeomor-
phismus, nämlich durch Linkstranslation mit H−1 und Rechtstranslation mit H, und
damit ist also auch A zusammenhängend. 2

Definition 26.1.12 Eine 1-Parameter Untergruppe einer Lie-Gruppe G ist ein diffe-
renzierbarer Homomorphismus der additiven Gruppe der rellen Zahlen in G:

A :R→ G mit t 7→ A(t) ∈ G . (26.1.2)

Aus der Homomorphismus-Eigenschaft einer 1-Parameter Untergruppe folgt

A(t1 + t2) = A(t1)A(t2) , (26.1.3)

A(0) = e , A(t)−1 = A(−t) . (26.1.4)

Dies gibt Anlaß zur Definition der Abbildung

exp :g ..={ d
dt
A(t)|t=0} → G ,

deren Diskussion wir aber bis zur Diskussion der Lie-Algebren einer Lie-Gruppe in 26.3
verschieben.

26.2 Integration über Lie-Gruppen

Wir folgen hier Hassani (1999), S. 832 ff. und Sattinger u. Weaver (1986), S. 89 ff. Lie-
Gruppen sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Daher stellt sich die Frage, ob man
und wie man über Lie-Gruppen integrieren kann, um interessante Invarinaten dieser
Gruppen zu erhalten. Der Schlüssel für eine Integration ist eine Maßfunktion, in der
Analysis in einem euklidischen Raum üblicherweise das Lebesgue-Maß. Der euklidische
Raum ist lokalkompakt und das Lebesgue-Maß darauf ist translationsinvariant. Die
Verallemeinerung für lokalkompakte Lie-Gruppen ist das Haar-Maß, ein links- (oder
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rechts-) invariantes Borelmaß ω, so daß in der Lie-Gruppe G für jede Borelmenge B ∈ G
und g, h ∈ G gilt:

Lh : G→ G mit Lhg ..= hg . (26.2.1)

L∗hω(B) = ω(LhB) = ω(h ·B) != ω(B) ⇔ (26.2.2)∫
G

f(hg)ω !=
∫
G

f(g)ω , Hurwitz-Integral . (26.2.3)

Wir betrachten den Fall einer Matrix-Lie-Gruppe G. Seien {xj} ein lokales Koordina-
tensystem in U ⊂ G und dx1∧ . . .∧ dxn die n-Form an der Stelle (x1, . . . , xn) und seien
A(x1, . . . , xn) ∈ U ⊂ G und A(y1, . . . , yn) ..= LhA(x1, . . . , xn), dann gilt

dy1 ∧ . . . ∧ dyn = L∗hω = L∗hdx
1 ∧ . . . ∧ dxn = det( ∂y

i

∂xj
) dx1 ∧ . . . ∧ dxn .

Wenn {xj} die Koordinaten der Identität e ∈ G bezeichnen, dann sind die {yi} gerade
die Koordinaten von Lhe = h. Das linksinvariante Haar-Maß an der Stelle h ∈ G mit
den Koordinaten {yi} ist also

ωL(h) = det−1( ∂y
i

∂xj
|e) dy1 ∧ . . . ∧ dyn . (26.2.4)

Ein beliebtes Standard-Beispiel ist die folgende Matrix-Lie-Gruppe (mit e = 1):

A(x1, x2) ..=
(
x1 x2

0 1

)
mit x1, x2 ∈ R .

A(y1, y2) = LhA(x1, x2) =
(
h1 h2

0 1

)(
x1 x2

0 1

)
=
(
h1x1 (h1x2 + h2)

0 1

)
⇒

y1 = h1x1 , y2 = h1x2 + h2 ⇒ y1|1 = h1 , y2|1 = h2

∂yi

∂xj
|1 =

(
h1 0
0 h1

)
=
(
y1 0
0 y1

)
⇒ det( ∂y

i

∂xj
|1) = (y1)2 .

Daraus folgt das linksinvariante Haar-Maß

ωL(h) = 1
(y1)2 dy

1 ∧ dy2 .

Eine andere Möglichkeit, um das links- (oder rechts-) invariante Haar-Maß zu berechnen
ist es, die links- (oder rechts-) invariante n-Form ω aus n links- (oder rechts-) invarianten
1-Formen zusammenzusetzen:
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Lemma 26.2.1 Sei A ∈ U ⊂ G, mit einem lokalen Koordinatensystem {xi} in U ,
dann sind

A−1 ∂A

∂xi
dxi bzw. ∂A

∂xi
dxiA−1 (26.2.5)

Matrizen von n linear unabhängigen links-, bzw. rechts-invarinaten 1-Formen.

Beweis: Die Linksmultiplikation mit einer festen Matrix Lh induziert eine Koordina-
tentransformation in A. Dabei möge die Norm von Lh so klein sein, daß auch LhA ∈
U ⊂ G gelte.

LhA(x1, . . . , xn) = A(y1, . . . , yn) ⇒

A−1(y1, . . . , yn)∂A(y1, . . . , yn)
∂yj

dyj = A−1(x1, . . . , xn)L−1
h

∂(LhA(x1, . . . , xn))
∂yj

dyj

= A−1(x1, . . . , xn)∂A(x1, . . . , xn)
∂xi

· ∂x
i

∂yj
dyj

= A−1(x1, . . . , xn)∂A(x1, . . . , xn)
∂xi

dxi .

Aus der linearen Unabhängigkeit der 1-Formen folgt die lineare Unabhängigkeit der
Matrizen ∂A

∂xi
und diese sind ja Tangentialvektoren an die Gruppe G in der Umgebung

U . 2

Wir betrachten wieder das obige Beispiel:

A ..=
(
x1 x2

0 1

)
⇒ A−1 =

(
1
x1 −x2

x1

0 1

)
.

A−1 ∂A

∂xi
dxi =

(
1
x1 −x2

x1

0 1

)(
dx1 dx2

0 0

)
=
(

dx1

x1
dx2

x1

0 0

)
.

Daraus folgt für das linksinvariante Haarmaß

ωL = 1
(x1)2 dx

1 ∧ dx2 .

Für diese Beispiel-Liegruppe stimmt das linksinvariante Haarmaß nicht mit dem recht-
sinvarianten Haarmaß überein, denn

∂A

∂xi
dxiA−1 =

(
dx1 dx2

0 0

)(
1
x1 −x2

x1

0 1

)
=
(

dx1

x1 (−x2dx1

x1 + dx2)
0 0

)
.

Daraus folgt für das rechtsinvariante Haarmaß

ωR = dx1

x1 ∧ (−x
2dx1

x1 + dx2) = 1
x1 dx

1 ∧ dx2 .
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Satz 26.2.3 In einer kompakten zusammenhängenden Lie-Gruppe gibt es ein bi-invariantes
Haar-Maß. Dieses ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig.

Beweis: Seien g, h, k ∈ G und Lh : G → G mit Lhg ..= hg, und Rk : G →
G mit Rkg ..= gk, und B ⊂ G eine Borelmenge. Sei ωL ein linksinvariantes Haar-
Maß, dann folgt, daß auch R∗kωL linksinvariant ist, denn

R∗kωL(B) = R∗kL
∗
hωL(B) = L∗hR

∗
kωL(B) ,

da L∗h und R∗k kommutieren. Das linksinvariante Haar-Maß ist als n-Form in einer n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit eindeutig bis auf eine Konstante, also folgt R∗kωL =
c · ωL. Da G kompakt ist existiert das Hurwitz-Integral und es ist∫

G

R∗kωL = c ·
∫
G

ωL .

Da R∗k nur eine Variablentransformation bewirkt ist also c = 1 und daraus folgt

R∗kωL = ωL ⇒ ωL ist auch rechtsinvariant, d.h. ωL = ωR . 2

26.3 Lie-Algebren

Die axiomatische Definition einer Lie-Algebra ist die sehr allgemeine folgende algebrai-
sche Definition.

Definition 26.3.1 Eine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum über einem Feld F, hier im-
mer R oder C, mit einem Produkt, genannt Lie-Klammer, mit den Eigenschaften:

• X, Y ∈ g ⇒ [X, Y ] ∈ g ;
• [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] für a, b ∈ F, X, Y, Z ∈ g ;
• [X, Y ] = −[Y,X] ;
• [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0 (Jacobi-Identität).

Hierbei gilt es zu beachten, daß man von einer reellen/komplexen Lie-Algebra spricht,
wenn das Feld F des Vektorraums gleich R bzw. C ist, unabhängig von der Frage, ob
die Matrizen von g evtl. komplexe Elemente enthalten oder nicht!
Der Zusammenhang zwischen Lie-Gruppen und Lie-Algebren ist aus geometrischer Sicht
einfach: Lie-Gruppen sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten, also existiert der Tangen-
tialraum der Lie-Gruppe an der Stelle der Identität TeG, und da die Tangentialvektoren
wegen 15.2.6 und 15.2.8 die Axiome einer Lie-Algebra erfüllen, definiert man als die Lie-
Algebra einer Lie-Gruppe

g ..= TeG . (26.3.1)
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Seien g, h ∈ G, und e ∈ G die Einheit in G, dann definiert man auf G eine Linkstrans-
lation von h durch

Lgh ..= gh ⇔ Lge ..= ge = g . (26.3.2)

Sei nun Xe ∈ g, dann wird durch Lg∗ angewandt auf Xe ein Vektorfeld auf G definiert:

Xg ..= Lg∗Xe . (26.3.3)

Lemma 26.3.2 Jede Lie-Gruppe ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis: Für das Vektorfeld Xg = Lg∗Xe gilt nun Xg 6= 0 auf ganz G, denn Xg = 0 an
einer Stelle g ∈ G würde zu Xg = 0 auf ganz G führen. Sei {X1, . . . , Xn} eine Basis von
g, dann haben alle Basisvektoren Xi keine Nullstelle und das bedeutet: jede Lie-Gruppe
ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit. 2

Jedes Vektorfeld, das die Bedingung

Lg∗Xh = Xgh bzw. Rg∗Xh = Xhg

erfüllt, nennt man ein links-, bzw. ein rechts-invariantes Vektorfeld.
Für die Charakterisierung von Lie-Algebren ist der folgende nichttriviale Satz von Ado
aus dem Jahr 1947 ganz grundlegend und wichtig!

Satz 26.3.4 (Ado) Jede endlichdimensionale reelle, bzw. komplexe Lie-Algebra ist iso-
morph zu gl(n,R), bzw. gl(n,C).

Der Beweis dieses Satzes ist aufwendig und findet sich z.B. in Varadarajan (1984), S.
237.

Den Zusammenhang zwischen Lie-Gruppen und ihren Lie-Algebren kann man auch
mittels der sog. Exponential-Abbildung herstellen.

Satz 26.3.5 In einer Umgebung U von e ∈ U ⊂ G gibt es eine 1-Parameter-Untergruppe
A(t) mit A(0) ..= e und d

dt
A(t)|t=0 = X ∈ g.

Beweis: Sei jetzt G eine Matrix-Lie-Gruppe, dann kann man eine 1-Parameter-Unter-
gruppe A(t+ t2) = A(t)A(t2) an der Stelle t2 = 0 nach t2 differenzieren und erhält

d

dt2
A(t+ t2)|t2=0 = d

d(t+ t2)A(t+ t2) · (d(t+ t2)
dt2

)|t2=0 = d

dt
A(t) ⇒

d

dt
A(t) = A(t) · d

dt2
A(t2)|t2=0 = A(t) · A′(0) . (26.3.4)
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Da A′(0) konstant ist folgt in einer Umgebung um t = 0 als Lösung dieser Differential-
gleichung

A(t) = A(0) · exp(tA′(0)) = exp(tA′(0)) , (26.3.5)

mit

exp(X) ..= 1 +X + 1
2!X

2 + . . . . (26.3.6)

Diese Summe konvergiert, denn:
sei ||X|| eine Norm, z.B. die Hilbert-Schmidt Norm

||X|| ..= (
n∑

i,k=1

|Xik|2) 1
2 ,

dann gilt ||X + Y || ≤ ||X||+ ||Y || und ||XY || ≤ ||X|| · ||Y || und aus ||X|| <∞ folgt

|| exp(X)|| = ||
∞∑
k=0

Xk

k! || ≤
∞∑
k=0

||X
k

k! || ≤
∞∑
k=0

||X||k

k! = exp(||X||) <∞ .

Die obige Vorgehensweise kann man nun für den Fall von Nichtmatrix-Lie-Gruppen
verallgemeinern. Die Gleichung 26.3.4 kann man als eine Linkstranslation ansehen:

A(t) = LA(t)A(0) ⇒ A′(t) = LA(t)∗A
′(0) , (26.3.7)

d.h. die 1-Parameter-Gruppe A(t) ist die Integralkurve des Vektorfeldes X(t) ..= A′(t)
mit X ..= X(0) = A′(0) und dies schreibt man dann wie im Fall einer Matrix-Lie-
Gruppe als

A(t) ..= exp(tX) mit X = d

dt
A(t)|t=0 , (26.3.8)

und wenn X(t) in der Umgebung von t = 0 analytisch ist gilt

A(t) = 1 + ( d
dt
A(t)|t=0)t+ 1

2!(
d2

dt2
A(t)|t=0)t2 + . . .

= 1 +X t+O(t2) . (26.3.9)

Da jedes X ∈ g nach dem Satz von Ado isomorph zu einer endlichdimensionalen Matrix
ist, existiert die Hilbert-Schmidt-Norm ||X|| < ∞ und wie oben folgt || exp(X)|| =
exp(||X||) <∞. 2

Definition 26.3.7 Sei A(t) eine 1-Parameter-Untergruppe von G mit A(0) ..= e und
d
dt
A(t)|t=0 = X ∈ g, dann heißt die Abbildung exp : g → G mit exp(X) = A(1) die

Exponentialabbildung von einer Lie-Algebra in die zugehörige Lie-Gruppe.
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Diese Exponentialabbildung ist in einer Umgebung von 0 ∈ V ⊂ g ein Diffeomorphis-
mus. Das kann man direkt aus der obigen Konstruktion entnehmen, aber auch folgen-
dermaßen sehen: g = TeG und der Tangentialraum an einen Tangentialraum ist wieder
der gleiche Tangentialraum, also T0g = g. Damit gilt für die Tangential-Abbildung (d.h.
das Differential)

exp∗ |0 : T0g = g→ TeG = g , exp∗(X)|0 = X .

Also ist exp∗ an der Stelle 0 ∈ g die Identität und exp nach dem Satz über inverse
Funktionen in der Umgebung V von 0 ein Diffeomorphismus. Die Umkehrfunktion zu
exp heißt log, d.h. log ..= exp−1 : U ⊂ G→ V ⊂ g.
Achtung: Aus der Darstellung einer 1-Parameter-Untergruppe A(t) ⊂ G als Exponen-
tialfunktion A(t) = exp(tX) mit X = d

dt
A(t)|t=0 ∈ g folgt nicht, daß für alle A ∈ G gilt:

A = exp(X) mit einem X ∈ g, sondern dies trifft eben nur zu für diejenigen A in einer
kleinen Umgebung U um e ∈ G. Wenn aber G zusammenhängend ist, dann gibt es für
A ∈ G die folgende Darstellung:

Korollar 26.3.8 Sei G eine pfadzusammenhängende Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra
g, dann läßt sich jedes A ∈ G darstellen als

A = eX1eX2 · · · eXn , (26.3.10)

mit endlich vielen X1, . . . , Xn ∈ g.

Beweis: Da G zusammenhängend ist gibt es in G einen Pfad von Ã(0) = e hin zu
Ã(1) = A. Das Intervall [0, 1] ∈ R ist kompakt und A(t) ist stetig, also gibt es eine
endliche Zerlegung 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, so daß alle Ã(tk−1)−1Ã(tk) in einer
Umgebung von e liegen, in der eine Exponentialdarstellung mittels eines Elements Xk ∈
g gegeben ist, d.h. Ã(tk−1)−1Ã(tk) = exp(Xk).

A = Ã(1) = e · Ã(1) = Ã(t0)−1 · Ã(tn)

= (Ã(t0)−1Ã(t1)) · (Ã(t1)−1Ã(t2)) · . . . · (Ã(tn−1)−1Ã(tn))

= eX1eX2 · · · eXn . 2

Hilfreich ist auch immer wieder die folgende Lie-Produktformel.

Korollar 26.3.10
lim
m→∞

(e 1
m
X e

1
m
Y )m = eX+Y . (26.3.11)

Beweis: In einer ε-Umgebung um t = 0 gilt

d

dt
(eXt eY t) = Xt+ Y t+O(t2) = d

dt
(e(X+Y )t) ,
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und damit gilt in einer m · ε-Umgebung um t = 0

d

dt
(e 1

m
Xt e

1
m
Y t) = 1

m
Xt+ 1

m
Y t+O( t

2

m2 ) = d

dt
(e

1
m

(X+Y )t+O( t
2
m2 )) .

Wenn m groß genug ist, d.h. für m→∞, gilt diese Beziehung also auch für t = 1 und
damit folgt

lim
m→∞

(e 1
m
X e

1
m
Y ) = lim

m→∞
(e

1
m

(X+Y )+O( 1
m2 )) ⇒

lim
m→∞

(e 1
m
X e

1
m
Y )m = lim

m→∞
(e(X+Y )+O( 1

m
)) = eX+Y . 2

Sei die Menge der {Tα} eine Basis von g, dann sind die Strukturkonstanten von g bzgl.
dieser Basis definiert als

[Tα, Tβ] = .. f γ
αβ Tγ . (26.3.12)

Aus den Definitionsgleichungen für die Lie-Algebra g folgen sofort die beiden Gleichun-
gen für die Strukturkonstanten von g:

f γ
αβ = −f γ

βα . (Schiefsymmetrie). (26.3.13)

f µ
αν f

ν
βγ + f µ

γν f ν
αβ + f µ

βν f ν
γα = 0 . (Jacobi-Identität). (26.3.14)

Wir hatten im Abschnitt über Lie-Gruppen den folgende wichtigen Satz von Élie Cartan
über Untergruppen einer Lie-Gruppe zitiert, den wir hier beweisen wollen. Wir folgen
Bröcker u. tom Dieck (1985), S. 28 ff.

Satz 26.3.12 (Élie Cartan) Ein Untergruppe H einer Lie-Gruppe G ist genau dann
eine Untermannigfaltigkeit von G, und damit ebenfalls eine Lie-Gruppe, wenn H in G
abgeschlossen ist.

Beweis: Sei also die Untergruppe H von G eine Untermannigfaltigkeit von G, dann ist
H lokal abgeschlossen in G, d.h. zu jedem Punkt von H gibt es eine Umgebung U ⊂ G,
deren Abschluß inG liegt. Also kann U als abgeschlossen inG, d.h. U = Ū , angenommen
werden. Damit gibt es eine abgeschlossene Umgebung U um das 1-Element von G, so
daß auch H∩U in U abgeschlossen ist, also ist H∩U = H ∩ U = H̄∩U . Sei jetzt y ∈ H̄
und u ∈ U , dann verschieben wir y in einen Punkt x ∈ H mittels: x ..= yu−1 ∈ yU−1∩H.
Es folgt

y ∈ H̄ ∩ xU ⇒ x−1y ∈ H̄ ∩ U = H ∩ U ⇒ y ∈ H ∩ U .

Damit gilt für den Randpunkt y ∈ H̄ auch y ∈ H und also ist H abgeschlossen.



26.3 Lie-Algebren 549

Jetzt soll die umgekehrte Richtung gezeigt werden: sei also H eine abgeschlossene Un-
tergruppe der Lie-Gruppe. Es genügt zu zeigen, daß H ∩U mit einer Umgebung U ⊂ G
eine Untermannigfaltigkeit von G ist, denn diese Umgebung U kann ja mit der Grup-
penmultiplikation über ganz H verschoben werden und in jedem Ux mit x ∈ H läßt
sich eine Karte, d.h. ein Koordinatensystem definieren, welches differenzierbar mit den
Koordinaten der Nachbarkarten zusammenhängt. Wir wählen wieder eine Umgebung U
um das 1-Element von G. Um jetzt ein lokales Koordinatensystem einer Untermannig-
faltigkeit in H ∩U zu konstruieren, versucht man zuerst eine Unter-Lie-Algebra hU von
H ∩U in der Lie-Algebra g von G zu konstruieren. Wenn das gelingt, kann man hU ex-
ponentieren und hat das gesuchte lokale Koordinatensystem der Untermannigfaltigkeit
H ∩ U .
1. Sei H ′ ..= log(H ∩ U), dann liegt H ′ in der Lie-Algebra g der Lie-Gruppe G. Wir
statten g mit einer euklidischen Metrik aus. Sei hn ∈ H ′ eine Folge, die gegen 0̂ in H ′
konvergiere, so daß hn/|hn| → X ∈ g. Für t ∈ R gilt dann exp(tX) ∈ H, denn:

|hn| → 0 , lim
n→∞

t
hn
|hn|
→ tX .

Da |hn| → 0, gibt es eine Folge mn ∈ Z, so daß mn|hn| → t, und damit

exp(mnhn) = exp(mn|hn|
hn
|hn|

)→ exp(tX) .

exp(mnhn) = (exp(hn))mn ∈ H undH ist abgeschlossen ⇒ exp(tX) ∈ H .

2. Die MengeW ..= {cX |X = limn→∞
hn
|hn| , hn ∈ H

′ , c ∈ R} ist ein linearer Unterraum
von g, denn:

X, Y ∈ W ⇒ exp(tX) ∈ H , exp(tY ) ∈ H ⇒ exp(tX) exp(tY ) ∈ H ⇒

exp(tX) exp(tY ) ∈ H ∩ U für t→ 0, t > 0, ⇒

h(t) ..= log(exp(tX) exp(tY )) ∈ H ′ für t→ 0, t > 0, ⇒

lim
t→0
t>0

h(t)
t

= (X + Y ) ∈ H ′ und h(t)
|h(t)| ∈ W ⇒

lim
t→0
t>0

h(t)
|h(t)| = lim

t→0
t>0

h(t)
t

t

|h(t)| = X + Y

|X + Y |
∈ W ⊆ H ′ ⊆ g .

3. Also hat W eigentlich fast alle Eigenschaften, die man für die Unter-Lie-Algebra h
verlangt. Offen ist nur noch die Frage, ob womöglich auch Elemente aus g\W durch die
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Exponentialfunktion nach H abgebildet werden? Sei D ∈ g das orthogonale Komple-
ment zu W , also g = W ⊕D. Dann ist D als ein endlicher Vektorraum abgeschlossen.
Wir erklären die Abbildung

exp2 : W ⊕D , (X, Y ) 7→ exp(X) exp(Y ) ,

die in einer Umgebung des Ursprungs invertierbar ist. Wir wählen eine Folge

(Xn, Yn) ∈ W ⊕D mit Xn, Yn 6= 0 , lim
n→∞

(Xn, Yn) = 0 , exp(Xn) exp(Yn) ∈ H .

Da D abgeschlossen ist gibt es eine Folge Yn
|Yn| → Y ∈ D. Nun liegt exp(Xn) ∈ H und

H ist eine Untergruppe, also liegt auch exp(Yn) ∈ H und damit liegen Yn ∈ H ′ und
Y ∈ W . Dies ist ein Widerspruch zur Annahme Y ∈ D und also gibt es keine Elemente,
die unter der Exponentialabbildung von D auf H abgebildet werden. Damit kann W
tatsächlich mit der Unter-Lie-Algebra h der Unter-Gruppe H identifiziert werden, und
damit hat H in der Umgebung von 1 das lokale Koordinatensystem von h ⊂ g und ist
also eine Untermannigfaltigkeit von G. 2

Hilfreich im Zusammenhang endlichdimensionaler Matrix-Lie-Gruppen und ihrer Alge-
bren ist auch das folgende Lemma für Determinanten.

Lemma 26.3.14
det(1 + tÂ) = 1 + t · tr(Â) für t� 1 . (26.3.15)

Beweis:

det(1 + tÂ) =
n∑

i1,...,in

εi1,...,in(1 + tÂ)1i1 · · · (1 + tÂ)nin

=
n∑

i1,...,in

εi1,...,in(δ1i1 + tÂ1i1) · · · (δnin + tÂnin)

=
n∑

i1,...,in

εi1,...,inδ1i1 · · · δ1in

+ t
n∑
k=1

n∑
i1,...,in

εi1,...,in(δ1i1 · · · δk−1,ik−1δk+1,ik+1 . . . δ1in)Âkik +O(t2)

= 1 + t
n∑
k=1

n∑
i1,...,in

ε1,...,k−1,ik,k+1,...,n Âkik +O(t2)

= 1 + t

n∑
k=1

ε1,...,k−1,k,k+1,...,n Âkk +O(t2)

= 1 + t tr(Â) +O(t2) . 2
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Zunächst seien hier kurz einige Eigenschaften der SU(n)-Matrix-Lie-Gruppe, bzw. der
su(n) Matrix-Lie-Algebra, zusammengetragen. Sei GL(n,C) die Lie-Gruppe der n-
dimensionalen, invertierbaren Matrizen über C. Sei ĉ : R → GL(n,C) eine Kurve
in GL(n,C) mit ĉ(0) = 1. In der Umgebung von t = 0 hat dann ĉ(t) die Gestalt

ĉ(t) = 1 + tÂ+ Ô(t2) , mit Â ∈ gl(n,C) .

Daraus folgt dim gl(n,C) = 2n2.

Sei SL(n,C) die Untergruppe der n-dimensionalen Matrizen aus GL(n,C) mit Deter-
minate 1. Sei ĉ : R→ SL(n,C) eine Kurve in SL(n,C) mit ĉ(0) = 1. In der Umgebung
von t = 0 hat dann ĉ(t) die Gestalt

ĉ(t) = 1 + tÂ+ Ô(t2) , mit Â ∈ sl(n,C) ⇒

det(ĉ(t)) = det(1 + tÂ) = 1 + t tr(Â) +O(t2) != 1 ⇒

tr(Â) = 0 .

Also besteht sl(n,C) aus den spurfreien n-dimensionalen Matrizen von gl(n,C) und es
gilt dim sl(n,C) = 2(n2 − 1).

Sei U(n) die Untergruppe der n-dimensionalen unitären Matrizen aus GL(n,C). Sei
ĉ : R → U(n) eine Kurve in U(n) mit ĉ(0) = 1. In der Umgebung von t = 0 hat dann
ĉ(t) die Gestalt

ĉ(t) = 1 + tÂ+ Ô(t2) , mit Â ∈ u(n,C) ⇒

ĉ(t)ĉ†(t) != 1 ⇒

[1 + tÂ+ Ô(t2)][1 + tÂ+ Ô(t2)]† = 1 ⇒

t(Â+ Â†) = 0 + Ô(t2) ⇒ Â = −Â† + Ô(t) .

Also besteht u(n) aus den schiefsymmetrisch-hermiteschen n-dimensionalen Matrizen
von gl(n,C) und es gilt dim u(n) = n2.

Die Lie-Gruppe SU(n) ist die Untergruppe der n-dimensionalen unitären Matrizen mit
Determinate 1 aus GL(n,C), also SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C).
Damit ist su(n) = u(n) ∩ sl(n,C) mit dim u(n,C) = n2 − 1.

Achtung: wir folgen hier der Schreibweise, daß u(n) und su(n) immer die reellen Lie-
Algebren bezeichnen möge, und u(n)C und su(n)C die komplexifizierten Lie-Algebren.
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Unter der Komplexifizierung einer reellen Lie-Algebra g versteht man den Übergang von
dem reellen Vektorraum V , über dem g definiert ist, zu einem komplexen Vektorraum
VC. Dies ist eindeutig möglich, denn für die Lie-Klammer gilt mit X1, X2, Y1, Y2 ∈ g:

[i(X1 + iX2), (Y1 + iY2)] = [(iX1 −X2), (Y1 + iY2)]

= −[X2, Y1]− [X1, Y2] + i([X1, Y1]− [X2, Y2]) ,

i[(X1 + iX2), (Y1 + iY2)] = i{[(X1, Y1]− [(X2, Y2] + i([(X2, Y1] + [(X1, Y2])}

= −[(X2, Y1]− [(X1, Y2] + i([(X1, Y1]− [(X2, Y2]) .

Also ist

[i(X1 + iX2), (Y1 + iY2)] = i[(X1 + iX2), (Y1 + iY2)] . (26.3.16)

Auch die Jacobi-Identität bleibt bei einer Komplexifizierung gültig, denn sei etwa X ∈
gC, Y, Z ∈ g, dann ist die Jacobi-Identität komplex linear in X. Im nächsten Schritt
erweitert man die Jacobi-Identität auf Y ∈ gC und dann auf Z ∈ gC.

Beispiel: Zum Beispiel ist u(n)C ∼= gl(n,C), weil die schiefsymmetrisch hermiteschen
Matrizen von u(n) nach der Komplexifizierung eben nicht mehr schiefsymmetrisch her-
mitesch sind. Weiter gilt sl(n,C)C = sl(n,C) und daraus folgt dann

su(n)C = u(n)C ∩ sl(n,C)C = gl(n,C) ∩ sl(n,C) = sl(n,C) . (26.3.17)
2

Élie Cartan führte die folgenden adjungierten Abbildungen AdA und adX auf einer
Lie-Algebra ein.

Definition 26.3.17 Sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g. Dann kann
man für jedes A ∈ G und jedes Y ∈ g die folgende lineare Adjungierte Abbildung
AdA : g→ g definieren:

AdA(Y ) ..= AY A−1 . (26.3.18)

Damit ist Ad eine Abbildung von G in die Menge der linearen invertierbaren Abbil-
dungen von g, also Ad : G → GL(g). Die Untergruppe Ad(G) ⊂ GL(g) heißt die
adjungierte Gruppe, oder die adjungierte Darstellung von G.

Jetzt kann man das Differential von Ad an der Stelle der Identität e ∈ G mit AdAe = e
betrachten. Diese lineare Abbildung Ad∗ bildet den Tangentialraum Te(G) = g in den
Tangentialraum TAdAeG = TeG = g ab, also Ad∗ : g → g und wird häufig auch als
ad ..= Ad∗ bezeichnet.
Wenn man jetzt für ein festes X ∈ g die Einparameteruntergruppe A(t) = etX ∈ G
betrachtet, so erhält man für Y ∈ g

AdA(t)(Y ) = etXY e−tX und
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adX(Y ) = Ad∗X(Y ) = d

dt
AdA(t)(Y )|t=0 = d

dt
(etXY e−tX)|t=0 = [X, Y ] .

In Komponenten bzgl. einer Basis der Lie-Algebra bedeutet dies

(adX(Y ))α = [X, Y ]α = f α
βγ XβY γ bzw. (adX) α

γ = f α
βγ Xβ .

Die Abbildung ad erfüllt die Eigenschaften einer Derivations-Algebra, d.h. einer ver-
allgemeinerten Leibnizregel, denn wegen der Jacobi-Identität in der Definition von g
gilt:

ad[X,Y ](Z) = [[X, Y ], Z] = [Y, [Z,X]] + [X, [Y, Z]] = [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]]

= adX · adY (Z)− adY · adx(Z) = [adx, adY ](Z) ⇒

ad[X,Y ] = [adx, adY ] . (26.3.19)

Die parametrisierte Abbildung AdA(t) kann man wie jede 1-Parametergruppe in einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit als Exponentialfunktion etZ ..= AdA(t) schreiben und
dann ist

Z = d

dt
(etZ)|t=0 = d

dt
(AdA(t))|t=0 = adX ⇒

AdetX = et adX . (26.3.20)

Damit kann man dann schreiben

AdetXY = (1 + t adX + t2

2 adX · adX + . . .)Y

= Y + t[X, Y ] + t2

2 [X, [X, Y ]] + . . .

26.4 Der Satz von Baker-Campbell-Hausdorff

Es zeigt sich, daß für Elemente X, Y der Lie-Algebra g in einer Umgebung von 0, für
welche die Exponentialabbildung einen Diffeomorphismus darstellt, sich das Ergebnis
von exp(X) · exp(Y ) als ein exp(Z) darstellen läßt, allerdings gilt Z = X + Y nur bei
kommutierenden X, Y . Falls [X, Y ] 6= 0 ist, läßt sich Z als eine komplizierte Potenzreihe
in X und Y schreiben - die nichttriviale Essenz des Baker-Campbell-Hausdorff Satzes
ist nun, daß diese Potenzreihe ab dem zweiten Glied nur Kommutatoren von X und
Y enthält. Wir folgen hier weitgehend Hall (2003), S. 70 ff. Hall behandelt in seiner
schönen Einführung zwar nur Matrix Lie-Gruppen, aber in Bezug auf Lie-Algebren
können wir uns ja auf den fundamentalen Satz von Ado stützen, demzufolge alle Lie-
Algebren isomorph zu Matrizen aus gl(n,C) oder gl(n,R) sind.
Zum Beweis des BCH-Satzes ist der folgende Satz über die Ableitung der Exponential-
abbildung hilfreich.
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Satz 26.4.1 Sei Z : R→ g, dann gilt mit Ż(t) ..= dZ(t)
dt

für die Ableitung von eZ(t):

d

dt
eZ(t) = eZ(t)f(adZ(t))

dZ(t)
dt

mit f(u) ..= 1− e−u
u

, (26.4.1)

d

dt
eZ(t) = eZ(t)

(
Ż(t)− 1

2! [Z(t), Ż(t)] + 1
3! [Z(t), [Z(t), Ż(t)]]− . . .

)
. (26.4.2)

Beweis: Sei f : g → R eine analytische Funktion auf g und Z(t) ein Operator in
einem normierten Raum, dann ist per Definition d

dt
f(Z(t))|t=t0 die Richtungsableitung

(Fréchet-Ableitung) von f an der Stelle t = t0 in Richtung Ż(t0) ..= dZ(t)
dt
|t=t0 , d.h.

d

dt
f(Z(t))|t=t0 = d

dt
f(Z(t0) + tŻ(t0)) ,

wobei dieser Ausdruck linear in Ż(t0) ist. Also genügt es, die Behauptung des Satzes
für Z(t) ..= Z(0) + tŻ(0) ..= X + tY an der Stelle t = 0 zu beweisen, d.h. wir wollen
zeigen

d

dt
eX+tY |t=0 = eXf(adX)Y mit f(u) ..= 1− e−u

u
,

d

dt
eX+tY |t=0 = eX

(
Y − 1

2! [X, Y ] + 1
3! [X, [X, Y ]]− . . .

)
.

Zunächst einmal gilt für jedes m ∈ N

eX+tY = {exp(X
m

+ t
Y

m
)}m .

Jetzt wenden wir beim Differenzieren auf der rechten Seite die Produktregel an und
erhalten

d

dt
eX+tY |t=0 =

m−1∑
k=0

{exp(X
m

)}m−k−1{ d
dt

exp(X
m

+ t
Y

m
)|t=0}{exp(X

m
)}k

= {exp(m− 1
m

X)}
m−1∑
k=0

{exp(X
m

)}−k{ d
dt

exp(X
m

+ t
Y

m
)|t=0}{exp(X

m
)}k

= {exp(m− 1
m

X)}
m−1∑
k=0

{exp(X
m

)}−k{ 1
m

d

dt
exp(X

m
+ tY )|t=0}{exp(X

m
)}k

= {exp(m− 1
m

X)} 1
m

m−1∑
k=0

{AdX/m}−k{
d

dt
exp(X

m
+ tY )|t=0}

= {exp(m− 1
m

X)} 1
m

m−1∑
k=0

{exp(−adX/m)}k{ d
dt

exp(X
m

+ tY )|t=0}
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= {exp(m− 1
m

X)} 1
m

m−1∑
k=0

{exp(− k
m
adX)}{ d

dt
exp(X

m
+ tY )|t=0} .

Dies gilt für jedes m ∈ N, also können wir diesen Ausdruck auch für m → ∞ untersu-
chen:

lim
m→∞

{exp(m− 1
m

X)} = eX ,

lim
m→∞

{ d
dt

exp(X
m

+ tY )|t=0} = d

dt
exp(tY )|t=0 = Y .

Also bleibt noch zu untersuchen

lim
m→∞

1
m

m−1∑
k=0

{exp(− k
m
adX)} = lim

m→∞

1
m

m−1∑
k=0

∞∑
i=0

1
i! (−

k

m
adX)i

= lim
m→∞

∞∑
i=0

{ 1
m

m−1∑
k=0

( k
m

)i}(−1)i
i! (adX)i .

Nun ist

k

m
< 1 ⇒

m−1∑
k=0

( k
m

)i < m} ⇒ { 1
m

m−1∑
k=0

( k
m

)i} < 1 ,

und ||adX || ist beschränkt und damit ist die Reihe in i

{ 1
m

m−1∑
k=0

( k
m

)i}(−1)i
i! (adX)i

absolut konvergent und wir können limm→∞ und
∑∞

i=0 vertauschen:

lim
m→∞

1
m

m−1∑
k=0

{exp(− k
m
adX)} =

∞∑
i=0

lim
m→∞

{
m−1∑
k=0

1
m

( k
m

)i}(−1)i
i! (adX)i

=
∞∑
i=0

{
1∫

0

ds(s)i}(−1)i
i! (adX)i

=
∞∑
i=0

1
i+ 1

(−1)i
i! (adX)i =

∞∑
i=0

(−1)i
(i+ 1)!(adX)i .

Wegen

1− e−u
u

= 1
u

(1−
∞∑
i=0

(−1)i
i! ui) = 1

u

∞∑
i=1

(−1)i−1

i! ui
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=
∞∑
i=1

(−1)i−1

i! ui−1 =
∞∑
i=0

(−1)i
(i+ 1)!u

i

folgt also letztlich

d

dt
eX+tY |t=0 = eX(1− e−adX

adX
)Y = eXf(adX)Y mit f(u) ..= 1− e−u

u
.

d

dt
eX+tY |t=0 = eX

∞∑
i=0

(−1)i
(i+ 1)!(adX)iY

= eX
(
Y − 1

2! [X, Y ] + 1
3! [X, [X, Y ]]− . . .

)
. 2

Satz 26.4.3 (Baker-Campbell-Hausdorff) Sei G eine Liegruppe mit der Lie-Alge-
bra g und der Exponentialabbildung exp : g → G. Seien X, Y zwei Elemente der Lie-
Algebra aus einer hinreichend kleinen Umgebung V ⊂ g um 0 ∈ g, dann gibt es ein
Z ∈ V ⊂ g mit

eZ = eXeY und (26.4.3)

Z = X +


1∫

0

dt g(eadXetadY )

Y mit g(u) ..= log(u)
1− u−1 , (26.4.4)

Z = X + Y +
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)


1∫

0

dt

 ∞∑
i,j=0
i+j≥1

tj

i!j! ad
i
Xad

j
Y


nY . (26.4.5)

Z ist also gleich X + Y plus eine Potenzreihe von Kommutatoren von X und Y .

Beweis: Sei eZ(t) = eXetY , dann folgt für die Ableitung nach t mit Hilfe des vorausge-
gangenen Satzes

d

dt
eZ(t) =

{
d
dt
eXetY = eXY etY = eXetY Y = eZ(t)Y ,

eZ(t) 1−e−adZ(t)

adZ(t)

dZ(t)
dt

⇒

1− e−adZ(t)

adZ(t)

dZ(t)
dt

= Y .

Wenn X und Y klein sind, d.h. in einer geeigneten Umgebung von 0 ∈ V ⊂ g liegen,
dann liegt wegen der Stetigkeit von G auch Z(t) in V und ist ebenfalls klein und damit
liegt

(1− e−adZ(t)

adZ(t)
) =

∞∑
i=0

(−1)i
(i+ 1)!(adZ(t))i
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in der Nähe von 1 und ist also invertierbar und damit folgt

dZ(t)
dt

= (1− e−adZ(t)

adZ(t)
)−1Y = (

adZ(t)

1− (eadZ(t))−1 )Y .

Aus exp(adZ(t)) = exp(adX) exp(adtY ) folgt nun adZ(t) = log(exp(adX) exp(adtY )) und
damit ergibt sich

dZ(t)
dt

=
(

log(eadXetadY )
1− (eadXetadY )−1

)
Y = .. g(eadXetadY )Y ⇒

Z(1)− Z(0) = Z −X =
1∫

0

dt g(eadXetadY )Y ⇒

Z = X +
1∫

0

dt g(eadXetadY )Y .

Für g(u) gilt die folgende Reihenentwicklung

g(u) = log(u)
1− u−1 = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)(u− 1)n

und mit

u− 1 = eadXetadY − 1 =
∞∑

i,j=0
i+j≥1

tj

i!j! (adX)i(adY )j

ergibt sich für Z = Z(1) die Reihenentwicklung

Z = X + Y +
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)


1∫

0

dt

 ∞∑
i,j=0
i+j≥1

tj

i!j! ad
i
Xad

j
Y


nY . 2

Sehr hilfreich für die Darstellungstheorie ist diese Folgerung aus dem BCH-Satz.

Korollar 26.4.5 Sei g die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G und sei π ein Lie-Algebra
Homomorphismus π : g→ gl(n,C). Wenn X und Y klein sind, d.h. in einer geeigneten
Umgebung von 0 ∈ V ⊂ g liegen, so daß der BCH-Satz gilt, dann folgt

π(log(eXeY )) = log(eπ(X)eπ(Y )) . (26.4.6)
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Beweis: Für die Funktion g(u) = log(u)
1−u−1 aus dem BCH-Satz gilt

X, Y ∈ g ⇒ adX , adY ∈ g ⇒ g(eadXetadY )(Y ) ∈ g .

Da π ein Lie-Algebra Homomorphismus ist folgt:

π(adY (X)) = π([Y,X]) = [π(Y ), π(X)] = adπ(Y )(π(X)) ⇒

π((adY )n(X)) = π((adY )n−1[Y,X]) = . . . = (adπ(Y ))n(π(X)) ⇒

π(etadY (X)) =
∞∑
i=0

ti

i!π((adY )i(X)) =
∞∑
i=0

ti

i! ((adπ(Y ))i(π(X)) = etadπ(Y )(π(X)) ⇒

π((eadXetadY )(X)) = (eadπ(X)etadπ(Y ))(π(X)) ⇒

π(log(eXeY )) = π

X + Y +
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)


1∫

0

dt

 ∞∑
i,j=0
i+j≥1

tj

i!j! ad
i
Xad

j
Y


nY )



= π(X) + π(Y ) +
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)


1∫

0

dt

 ∞∑
i,j=0
i+j≥1

tj

i!j! (adπ(X))i(adπ(Y ))j


n π(Y )

= log(eπ(X)eπ(Y )) . 2

26.5 Killing-Formen

Man kann nun in einer Lie-Algebra eine bilineare Form einführen, die den Namen
Killing-Form trägt, obwohl ihre eigentliche Einführung und Anwendung auf die Theorie
der Lie-Algebren in der Dissertation von Élie Cartan im Jahr 1894 erfolgte.

Definition 26.5.1 Seien X, Y ∈ g, dann heißt die folgende Bilinearform eine Killing-
Form:

〈X | Y 〉 ..= tr(adX · adY ) . (26.5.1)

Die Symmetrie und Bilinearität sieht man unmittelbar aus den Eigenschaften der Spur
und der Linearität von ad. Darüber hinaus gilt noch die folgende Eigenschaft für die
Killing-Form

〈adXY | Z〉+ 〈Y | adXZ〉 = 〈[X, Y ] | Z〉+ 〈Y | [X,Z]〉 = 0 . (26.5.2)
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Beweis: X, Y, Z, V ∈ g, dann folgt

tr(adXY V ) = tr([XY, V ]) = tr(XY V − V XY ) ,

tr(adX · adY V ) = tr(adX [Y, V ]) = tr([X, [Y, V ]])

= tr(X[Y, V ]− [Y, V ]X) = tr(XY V −XV Y − Y V X + V Y X)

= tr(XY V − V XY +XV Y −XV Y ) = tr(XY V − V XY )

= tr(adXY V ) .

〈[X, Y ] | Z〉 = tr(ad[X,Y ] · adZ) = tr(adX · adY · adZ − adY · adX · adZ) ,

〈Y | [X,Z]〉 = tr(adY · ad[X,Z]) = tr(adY · adX · adZ − adY · adZ · adX)

= tr(adY · adX · adZ − adX · adY · adZ)

= −〈[X, Y ] | Z〉 . 2

Die Killing-Form ist invariant unter Automorphisen:

Lemma 26.5.3 Seien g eine reelle oder komplexe Lie-Algebra, X, Y ∈ g, und ϕ : g→ g
ein Automorphismus, dann gilt

〈ϕ(X) | ϕ(Y )〉 = 〈X | Y 〉 . (26.5.3)

Beweis: Da ϕ ein Automorphismus ist gilt ϕ([X, Y ]) = [ϕ(X), ϕ(X)] und daraus folgt

adϕ(X)(Y ) = [ϕ(X), Y ] = ϕ([X,ϕ−1(Y )]) = ϕ(adX(ϕ−1(Y ))) ⇒

adϕ(X) = ϕ ◦ adX ◦ ϕ−1 ⇒

〈ϕ(X) | ϕ(Y )〉 = tr(adϕ(X) · adϕ(Y ))

= tr(ϕ ◦ adX ◦ ϕ−1 · ϕ ◦ adY ◦ ϕ−1)

= tr(adX · adY ) = 〈X | Y 〉 . 2

In Komponenten bzgl. einer Basis der Lie-Algebra kann man die Killing-Form schreiben
als:

〈X | Y 〉 = tr((adX) α
γ (adY ) γ

β ) = (adX) α
γ (adY ) γ

α

= f α
βγ Xβf γ

εα Y ε = (f α
βγ f γ

εα )XβY ε .



560 26 Einige Sätze zu Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Wenn man 〈X | Y 〉 als eine Art Skalarprodukt auffaßt, dann spielt das Produkt der
Strukturkonstanten die Rolle eines 2-stufigen kovarianten metrischen Tensors, den man
den Cartanschen Metriktensor der Lie-Algebra nennt:

gg,αβ ..= f κ
αγ f

γ
βκ ⇒ 〈X | Y 〉 = gg,αβX

αY β . (26.5.4)

Die Killing-Form einer komplexen Lie-Algebra ist im Allgemeinen eine komplexe Zahl
und auch die Killing-Form einer reellen Lie-Algebra kann im allgemeinen Fall entartet
sein, denn z.B. bei einer kommutativen Lie-Algebra sind ja alle Strukturkonstanten
f α
βγ = 0.

Satz 26.5.5 Für die Killing-Form in gl(n,C) gilt

〈X | Y 〉 = 2n tr(XY )− 2 tr(X) tr(Y ) . (26.5.5)

Beweis: Die Standard-Basis in gl(n,C) ist die sog. Weyl-Basis, eine Menge von Ma-
trizen Tαβ, die nur an der Position αβ eine 1 und ansonsten überall eine 0 aufweisen,
also: (Tαβ)µν = δαµδβν . Man beachte: die Matrizen der Weyl-Basis werden mit dem
Doppelindex αβ nummeriert. Sei also X eine Matrix aus gl(n,C), dann kann X als
Linearkombination X = TαβX

αβ geschrieben werden. Jetzt suchen wir die Struktur-
konstanten von gl(n,C) und betrachten dazu den Kommutator

([Tαβ , Tα′β′ ])µν = (TαβTα′β′)µν − (Tα′β′Tαβ)µν

=
n∑
λ=1

{(Tαβ)µλ(Tα′β′)λν − (Tα′β′)µλ(Tαβ)λν}

=
n∑
λ=1

{δαµδβλδα′λδβ′ν − δα′µδβ′λδαλδβν}

= δαµδβα′δβ′ν − δα′µδβ′αδβν = δαµδβ′νδβα′ − δα′µδβνδβ′α

= (Tαβ′)µνδβα′ − (Tα′β)µνδβ′α ⇔

[Tαβ , Tα′β′ ] = Tαβ′δβα′ − Tα′βδβ′α .

Damit folgen die Strukturkonstanten von gl(n,C) in der Weyl-Basis (Doppelindizes)

f γε
αβ,α′β′ = δβα′δ

γ
αδ

ε
β′ − δβ′αδ

γ
α′δ

ε
β ,

und daraus der Cartansche Metriktensor in der Weyl-Basis (Doppelindizes)

gg,αβ,α′β′ = f κλ
αβ,γε f γε

α′β′,κλ

= (δβγδκαδλε − δεαδκγδλβ)(δβ′κδγα′δελ − δλα′δγκδεβ′)

= (δβγδκαδλε δβ′κδ
γ
α′δ

ε
λ + δεαδ

κ
γδ

λ
βδλα′δ

γ
κδ

ε
β′)
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− (δβγδκαδλε δλα′δγκδεβ′ + δεαδ
κ
γδ

λ
βδβ′κδ

γ
α′δ

ε
λ)

= (nδβγδκαδβ′κδ
γ
α′ + nδεαδ

λ
βδλα′δ

ε
β′)

− (δβγδγαδλβ′δλα′ + δεαδ
κ
α′δ

ε
βδβ′κ)

= n(δβα′δβ′α + δβ′αδβα′)− (δβαδβ′α′ + δβαδβ′α′)

= 2nδβα′δβ′α − 2δβαδβ′α′ .

Und damit folgt für die Killing-Form (berechnet in der Weyl-Basis mit Doppelindizes):

〈X | Y 〉 = gg,αβ,α′β′X
αβY α′β′

= (2nδβα′δβ′α − 2δβαδβ′α′)XαβY α′β′

= 2nXαβYβα − 2Xα
αY

α′

α′

= 2n tr(XY )− 2 tr(X) tr(Y ) . 2

Hieraus folgt sofort, daß die Killing-Form in gl(n,C) entartet ist, denn

X ..= λ1 mit λ ∈ C ⇒

〈X | Y 〉 = 2n tr(XY )− 2 tr(X) tr(Y ) = 2nλ tr(Y )− 2nλ tr(Y ) = 0 .

Achtung: In einer komplexen Lie-Algebra ist die Killing-Form immer indefinit!

Korollar 26.5.7 Aus der Killing-Form für die Lie-Algebra gl(n,C) folgt die Killing-
Form für die Lie-Unteralgebren sl(n,C) und u(n) und su(n), deren Matrizen alle spur-
frei sind, zu

〈X | Y 〉 = 2n tr(XY ) . (26.5.6)

Für die Lie-Unteralgebra su(n) ist die Killing-Form 〈X | Y 〉 negativ definit, also ein
echtes Skalarprodukt, denn die Matrizen X ∈ su(n) ⊂ u(n, ) sind schiefsymmetrisch-
hermitesch, also sind die Matrizen X ′ ..= iX hermitesch und lassen sich mittels einer
Matrix U in eine reelle Diagonalmatrix Λ überführen:

−〈X | X〉 = 〈iX | iX〉 = 〈X ′ | X ′〉 = 2n tr(X ′X ′)

= 2n tr(U−1UX ′U−1UX ′) = 2n tr(UX ′U−1UX ′U−1)

= 2n tr(ΛΛ) = 2n
n∑
i=1

Λ2
ii ≥ 0 .
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Wenn es in der Lie-Algebra ein definites Skalarprodukt gibt, wie soeben bei su(n)
gezeigt, dann kann man mit Hilfe des Cartanschen Metriktensors gg,αβ auch die voll-
ständig kovarianten Strukturkonstanten fαβγ betrachten und mit 26.3.13 und 26.3.14
zeigen, daß diese total antisymmetrisch sind:

fαβγ = f κ
αβ gg,κγ = f κ

αβ (f µ
κν f ν

γµ ) = (f κ
αβ f

µ
κν )f ν

γµ

= (f µ
νκ f κ

βα )f ν
γµ = (−f µ

ακ f
κ

νβ − f
µ

βκ f κ
αν )f ν

γµ

= f µ
ακ f

κ
βν f ν

γµ + f κ
να f µ

κβ f ν
µγ .

Jetzt ist fαβγ antisymmetrisch in α, β und invariant unter zyklischen Permutationen
von α, β, γ, also ist fαβγ total antisymmetrisch:

f[αβγ] = 1
3! fαβγ . (26.5.7)

Satz 26.5.8 Wenn g die Lie-Algebra einer kompakten Lie-Gruppe G ist, dann gibt es
in g eine positiv definite quadratische Form (·|·), welche die folgende Bedingung erfüllt

([X, Y ] | Z) + (Y | [X,Z]) = 0 .

Beweis: Sei X ∈ g und (X,X)0 irgendeine positiv definite quadratische Form auf g,
also z.B.

∑n
α=1(Xα)2. Sei A ∈ G, dann kann man, weil G kompakt ist, mittels des fol-

genden Hurwitz-Integrals mit dem Haar-Maß dA eine neue positiv definite quadratische
Form (· | ·) auf g bilden:

(X | X) ..=
∫
G

(AdA(X), AdA(X))0 dA .

Wegen der Invarianz des Haar-Maßes gegenüber einer Linkstranslation und wegen
AdAAdB = AdAB gilt

(AdBY | AdBZ) =
∫
G

(AdAAdB(Y ), AdAAdB(Z))0 dA =
∫
G

(AdAB(Y ), AdAB(Z))0 dA

=
∫
G

(AdA(Y ), AdA(Z))0 dA = (Y | Z) .

Sei B = etX , dann folgt

0 = d

dt
(Y | Z)|t=0 = d

dt
(AdBY | AdBZ)|t=0 = d

dt

∫
G

(AdAAdB(Y ), AdAAdB(Z))0 dA|t=0
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= d

dt

∫
G

(AdA(etXY e−tX), AdA(etXZe−tX))0 dA|t=0

=
∫
G

{(AdA(XetXY e−tX − etXY e−tXX), AdA(etXZe−tX))0

+ (AdA(etXY e−tX), AdA(XetXZe−tX − etXZe−tXX))0} dA|t=0

=
∫
G

{(AdA(XY − Y X), AdA(Z))0 + (AdA(Y ), AdA(XZ − ZX))0} dA

= ([X, Y ] | Z) + (Y | [X,Z]) . 2

Wir haben oben gesehen, daß die Killing-Form immer die folgende Bedingung
〈[X, Y ] | Z〉) + 〈Y | [X,Z]〉 = 0 erfüllt, aber eben nicht immer negativ definit ist.
Zum Beispiel ist die Lie-Gruppe SU(n) kompakt und in der Lie-Algebra su(n) ist die
negative Killing-Form (−〈X | X〉) eine positiv definite quadratische Form.
Dieses Ergebnis gibt Anlaß zu der Definition der ’Kompaktheit’ einer LieAlgebra:

Definition 26.5.10 Eine Lie-Algebra g heißt kompakt, wenn es in g eine positiv de-
finite quadratische Form (· | ·) gibt, welche für X, Y, Z ∈ g die folgende Bedingung
erfüllt

([X, Y ] | Z) + (Y | [X,Z]) = 0 . (26.5.8)

Weyl hat die folgende Erweiterung des obigen Satzes bewiesen:

Satz 26.5.11 (Weyl) Eine reelle Lie-Gruppe ist genau dann kompakt, wenn ihre Killing-
Form negativ definit ist.

Der Beweis dieses Satzes ist aufwendig und findet sich in einer Kurzform in Sattinger
u. Weaver (1986), S. 154 und ausführlich z.B. in Varadarajan (1984), S. 345.

26.6 Die Lie-Gruppen SO(3) und Spin(3) ' SU(2)

Die orthogonale Gruppe O(n) ist die Matrix-Lie-Gruppe aller n-dimensionalen reellen
orthogonalen Matrizen. Sei x ∈ Rn \ 0 und A ∈ O(n) dann gilt

〈Ax | Ax〉 = 〈x | ATAx〉 = 〈x | x〉 ⇒ ATA = 1 ⇒ detA = ±1 . (26.6.1)

Damit zerfällt O(n) in zwei disjunkte Zusammenhangskomponenten mit detA = ±1.
Die Teilmenge von O(n) mit detA = +1 heißt die spezielle orthogonale Gruppe SO(n).
Wir hatten in 26.1.10 gesehen, daß SO(n) pfadzusammenhängend ist. Allerdings ist
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SO(n) nicht einfach zusammenhängend, siehe 19.2.6, und deswegen geht man in der
Darstellungstheorie zur Universellen Überlagerungsgruppe von SO(n) über, welche als
Spin(n) bezeichnet wird. Dabei gilt SO(n) ' Spin(n)/Z2, was man häufig auch in
der folgenden kurzen exakten Sequenz von Lie-Gruppen ausdrückt (d.h. das Bild einer
Abbildung = der Kern der Folgeabbildung):

1→ Z2 → Spin(n)→ SO(n)→ 1 . (26.6.2)

Jetzt soll gezeigt werden, daß für den 3-dimensionalen Fall die Lie-Gruppe Spin(3), die
Universelle Überlagerungsgruppe von SO(3), gerade isomorph zu SU(2) ist.
Achtung: Für n ≥ 4 ist die Lie-Gruppe Spin(n), die Universelle Überlagerungsgruppe
von SO(n), nicht mehr isomorph zu SU(n− 1).

Satz 26.6.1 Die Universelle Überlagerungsgruppe von SO(3) ist SU(2).

Beweis: Wenn A ∈ SU(2) dann gilt AA† = 1 und detA = 1. Seien also z1, z2, z3, z4 ∈
C, dann folgt

AA† =
(
z1 z2

z3 z4

)(
z∗1 z∗3
z∗2 z∗4

)
=
(

(|z1|2 + |z2|2) (z1z
∗
3 + z2z

∗
4)

(z1z
∗
3 + z2z

∗
4)∗ (|z3|2 + |z4|2)

)
!= 1 ⇒

|z1|2 + |z2|2 = |z3|2 + |z4|2 = 1
z1z
∗
3 + z2z

∗
4 = 0

}
⇒ z2 = − 1

z∗4
z1z
∗
3 .

detA = z1z4 − z2z3
!= 1 ⇒ z2 = 1

z3
(z1z4 − 1) .

− 1
z∗4
z1z
∗
3 = 1

z3
(z1z4 − 1) ⇒ −z1|z3|2 − z1|z4|2 = −z∗4 ⇒ z1 = z∗4 .

detA = z1z4 − z2z3 = |z1|2 − z2z3 = 1 ⇒

1− |z2|2 − z2z3 = 1 ⇒ z2z
∗
2 = −z2z3 ⇒ z3 = −z∗2 .

Damit kann also jede Matrix A ∈ SU(2) geschrieben werden als

A =
(

z1 z2

−z∗2 z∗1

)
=
(

x1 + ix4 x2 + ix3

−(x2 − ix3) x1 − ix4

)
mit z1, z2 ∈ C, bzw. mit x1, x2, x3, x4 ∈ R.
Die Bedingung detA = 1 bedeutet dann (x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4) = 1 und das ist gerade

die Sphäre S3 ⊂ R4. Also ist SU(2) ' S3 und von der einfach zusammenhängenden
Mannigfaltigkeit S3 hatten wir bereits in 19.2.6 gesehen, daß SO(3) = S3/{+1,−1} =
S3/Z2 ist. Also ist SU(2) die Universelle Überlagerungsgruppe von SO(3). 2
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Als nächstes soll die Projektion von SU(2) auf SO(3) = SU(2)/Z2 konstruiert werden.
Wir hatten oben für die Lie-Algebra von SU(2) gefunden: su(2) = u(2) ∩ sl(2,C), d.h.
su(2) besteht aus schiefsymmetrisch-hermiteschen, spurfreien, 2-dimensionalen Matri-
zen. Physiker gehen traditionell zum Raum i · su(2), dem Raum der hermiteschen,
spurfreien, 2-dimensionalen Matrizen, über. Eine Basis von i · su(2) stellen die Pauli-
Matrizen dar:

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (26.6.3)

Mit den Pauli-Matrizen kann man einen linearen Isomorphismus X : R3 → i · su(2)
definieren:

x = (x1, x2, x3) ∈ R3, X(x) ..= X ..= xiσi =
(

x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
. (26.6.4)

Die Umkehrabbildung X−1 : i · su(2)→ R3 ist dann gerade

xi ..= X−1(X) = 1
2 tr(Xσi) . (26.6.5)

Dies ist (bis auf den Normierungsfaktor) gerade eine positiv definite Killing-Form, denn
oben (26.5.6) hatten wir gesehen, daß für X, Y ∈ su(2) die Killing-Form 〈X | Y 〉 =
4 tr(XY ) ein negativ definites Skalarprodukt ist, und damit ist für X, Y ∈ i · su(2) die
Killing-Form ein positiv definites Skalarprodukt.
Nun kann man für jedes U ∈ SU(2) und jedes X ∈ i · su(2) die adjungierte Abbildung
AdU : i · su(2)→ i · su(2) betrachten:

AdU(X) ..= UXU−1 . (26.6.6)

Das Skalarprodukt ergibt nun für X, Y ∈ i · su(2):

〈AdU(X) | AdU(Y )〉 = 4 tr(UXU−1UY U−1) = 4 tr(XY ) = 〈X | Y 〉 . (26.6.7)

Also ist AdU eine orthogonale Transformation auf dem Raum i · su(2).
Mit dem Isomorphismus X−1 : su(2) → R3 kann man jetzt von i · su(2) nach R3

übergehen:

ÃdU : R3 → R3 mit ÃdU ..= X−1AdUX . (26.6.8)

ÃdU ist ebenso wie AdU stetig und auch ein Gruppen-Homomorphismus, also ein Lie-
Gruppen-Homomorphismus, denn

ÃdUU ′(x) = X−1AdUU ′X(x) = X−1AdUU ′(X)

= X−1UU ′XU ′−1U−1 = X−1U(U ′XU ′−1)U−1
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= X−1AdU(U ′XU ′−1) = X−1AdU ◦ AdU ′(X)

= X−1AdU ◦ AdU ′X(x) = X−1AdUX ◦ X−1AdU ′X(x)

= ÃdU ◦ ÃdU ′(x) .

Mithilfe der Killingform auf su(2) kann man nun das folgende Skalarprodukt auf R3

definieren:

〈x | y〉R3 ..= 〈X(x) | X(y)〉 (26.6.9)

und damit gilt für ÃdU(x)

〈ÃdU(x) | ÃdU(x)〉R3 = 〈AdU(X) | AdU(X)〉 = 〈X | X〉 = 〈x | x〉R3 . (26.6.10)

Also ist ÃdU eine orthogonale Transformation auf dem Raum R3. Damit ist die Abbil-
dung P : SU(2) → O(3) mit P (U) = ÃdU ein Lie-Gruppen-Homomorphismus in den
Raum O(3). Nun hat O(3) aber zwei verschiedene von einander getrennte Definitions-
bereiche, nämlich mit det = ±1. Da nun Ãd1 = 1 ist, bildet P das Einselement von
SU(2) auf das Einselement von O(3) ab, also ist P : SU(2) → SO(3). Es bleibt noch
die Frage zu klären, ob die Projektion P auch surjektiv ist, ob also jedes Element von
SO(3) durch die Projektion eines Elements von SU(2) erreicht werden kann. Dies wird
im folgenden Beispiel gezeigt. Wegen ÃdU = Ãd−U sieht man auch sofort, daß P eine
zwei-zu-eins Abbildung ist, daß also SU(2) die Universelle Überlagerungsgruppe von
SO(3) mit SO(3) = SU(2)/Z2 ist.

Beispiel: Rotationen in R3 um die x3-Achse.

Rotationen in R3 um die x3-Achse stellen eine 1-Parameter-Untergruppe von SO(3)
dar:

R3(θ) ..=

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 . (26.6.11)

Zum Vorzeichen: wir folgen hier der mathematischen Konvention, bei welcher man eine
Drehung als Drehung des Koordinatensystems im mathematisch positiven Sinn, d.h.
im Gegenuhrzeigersinn, darstellt. Im Gegensatz dazu verstehen Physiker unter einer
Drehung zumeist die Drehung eines Vektors, ebenfalls im mathematisch positiven Sinn,
bei festgehaltenem Koordinatensystem.

Das entsprechende Basiselement der Lie-Algebra so(3) ist

J3 ..= d

dθ

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣
θ=0

=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 . (26.6.12)
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Tatsächlich ist R3(θ) = exp(θJ3), denn

J3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ⇒ J2
3 = −

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , J3
3 = −J3 , J

4
3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

exp(θJ3) = 1 + θJ3 + 1
2!θ

2J2
3 + 1

3!θ
3J3

3 + 1
4!θ

4J4
3 + . . .

=

 1− 1
2!θ

2 + 1
4!θ

4 − . . . −θ + 1
3!θ

3 − . . . 0
+θ − 1

3!θ
3 + . . . 1− 1

2!θ
2 + 1

4!θ
4 − . . . 0

0 0 1



=

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 . (26.6.13)

Jetzt geht man mittels X von der Drehachse x3 in den Raum i · su(2) über und erhält
für y3 = (0, 0, 1)T gerade X(y3) = σ3. Die entsprechende 1-Parameter-Untergruppe von
SU(2,C) ist dann

U(θ) = exp(θ1
i
σ3) = exp

(
−iθ 0

0 iθ

)
=
(
e−iθ 0

0 eiθ

)
. (26.6.14)

Die entsprechende SU(2)-Drehung in i · su(2) ist dann

AdU(θ)(X) =
(
e−iθ 0

0 eiθ

)(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)(
eiθ 0
0 e−iθ

)

=
(

e−iθx3 e−iθ(x1 − ix2)
eiθ(x1 + ix2) −eiθx3

)(
eiθ 0
0 e−iθ

)

=
(

x3 e−i2θ(x1 − ix2)
ei2θ(x1 + ix2) −x3

)

=
(

x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 −x′3

)
mit (26.6.15)

x′1 = x1 cos 2θ − x2 sin 2θ ,

x′2 = x1 sin 2θ + x2 cos 2θ ,
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x′3 = x3 .

Wenn man wissen möchte welcher Drehung dies in R3 entspricht, dann geht man von
AdU(θ)(X) zu ÃdU(θ)(x) über:

x′ = ÃdU(θ)(x) = X−1AdU(θ)X(x)

= X−1

(
x3 e−i2θ(x1 − ix2)

ei2θ(x1 + ix2) −x3

)

= X−1

(
x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 −x′3

)
=

 x′1

x′2

x′3



=

 cos 2θ − sin 2θ 0
sin 2θ cos 2θ 0

0 0 1


 x1

x2

x3

 . (26.6.16)

Das heißt, einer SU(2)-Drehung um die X(x) mit dem Winkel θ in i · su(2) entspricht
eine SO(3)-Drehung um die x3-Achse mit dem Winkel 2θ in R3. Umgekehrt ausgedrückt
gibt es also zu jeder SO(3)-Drehung eine entsprechende SU(2)-Drehung - und damit
ist die Projektion P : SU(2)→ SO(3) surjektiv. 2

Die beiden in SU(2) verschiedenen Drehungen um die Winkel π und 2π führen in R3

zum gleichen Punkt 2π ∼= 4π, was ja gerade die zwei-zu-eins Überdeckung von SO(3)
durch ihre Universelle Überlagerungsgruppe SU(2) ausdrückt.

Seien R1(θ), R2(θ), R3(θ) ∈ SO(3) Drehungen mit dem Winkel θ um die x1, x2, x3-
Achse in R3. Dann sind die entsprechenden Generatoren der Lie-Algebra so(3) gerade
die Matrizen

J1 = d

dθ
R1(θ)|θ=0 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , J2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , J3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

(26.6.17)

Daraus folgen die Vertauschungsrelationen der so(3) Lie-Algebra:

[J1, J2] = J3 , [J2, J3] = J1 , [J3, J1] = J2 ,

also

[Ji, Jj] = f k
ij Jk mit f k

ij = εijk . (26.6.18)
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Für die Pauli-Matrizen, die Basis von i · su(2), folgen die Vertauschungsrealtionen:

[σ1, σ2] = 2iσ3 , [σ2, σ3] = 2iσ1 , [σ3, σ1] = 2iσ2 ,

also

[σi, σj] = 2iεijkσk . (26.6.19)

Mit

Sk ..=
1
2iσk ⇒ [Si, Sj] = f k

ij Sk mit f k
ij = εijk (26.6.20)

haben wir eine Basis von su(2) gefunden. Diese stimmt in ihren Vertauschungsrelatio-
nen mit der Basis von so(3) überein, was nicht überrascht, da SU(2) als Universelle
Überlagerungsgruppe von SO(3) in einer Umgebung des 1-Elements mit SO(3) über-
einstimmt.

26.7 Die Lie-Gruppen O(3, 1)↑+ und Spin(3, 1) = SL(2,C)

Zunächst noch eine kurze Bemerkung zur Bezeichnungsweise, die in der Literatur leider
nicht eindeutig ist. Wir verwenden so wie Misner u. a. (1973) und die meisten Relativi-
sten und Geometer bzgl. der Koordinaten (x0, x1, x2, x3)T ∈ R4 die ’Plus’-Minkowski-
Metrik ηµν ..= diag(−1,+1, . . . ,+1), was zwei Vorteile hat:

1. für raumartig gelegenen Punkte (also Punkte außerhalb einer Kausalitätsbezie-
hung) ist die Metrik positiv definit, d.h. es gilt ηµνxµxν > 0, was von Vorteil bei
der Lösung von Anfangswert-Problemen in der Allgemeinen Relativitätstheorie
ist,

2. der Übergang zur euklidischen 3-Geometrie mit der Metrik diag(+1,+1,+1) ist
völlig natürlich.

Auch Weinberg (1995a) verwendet in seinem 3-bändigen Standardwerk Quantum Theo-
ry of Fields im Gegensatz zu zahlreichen anderen Quantenphysikern und Algebraikern
diese Metrik.
Isomorph zu unserem Minkowski-Raum ist ein Minkowski-Raum, bei dem wir die Zeit-
koordinate x0 zu x4 umbenennen, und bzgl. dieser Koordinaten-Umbenennung können
wir dann von der Lorentzgruppe als SO(3, 1) sprechen. Diese Vorgehensweise haben
etwa auch Freedman u. Van Proeyen (2012) gewählt, deren Bezeichnungsweise wir uns
weitgehend anschließen.
Mit der Minkowski-Metrik

〈x | y〉 ..= ηµνx
µxν mit µ, ν ∈ {0, . . . , 3}

gilt für die Lie-Gruppe der Lorentz-Transformationen O(3, 1):

O(3, 1) ..= {Λµ
ν |〈Λx | Λy〉

!= 〈x | y〉, x, y ∈ R4} .
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Daraus folgt sofort für die Matrizen Λµ
ν der Lorentz-Transformationen

Λκ
λx

ληκµΛµ
νx

ν = xλΛκ
ληκµΛµ

νx
ν = xληλνx

ν ⇒

Λκ
ληκµΛµ

ν = ηλν ⇔ ΛTηΛ = η . (26.7.1)

Aus det(ΛTηΛ) = det(η) folgt det(Λ) = ±1. Und mit eT ..= (1, 0, 0, 0)T folgt

〈Λe | Λe〉 =
{
〈e | e〉 = −1 ,
−(Λ0

0)2 + (Λ1
0)2 + (Λ2

0)2 + (Λ3
0)2 ⇒ (Λ0

0)2 ≥ 1 .

Also setzt sich O(3, 1) aus vier disjunkten Untergruppen zusammen:

O(3, 1)↑+ ..= {Λ ∈ O(3, 1) | det(Λ) = +1, Λ0
0 ≥ 1} ,

O(3, 1)↑− ..= {Λ ∈ O(3, 1) | det(Λ) = −1, Λ0
0 ≥ 1} ,

O(3, 1)↓+ ..= {Λ ∈ O(3, 1) | det(Λ) = +1, Λ0
0 ≤ −1} ,

O(3, 1)↑− ..= {Λ ∈ O(3, 1) | det(Λ) = −1, Λ0
0 ≤ −1} .

Die Untergruppe O(3, 1)↑+ wird als die eigentliche (+), orthochrone (↑) Lorentzgruppe
bezeichnet. Da sie das 1-Element der Gruppe enthält stimmt sie mit SO(3, 1) über-
ein. Von O(3, 1)↑+ kann man mittels einer Raumspiegelung P , einer Zeitspiegelung T ,
oder einer kombinierten Raumzeit-Spiegelung PT zu den anderen obigen Untergruppen
übergehen.
Eine Lorentz-Transformation aus SO(3, 1), welche nur die Raumkoordinaten
(x1, x2, x3) ∈ R3 transformiert, stellt einfach eine Drehung aus SO(3) dar. Eine spezi-
elle Lorentz-Transformationen aus SO(3, 1), die nur (x0, x1) ∈ R2 transformiert, heißt
Lorentz-Boost. Während wir sonst fast immer die Lichtgeschwindigkeit c = 1 gesetzt
haben, führen wir hier c in den folgenden Zeilen der Klarheit halber explizit auf. Damit
schreibt man für einen Lorentz-Boost in x3-Richtung:

β ..= v

c
= .. tanh(α) , γ ..= 1√

1− β2
, cosh(α) ..= γ , sinh(α) ..= βγ , (26.7.2)

Λ ..=


γ 0 0 βγ

1 0 0
0 0 1 0
βγ 0 0 γ

 =


cosh(α) 0 0 sinh(α)

0 1 0 0
0 0 1 0

sinh(α) 0 0 cosh(α)

 , (26.7.3)

denn

γ2 − (βγ)2 = γ2(1− β2) = 1 , bzw.
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cosh2(α)− sinh2(α) = (1
2(eα + e−α))2 − (1

2(eα − e−α))2

= 1
4(e2α + 2 + e−2α − e2α + 2− e−2α) = 1 .

Der Wertebereich von β ist (−1,+1) und damit ist der Wertebereich von α = tanh−1(v
c
),

der sog. Rapidität, der Bereich (−∞,+∞) = R und damit ist SO(3, 1) wegen der
Lorentz-Boosts eine nichtkompakte Lie-Gruppe.

Lemma 26.7.1 Für die Matrizen der Liegruppe SL(n,C) gibt eine eindeutige Polar-
zerlegung, d.h. für A ∈ SL(n,C) gibt es eine eindeutige Darstellung als A = UH mit
U ∈ SU(n) und einer selbstadjungierten, positiven Matrix H mit detH = 1.

Beweis: 1. Sei H selbstadjungiert und positiv, d.h. H = H† und 〈x | Hx〉 > 0 für alle
x ∈ Rn \ 0. Dann gibt es eine eindeutige unitäre Matrix U , welche die Matrix H zur
Diagonalmatrix Hλ diagonalisiert:

H = UHλU
−1 = U


λ1 0 . . . 0
0 . . . 0 ...
... 0 . . . 0
0 . . . 0 λn

U−1 mit λ1, . . . , λn > 0 .

Damit gibt es eine eindeutige Matrix H1/2, die ebenfalls selbstadjungiert und positiv
ist:

H1/2 ..= UH
1/2
λ U−1 ..= U


λ

1/2
1 0 . . . 0
0 . . . 0 ...
... 0 . . . 0
0 . . . 0 λ

1/2
n

U−1 .

2. Wenn A ∈ SL(n,C), dann ist A†A eine selbstadjungierte und positive Matrix, denn

〈x | A†Ax〉 = 〈Ax | Ax〉 > 0 für alle x ∈ Rn \ 0 ,

denn A ∈ SL(n,C) ⊂ GL(n,C) und alle Matrizen aus GL(n,C) sind invertierbar,
haben also keinen Eigenwert 0. Jetzt definieren wir H ..= (A†A)1/2 und dies ist also
eine selbstadjungierte und positive Matrix.
3. Wir suchen zu diesem H eine unitäre Matrix U mit A = UH, also U = AH−1 und
zeigen, daß dieses U tatsächlich unitär ist:

UU † = AH−1(AH−1)† = AH−1(H−1)†A†
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= A(A†A)−1/2((A†A)−1/2)†A†

= A(A†A)−1/2(A†A)−1/2A† = A(A†A)−1A†

= A(A)−1(A†)−1A† = 1 .

Damit ist U ∈ U(n) und detU = ±1. Weiter gilt

1 = detA = det(UH) = (detU)(detH) .

Da H positiv ist gilt detH > 0 und damit folgt detU = +1, also U ∈ SU(n). 2

Lemma 26.7.3 Die Lie-Gruppe SL(n,C) ist einfach zusammenhängend.

Beweis: Sei A ∈ SL(n,C), dann gibt es nach dem obigen Lemma eine eindeutige
Darstellung A = UH mit U ∈ SU(n) und einer positiven selbstadjungierten Matrix
H = H† mit detH = 1.

H =



h11 h12 + ih′12 . . . . . . h1n + ih′1n

h12 − ih′12 h22
...

... . . . ...

... hn−1,n−1 hn−1n + ih′n−1n

h1n − ih′1n . . . . . . hn−1n + ih′n−1n hnn


mit h11, . . . , hnn ∈ R+ , hij, h

′
ij ∈ R für 1 ≤ i, j ≤ n , i 6= j . Unter Berücksichtigug von

detH = 1 ist also die Menge der Matrizen H homöomorph zu Rn−1
+ ×R(n−1)n und dieses

ist homotop zu R(n−1)(n+1) und damit also einfach zusammenhängend. Da auch SU(n)
einfach zusammenhängend ist folgt, daß SL(n,C) einfach zusammenhängend ist. 2

Satz 26.7.5 Die Universelle Überlagerungsgruppe von SO(3, 1) ist SL(2,C).

Beweis: Der Beweis verläuft ähnlich wie im Fall SO(3) ∼= SU(2,C)/Z2.
Wir betrachten den Raum i · u(2) der komplexen, hermiteschen, 2-dimensionalen Ma-
trizen und wir wählen als Basis:

σ0 =
(

1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

(26.7.4)

Mit dieser Basis kann man einen linearen Isomorphismus X : R4 → i · u(2) definieren:

x = (x0, x1, x2, x3) ∈ R4, X(x) ..= X ..= xiσi =
(

x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
. (26.7.5)
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Die Umkehrabbildung X−1 : i · u(2)→ R4 ist dann gerade

xi ..= X−1(X) = 1
2 tr(Xσi) . (26.7.6)

Dies ist (bis auf den Normierungsfaktor) gerade eine positiv definite Killing-Form, denn
oben (26.5.6) hatten wir gesehen, daß für X, Y ∈ u(2) die Killing-Form 〈X | Y 〉 =
4 tr(XY ) ein negativ definites Skalarprodukt ist, und damit ist für X, Y ∈ i · u(2) die
Killing-Form ein positiv definites Skalarprodukt.
Für die Minkowski-Norm gilt:

det(X) = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = −〈x | x〉 .

Nun kann man für jedes U ∈ SL(2,C) und jedes X ∈ i ·u(2) die adjungierte Abbildung
AdU : i · u(2)→ i · u(2) betrachten:

AdU(X) ..= UXU † .

Mit det(U) = 1 für U ∈ SL(2,C) folgt

det(AdU(X)) = det(UXU †) = det(X) = −〈x | x〉 .

Also ist AdU eine Lorentz-Transformation auf dem Raum i · u(2).
Mit dem Isomorphismus X−1 : i · u(2) → R4 kann man jetzt von i · u(2) nach R4

übergehen:

ÃdU : R4 → R4 mit ÃdU ..= X−1AdUX .

ÃdU ist ebenso wie AdU stetig und auch ein Gruppen-Homomorphismus, also ein Lie-
Gruppen-Homomorphismus, denn

ÃdUU ′(x) = X−1AdUU ′X(x) = X−1AdUU ′(X)

= X−1UU ′XU ′†U † = X−1U(U ′XU ′†)U †

= X−1AdU(U ′XU ′†) = X−1AdU ◦ AdU ′(X)

= X−1AdU ◦ AdU ′X(x) = X−1AdUX ◦ X−1AdU ′X(x)

= ÃdU ◦ ÃdU ′(x) .

Weiter gilt für ÃdU(x)

−〈ÃdU(x) | ÃdU(x)〉R4 = det(X(ÃdU(x))) = det(XX−1AdUX(x))

= det(AdU(X)) = det(X) = −〈x | x〉R4 .
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Also ist ÃdU eine Lorentz-Transformation auf dem Minkowski-Raum R4. Damit ist die
Abbildung P : SL(2,C)→ O(3, 1) mit P (U) = ÃdU ein Lie-Gruppen-Homomorphismus
in den Raum O(3, 1). Nun hat O(3, 1) aber vier verschiedene von einander getrenn-
te Definitionsbereiche, nämlich O(3, 1)↑+, O(3, 1)↑−, O(3, 1)↓+, O(3, 1)↓−. Da Ãd1 = 1 ist,
bildet P das Einselement von SL(2,C) auf das Einselement von O(3, 1) ab, also ist
P : SL(2,C)→ O(3, 1)+. Weiter wird der Vektor x = (1, 0, 0, 0)T durch ÃdU abgebildet
auf ÃdU(x) und damit folgt

(ÃdU(x))0 = (X−1AdUX(x))0 = (X−1AdU

(
1 0
0 1

)
)0

= (X−1U

(
1 0
0 1

)
U †)0 = 1

2 tr(UU †σ0) = 1
2 tr(UU †)

= 1
2 tr(

(
u11 u12

u21 u22

)(
u∗11 u∗21

u∗12 u∗22

)
)

= 1
2(|u11|2 + |u12|2 + |u21|2 + |u22|2) > 0 ,

und damit ist das zu P = ÃdU gehörigeΛ0
0 > 0, also ist P : SL(2,C) → O(3, 1)↑+ =

SO(3, 1). Es bleibt noch die Frage zu klären, ob die Projektion P auch surjektiv ist,
ob also jedes Element von O(3, 1)↑+ durch die Projektion eines Elements von SL(2,C)
erreicht werden kann. Dies wird im folgenden Beispiel gezeigt.

Wegen ÃdU = Ãd−U sieht man auch sofort, daß P eine zwei-zu-eins Abbildung ist,
daß also SL(2,C) die Universelle Überlagerungsgruppe von SO(3, 1) mit SO(3, 1) =
SL(2,C)/Z2 ist. 2

Beispiel: Boosts in R4 in x3-Richtung.

Den Fall der Rotationen in R3 um die x3-Achse hatte wir ja schon bei der Besprechung
der SU(2)-Gruppe besprochen. Daher beschränken wir uns hier auf die Diskussion der
Boosts in x3-Richtung.

Boosts in R4 in x3-Richtung mit β = v
c

= tanh(α) stellen eine 1-Parameter-Untergruppe
von O(3, 1) dar:

R3(α) ..=


coshα 0 0 sinhα

0 1 0 0
0 0 1 0

sinhα 0 0 coshα

 .
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Das entsprechende Basiselement der Lie-Algebra so(3, 1) ist

K3 ..= d

dα


coshα 0 0 sinhα

0 1 0 0
0 0 1 0

sinhα 0 0 coshα


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α=0

=


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 .

Tatsächlich ist R3(α) = exp(αK3), den

K3 ..=


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ⇒ K2
3 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 , K3
3 = K3 , K

4
3 = K2

3 ⇒

exp(αK3) = 1 + αK3 + 1
2!α

2K2
3 + 1

3!α
3K3

3 + 1
4!α

4K4
3 + . . .

=


1 + 1

2!α
2 + 1

4!α
4 + . . . 0 0 α + 1

3!α
3 + . . .

0 1 0 0
0 0 1 0

+α + 1
3!α

3 + . . . 0 0 1 + 1
2!α

2 + 1
4!α

4 + . . .



=


coshα 0 0 sinhα

0 1 0 0
0 0 1 0

sinhα 0 0 coshα

 .

Jetzt geht man mittels X von der Boost-Richtung x3 in den Raum i · u(2,C) über
und erhält für y3 = (0, 0, 0, 1)T gerade X(y3) = σ3. Die entsprechende 1-Parameter-
Untergruppe von SL(2,C) ist

U(α) = exp(ασ3) = exp
(
α 0
0 −α

)
=
(
eα 0
0 e−α

)
.

Der entsprechende SL(2,C)-Boost in i · u(2) ist dann

AdU(α)(X) =
(
eα 0
0 e−α

)(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)(
eα 0
0 e−α

)

=
(

eα(x0 + x3) eα(x1 − ix2)
e−α(x1 + ix2) e−α(x0 − x3

)(
eα 0
0 e−α

)
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=
(
e2α(x0 + x3) (x1 − ix2)
(x1 + ix2) e−2α(x0 − x3)

)

=
(

(x′0 + x′3) (x′1 − ix′2)
(x′1 + ix′2) (x′0 − x′3)

)
mit

x′0 = x0 cosh 2α + x3 sinh 2α ,

x′1 = x1 , x′2 = x2 ,

x′3 = x0 sinh 2α + x3 cosh 2α .

Wenn man wissen möchte welcher Drehung dies in R4 entspricht, dann geht man von
AdU(α)(X) zu ÃdU(α)(x) über:

x′ = ÃdU(α)(x) = X−1AdU(α)X(x)

= X−1

(
e2α(x0 + x3) (x1 − ix2)
(x1 + ix2) e−2α(x0 − x3)

)

= X−1

(
(x′0 + x′3) (x′1 − ix′2)
(x′1 + ix′2) (x′0 − x′3)

)
=


x′0

x′1

x′2

x′3



=


cosh 2α 0 0 sinh 2α

0 1 0 0
0 0 1 0

sinh 2α cosh 2α




x0

x1

x2

x3

 .

Das heißt, einem SL(2,C)-Boost in Richtung der x3-Achse mit α = tanh−1(v
c
) in i ·

u(2) entspricht ein SO(3, 1)-Boost in Richtung der x3-Achse mit 2α in R3. Umgekehrt
ausgedrückt gibt es also zu jedem SO(3, 1)-Boost einen entsprechende SL(2,C)-Boost
- und damit ist die Projektion P : SL(2,C)→ SO(3, 1) surjektiv. 2

Für die Vertauschungsrelationen der so(3) Lie-Algebra hatten wir in 26.6.18 gefunden

[Ji, Jj] = f k
ij Jk mit f k

ij = εijk ,

und für die Vertauschungsrelationen der su(2) Lie-Algebra in 26.6.20

Sk ..=
1
2iσk ⇒ [Si, Sj] = f k

ij Sk mit f k
ij = εijk



26.7 Die Lie-Gruppen O(3, 1)↑+ und Spin(3, 1) = SL(2,C) 577

Dies trifft natürlich auch für die reinen Drehungen der Lorentz-Gruppe zu, da
so(3) ⊂ so(3, 1), bzw. su(2) ⊂ sl(2,C).
Jetzt betrachten wir die Boosts der Lorentz-Gruppe:
Seien R1(α), R2(α), R3(α) ∈ SO(3, 1) Boosts mit α = tanh−1(v

c
) in Richtung der

x1, x2, x3-Achse in R4. Dann sind die entsprechenden Generatoren der Lie-Algebra
so(3, 1) gerade die Matrizen

K1 = d

dα
R1(α)|α=0 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

K2 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , K3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 . (26.7.7)

Daraus folgen die Vertauschungsrelationen:

[K1, K2] = −J3 , [K2, K3] = −J1 , [K3, K1] = −J2 ,

[J1, K2] = K3 , [J2, K3] = K1 , [J3, K1] = K2 ,

also

[Ki, Kj] = f̄ k
ij Jk mit f̄ k

ij = −εijk ,

[Ji, Kj] = f k
ij Kk mit f k

ij = εijk ,

[Ji, Jj] = f k
ij Jk mit f k

ij = εijk . (26.7.8)

Häufig faßt man die Generatoren der Drehungen und Boosts der Lie-Algebra so(3, 1) in
einer einheitlichen Schreibweise zusammen. Sei E1 eine Drehung um x1 in der (x2, x3)-
Ebene, P1 ein Boost in x1-Richtung in der (x0, x1)-Ebene, dann kann man die folgenden
Generatoren definieren:

m[23] ..= −J1 ⇒ m[23]
µ
ν

= δµ2 ην3 − δµ3 η2ν ,

m[01] ..= K1 ⇒ m[01]
µ
ν

= δµ0 ην1 − δµ1 η0ν ,

oder allgemein

m[ρσ]
µ
ν

= δµρηνσ − δµσηρν = −m[σρ]
µ
ν
. (26.7.9)

Damit folgen die Vertauschungsrelationen

[m[µν],m[ρσ]] = ηνρm[µσ] − ηµρm[νσ] − ηνσm[µρ] + ηµσm[νρ] (26.7.10)
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= f
[κτ ]

[µν][ρσ] m[κτ ] ,

mit den Strukturkonstanten

f
[κτ ]

[µν][ρσ] = ηνρδ
κ
µδ

τ
σ − ηµρδκν δτσ − ηνσδκµδτρ + ηµσδ

κ
ν δ

τ
ρ . (26.7.11)

Beweis: Sei zunächst µ = ρ und ν = σ, dann ist

[m[ρσ],m[ρσ]] = 0 ⇔ ησρm[ρσ] − ηρρm[σσ] − ησσm[ρρ] + ηρσm[σρ] = 0 .

Sei µ = 2, ν = 3, ρ = 3, σ = 1, dann ist

[m[23],m[31]] = [−J1,−J2] = [J1, J2] = J3 = −m[12] und

η33m[21] − η23m[31] − η31m[23] + η21m[33] = η33m[21] = m[21] = −m[12] .

Sei µ = 0, ν = 1, ρ = 0, σ = 2, dann ist

[m[01],m[02]] = [K1, K2] = −J3 = m[12] und

η10m[02] − η00m[12] − η12m[00] + η02m[10] = −η00m[12] = m[12] .

Sei µ = 2, ν = 3, ρ = 0, σ = 2, dann ist

[m[23],m[02]] = [−J1, K2] = −[J1, K2] = −K3 = −m[03] und

η30m[22] − η20m[32] − η32m[20] + η22m[30] = η22m[30] = m[30] = −m[03] . 2

Mit diesen Generatoren können wir dann eine Lorentz-Transformation aus SO(3, 1)
schreiben als:

Λ = exp(θiJi + αiKi) (26.7.12)

Λ = exp(1
2λ

ρσm[ρσ]) , mit λρσ = −λσρ. (26.7.13)

Da sl(2,C) ' so(3, 1) können wir eine entsprechende Darstellung der Algebra m[ρσ]
auch als Basis in sl(2,C) verwenden.
Häufig verwendet man auch die infinitesimale Version von 26.7.13. Seien also die λρσ
sehr klein, dann folgt:

Λµ
ν ' δµν + 1

2λ
ρσ(m[ρσ])µν = δµν + 1

2λ
ρσ(δµρηνσ − δµσηρν)

= δµν + 1
2(λµσηνσ − λρµηρν) = δµν + 1

2(λµσηνσ + λµρηρν)

= δµν + λµν . (26.7.14)
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26.8 Darstellungen von Lie-Gruppen und Lie-Algebren

In der Physik spielen nun aber nicht die Lie-Gruppen als solche eine fundamentale
Rolle, sondern ihre Darstellungen als lineare Operatoren auf Vektorräumen. Wir folgen
in diesem Abschnitt vorwiegend Hall (2003).

Definition 26.8.1 Sei G eine Lie-Gruppe, V ein komplexer Vektorraum, GL(V ) die
Menge aller bijektiven, beschränkten (und damit auch stetigen), linearen Operatoren
B : V → V , also die Automorphismengruppe von V , dann heißt ein stetiger Homomor-
phismus Π

Π : G→ GL(V )

eine Darstellung von G in V . Unter der Stetigkeit von Π ist hier die sog. starke Stetigkeit
gemeint, d.h.

Ai, A ∈ G, v ∈ V, lim
i→∞
||A− Ai|| → 0 ⇒ lim

i→∞
||Π(A)v − Π(Ai)v|| → 0 .

Die Darstellung einer Lie-Gruppe heißt irreduzibel, wenn kein von {0} verschiedener
Unterraum W in V existiert, der bzgl. aller Π(g) für g ∈ G invariant ist, d.h. für den
gilt Π(g) ⊆ W .
Sei g eine Lie-Algebra, V ein komplexer Vektorraum, gl(V ) die Menge aller bijektiven,
linearen Operatoren B : V → V , also die Automorphismengruppe von V , dann heißt
der Homomorphismus

π : g→ gl(V )

eine Darstellung von g in V .
Die Darstellung einer Lie-Algebra heißt irreduzibel, wenn kein von {0} verschiedener
Unterraum W in V existiert, der bzgl. aller π(g) für g ∈ g invariant ist, d.h. für den
gilt π(g) ⊆ W .
Die Darstellung einer Lie-Gruppe, bzw. einer Lie-Algebra, heißt treu, wenn Π, bzw. π,
injektiv ist.

Wenn dim V = n <∞, dann ist natürlich GL(V ) ∼= GL(n,C), bzw. gl(V ) ∼= gl(n,C).

Satz 26.8.2 Seien G und H zwei Lie-Gruppen mit den zugehörigen Lie-Algebren g
und h, sei weiter Π : G → H ein Lie-Gruppen Homomorphismus, dann gibt es einen
eindeutigen, reellen, linearen Lie-Algebra Homomorphismus π : g→ h mit

Π(eX) = eπ(X) für X ∈ g . (26.8.1)

Beweis: Die Lie-Gruppen G und H sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten und ihre
Lie-Algebren g und h sind per Definition die Tangentialräume an der Stelle der Identität
e ∈ G und e′ ∈ H, also g = TeG und h = Te′H. Sei nun Π : G→ H, dann existiert mit
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der Tangentialabbildung Π∗ (d.h. dem Differential dΠ) an der Stelle e eine Abbildung
von g nach h. Für kleine t ∈ R gilt, daß A(t) = etX mit X ∈ g in einer Umgebung
von e ∈ G liegt und Π(etX) = B(t) ∈ H in einer Umgebung von e′ ∈ H liegt und
sich deshalb als B(t) = etY mit Y ∈ h schreiben läßt. Damit können wir die Abbildung
π : g→ h definieren als:

π ..= Π∗ : g→ h mit π(X) ..= Π∗(etX)|t=0 = Y .

Diese Abbildung π ist tatsächlich linear, denn mithilfe der Lie-Produktformel 26.3.11
und der Stetigkeit des Homomorphismus Π ergibt sich

Π(etsX) = etsY =
{
etπ(sX)

etsπ(X) ⇒ π(sX) = sπ(X) für s ∈ R ,

etπ(X+Y ) = eπ(t(X+Y )) = Π(et(X+Y ))

= Π( lim
m→∞

(e t
m
Xe

t
m
Y )m) = lim

m→∞
Π((e t

m
Xe

t
m
Y )m)

= lim
m→∞

(Π(e t
m
X)Π(e t

m
Y ))m = lim

m→∞
(e t

m
π(X)e

t
m
π(Y ))m

= etπ(X)+tπ(Y ) = et(π(X)+π(Y )) ⇒ π(X + Y ) = π(X) + π(Y ) .

Auch die Eindeutigkeit von π sieht man sofort. Aus der Definition von π folgt ja

π(X) = Y = d

dt
etY |t=0 = d

dt
Π(etX)|t=0 .

Sei nun ψ ein zweiter Lie-Algebra Homomorphismus mit

etψ(X) = eψ(tX) != Π(etX) ⇒

ψ(X) = d

dt
Π(etX)|t=0 = π(X) . 2

Natürlich stellt sich sofort die Frage nach der Umkehrung dieses Satzes: läßt sich aus ei-
nem Lie-Algebra Homomorphismus eindeutig auf einen Lie-Gruppen Homomorphismus
schließen? Wenn man sich aber daran erinnert, daß die Lie-Algebra g der Tangenti-
alraum an die Lie-Gruppe G an der Stelle der Einheit e ∈ G ist, dann ist eigentlich
klar, daß man vom Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit an einer Stelle im Allge-
meinen nicht auf die globale Natur der Mannigfaltigkeit zurückschließen kann. Umso
bemerkenswerter ist der folgende Satz, daß ein Lie-Algebra Homomorphismus eindeu-
tig einen Lie-Gruppen Homomorphismus induziert, sofern nur die Lie-Gruppe einfach
zusammenhängend ist!
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Satz 26.8.4 Seien G und H zwei Lie-Gruppen mit den zugehörigen Lie-Algebren g und
h, sei weiter π : g→ h ein Lie-Algebra Homomorphismus. Wenn G einfach zusammen-
hängend ist, dann gibt es einen eindeutigen Lie-Gruppen Homomorphismus Π : G→ H
mit

Π(eX) = eπ(X) für X ∈ g .

Beweis: Es sei π : g→ h gegeben und es soll also ein Lie-Gruppen-Homomorphismus
Π : G→ H konstruiert werden. In einer Umgebung von 1 ∈ U ⊂ G, bzw. 0 ∈ V ⊂ g, ist
die Exponentialabbildung ein Diffeomorphismus und wir wählen U klein genug, so daß
für alle X, Y ∈ U die inversen Exponentiallabbildungen log(X), log(Y ) ∈ V , und daß
in V der Baker-Campbell-Hausdorff Satz gültig ist. Dann gilt ja die Folgerung 26.4.6:

π(log(eXeY )) = log(eπ(X)eπ(Y )) .

Jetzt definieren wir Π : U ⊂ G→ H als

Π(A) ..= eπ(log(A))

und wollen zeigen, daß diese Abbildung in Fall einer einfach zusammenhängenden Lie-
Gruppe G auf ganz G definiert werden kann.
Zunächst sieht man, daß diese Definition von Π in einer Umgebung U um 1 den richtigen
Zusammenhang mit π ergibt, denn sei A(t) ∈ G eine Einparameter-Untergruppe von G
mit A(t) = etX in der Umgebung U von 1, dann folgt

d

dt
Π(A(t))|t=0

d

dt
Π(etX)|t=0 = d

dt
Π(et log(A))|t=0 = d

dt
(eπ(t log(A)))|t=0

= d

dt
(etπ(log(A)))|t=0 = d

dt
etπ(X)|t=0 = π(X) .

Weiter ergibt sich dann aus der obigen BCH-Folgerung sofort, daß Π ein lokaler Homo-
morphismus auf U ist, denn

Π(AB) = exp(π(log(AB))) = exp(π(log(eXeY ))) = exp(log(eπ(X)eπ(Y )))

= eπ(X)eπ(Y ) = eπ(log(A))eπ(log(B)) = Π(A)Π(B) .

Da G pfadzusammenhängend ist, gibt es für jedes A ∈ G einen Pfad A(t) von A(0) = 1

nach A(1) = A. Da das Intervall [0, 1] kompakt ist gibt es eine Zerlegung der Einheit
0 = t0 < t1 < . . . < tm = 1 so, daß für alle 0 ≤ i ≤ m− 1 gilt

ti ≤ s1 ≤ s2 ≤ ti+1 mit A(s1)A(s2)−1 ∈ U .

Jetzt kann man A = A(1) = A(tm) schreiben als

A = {A(tm)A(tm−1)−1} {A(tm−1)A(tm−2)−1} · · · {A(t1)A(t0)−1}A(t0) .



582 26 Einige Sätze zu Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Zum einen ist jeder einzelne Klammerausdruck {·} ∈ U und dafür hatten wir Π definiert,
zum anderen ist Π auf U ein Homomorphismus, und damit folgt:

Π(A) = Π{A(tm)A(tm−1)−1}Π{A(tm−1)A(tm−2)−1} · · · Π{A(t1)A(t0)−1} .

Weiter hängt Π nicht von der speziellen Zerlegung der Einheit ab, denn wenn wir diese
Zerlegung verfeinern, indem wir etwa zwischen ti und ti+1 einen weiteren Punkt ts
einfügen, dann erhalten wir mit der lokalen Homomorphismus-Eigenschaft

Π{A(ti+1)A(ts)−1}Π{A(ts)A(ti)−1} = Π{A(ti+1)A(ts)−1A(ts)A(ti)−1}

= Π{A(ti+1)A(ti)−1}

den gleiche Ausdruck für Π(A) wie zuvor.
Jetzt gilt es, die Wegunabhängigkeit dieser Abbildung Π zu zeigen. Seien zwei verschie-
dene Pfade A1(t) und A2(t) zwischen 1 = A1(0) = A2(0) und A = A1(1) = A2(1)
gegeben, dann kann man eine Homotopie Ã definieren

Ã : [0, 1]× [0, 1]→ G mit

Ã(0, t) = A1(t), Ã(1, t) = A2(t) und Ã(s, 0) = 1, Ã(s, 1) = A .

Da [0, 1] × [0, 1] kompakt ist kann man eine Zerlegung der Einheit dieses Quadrates
durchführen und den Pfad Ã(0, t) = A1(t) in endlich vielen Schritten durch Einfügung
zusätzlicher Punkte in den Pfad Ã(1, t) = A2(t) verschieben, ohne daß sich Π(A) ändert.
Natürlich funktioniert dieses Verfahren nur dann, wenn es keine ’Löcher’ zwischen den
Wegen A1(t) und A2(t) gibt, d.h. wenn G einfach zusammenhängend ist! 2

Gerade dieser Satz ist der tiefere Grund für die Anwendung der per Konstruktion einfach
zusammenhängenden Universellen Überlagerungsgruppe in der Darstellungstheorie der
Lie-Gruppen!

Die Irreduzibilität von Darstellungen zusammenhängender Lie-Gruppen und Darstel-
lungen ihrer Lie-Algebren bedingen einander, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 26.8.6 Sei Π eine Darstellung einer zusammenhängenden Lie-Gruppe G und π
die entsprechende Darstellung der zugehörigen Lie-Algebra g, dann ist Π genau dann
irreduzibel, wenn π irreduzibel ist.

Beweis: Sei Π irreduzibel und sei W ⊆ V ein Unterraum des Darstellungsraums V ,
der unter π(X) für alle X ∈ g invariant ist. Wir wollen zeigen, daß dann W nur {0}
oder V sein kann. Da G zusammenhängend ist, kann jedes A ∈ G geschrieben werden
als

A = eX1 · · · eXm mit X1, . . . , Xm ∈ g .
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W ist nach Annahme invariant unter π(X) und damit auch invariant unter eπ(X) und
damit auch invariant unter

Π(A) = Π(eX1 · · · eXm) = Π(eX1) · · ·Π(eXm) = eπ(X1) · · · eπ(Xm) .

Da nun Π irreduzibel ist kannW nur {0} oder V sein, und damit ist auch π irreduzibel.
Um die Umkehrung zu zeigen nehmen wir an, daß π irreduzibel ist und W ⊆ V ein
Unterraum des Darstellungsraums V , der unter Π(A) für alle A ∈ G invariant ist. Dann
ist also W invariant unter Π(etX) für alle X ∈ g und damit ist W auch invariant unter

π(X) = d

dt
Π(etX)|t=0 .

Da nun π irreduzibel ist kannW nur {0} oder V sein und damit ist auch Π irreduzibel.2

Weiter kann man sich die Frage stellen, wie die Irreduzibilität einer endlichdimensiona-
len, komplexen Darstellung π einer reellen Lie-Algebra gmit der Irreduzibiltät derselben
Darstellung der komplexifizierten Lie-Algebra gC zusammenhängt?

Satz 26.8.8 Sei π eine endlichdimensionale, komplexe Darstellung einer reellen Lie-
Algebra g. Dann ist π bzgl. gC genau dann irreduzibel, wenn π bzgl. g irreduzibel ist.

Beweis: Sei also π eine Darstellung einer reellen Lie-Algebra g in einen endlichdimen-
sionalen, komplexen Vektorraum V . Sei nun π irreduzibel bzgl. g. Wenn nun W ⊆ V
ein invarianter Unterraum unter gC ist, dann ist W auch invariant unter g ⊂ gC, und
daraus folgt, daß W gleich {0} oder V ist, daß also π auch bzgl. gC irreduzibel ist.
Sei umgekehrt π irreduzibel bzgl. gC. Wenn nunW ⊆ V ein invarianter Unterraum unter
g ist, dann ist W auch invariant unter π(X + iY ) = π(X) + iπ(Y ) für alle X, Y ∈ g,
und daraus folgt, daß W gleich {0} oder V ist, daß also π auch bzgl. g irreduzibel ist.2

Definition 26.8.10 Eine endlichdimensionale Darstellung einer Lie-Gruppe oder Lie-
Algebra heißt vollständig reduzibel, wenn sie isomorph zu einer direkten Summe endlich
vieler irreduzibler Darstellungen ist.
Eine Lie-Gruppe oder Lie-Algebra heißt vollständig reduzibel, wenn jede endlichdimen-
sionale Darstellung vollständig reduzibel ist.

Besonders interessant für Physiker sind natürlich unitäre Darstellungen von Lie-Algebren
in Hilbert-Räumen.

Definition 26.8.11 Seien G eine Lie-Gruppe, H ein endlich- oder unendlichdimensio-
naler Hilbert-Raum und U(H) eine Gruppe unitärer Operatoren auf H, dann heißt der
Homomorphismus Π : G→ U(H) eine unitäre Darstellung von G.
Eine unitäre Darstellung heißt irreduzibel, wenn es außer {0} und H keinen unter Π(A)
für alle A ∈ G abgeschlossenen invarianten Unterraum gibt.
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Für endlichdimensionale unitäre Darstellungen findet man:

Satz 26.8.12 Sei G eine Lie-Gruppe und Π eine endlichdimensionale unitäre Dar-
stellung von G auf den endlichdimensionalen Hilbert-Raum H. Dann ist Π vollständig
reduzibel.

Beweis: Sei W ⊆ H ein invarianter Unterraum unter Π(A) für alle A ∈ G, dann folgt
aus der Existenz des Skalarprodukts H = W ⊕W⊥. Nun ist auch W⊥ ein invarianter
Unterraum, denn mit v ∈ W⊥, w ∈ W gilt

〈Π(A)v | w〉 = 〈v | Π(A)†w〉 = 〈v | Π(A)−1w〉 = 〈v | Π(A−1)w〉 = 0 .

Wenn nun H nicht irreduzibel ist, dann gibt es einen nichttrivialen invarianten Unter-
raumW ⊂ H mit einen invarianten KomplementW⊥ mit H = W⊕W⊥. Entweder sind
W und W⊥ irreduzibel, oder es gibt in ihnen wiederum invariante Unterräume. Dieses
Verfahren kann man fortsetzen, bis man alle irreduziblen Unterräume gefunden hat -
und da wir von einem endlichdimensionalen Hilbert-Raum ausgegangen sind, kommt
man auch mit endlich vielen Schritten zum Ziel einer vollständigen Zerlegung von H in
irreduzible Unterräume. 2

In Kapitel 26.2 hatten wir gesehen, daß man für eine kompakte Lie-Gruppe mittels eines
biinvarianten Haar-Maßes (26.2.3) das Hurwitz-Integral über die Lie-Gruppe definieren
kann. Hiervon macht der Beweis des folgenden Satzes von Weyl, bekannt auch als
„Weyls Unitaritäts-Trick” Gebrauch.

Satz 26.8.14 (Weyl) Jede kompakte Lie-Gruppe ist vollständig reduzibel.

Beweis: Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und Π eine endlichdimensionale Darstellung
von G auf einen Vektorraum V mit einem beliebigen inneren Produkt 〈· | ·〉. Dann
kann man mittels eines linksinvarianten Haar-Maßes µ ein neues inneres Produkt auf
V definieren, bzgl. dem Π eine unitäre Darstellung ist. Seien v1, v2 ∈ V , dann definieren
wir

〈v1 | v2〉G ..=
∫
G

〈Π(g)v1 | Π(g)v2〉dµ(g) .

Aus der Linksinvarianz des Haar-Maßes µ folgt nun die Unitarität von Π bzgl. 〈· | ·〉G,
denn sei h ∈ G, dann folgt

〈Π(h)v1 | Π(h)v2〉G ..=
∫
G

〈Π(g)Π(h)v1 | Π(g)Π(h)v2〉dµ(g)

=
∫
G

〈Π(gh)v1 | Π(gh)v2〉dµ(g)

=
∫
G

〈Π(gh)v1 | Π(gh)v2〉dµ(gh)
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= 〈v1 | v2〉G .

Aus dem vorherigen Satz über die vollständige Reduzibilität endlichdimensionaler uni-
tärer Darstellungen folgt jetzt die Behauptung. 2

Nach diesem schönen Ergebnis für kompakte Lie-Gruppen stellt sich natürlich die Frage
nach unitären Darstellungen nichtkompakter Lie-Gruppen. Hier findet man, daß es
keine endlichdimensionalen, treuen Darstellungen gibt und man somit gezwungen ist,
unendlichdimensionale Darstellungen zu betrachten.

Satz 26.8.16 Sei G eine einfach zusammenhängende, nichtkompakte Lie-Gruppe, dann
gibt es keine unitären, treuen Darstellungen auf einen endlich-dimensionalen Hilbert-
Raum H.

Beweis: Sei Π eine unitäre Darstellung von G auf einen endlichdimensionalen Hilbert-
Raum H der Dimension n. Dann ist das Bild Π(G) eine Teilmenge der Lie-Gruppe
der n-dimensionalen, unitären Matrizen {U(n)}. Nun ist die Menge {U(n)} eine be-
schränkte und abgeschlossene Untermenge von {GL(n,C)} ⊂ R2n und damit nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraß (siehe etwa: Fischer u. Kaul (2001), S. 49) eine kompakte
Menge. Und ebenso ist die Menge Π(G) ⊂ {U(n)} eine beschränkte und abgeschlossene
Untermenge von R2n und damit kompakt.
Der Kern von Π ist ein Normalteiler von G. Da G nach Voraussetzung eine einfache
Lie-Gruppe ist hat sie keine anderen Normalteiler als G oder 1G. Wenn ker(Π) = G ist,
dann werden alle Elemente von G auf 1H abgebildet und die Darstellung Π ist nicht
treu sondern trivial. Wenn dagegen ker(Π) = 1G ist, dann ist die Darstellung treu und
auf dem Bild von Π invertierbar, d.h. Π(G) ist isomorph zu G. Da Π−1 stetig ist folgt
aus der Kompaktheit von Π(G), daß auch Π−1(Π(G)) = G kompakt ist. Dies ist ein
Widerspruch, also gibt es keine endlichdimensionale, unitäre, treue Darstellung Π(G).2

Aus diesem Satz folgert man in der Literatur, daß es unitäre, treue Darstellungen für
einfach zusammenhängende, nichtkompakte Lie-Gruppen eben nur auf unendlichdimen-
sionalen Hilbert-Räumen geben kann. Aber an welcher Stelle bricht dann eigentlich der
obige Beweis im Falle unendlichdimensionaler Hilbert-Räume zusammen? Die Menge
der unitären Operatoren {U} auf einem unendlichdimensionalen Hilbert-Raum H bil-
det einen unendlichdimensionalen normierten Vektorraum, einen Banach-Raum, und
hierfür wird in der Funktionalanalysis der folgende Satz bewiesen (siehe etwa Werner
(2005), S. 27):

Satz 26.8.18 Ein normierter Vektorraum ist genau dann endlichdimensional, wenn
jede beschränkte, abgeschlossene Teilmenge kompakt ist.

Wenn wir also mit der Menge der unitären Operatoren {U} von einem endlichdimensio-
nalen zu einem unendlichdimensionalen normierten Vektorraum übergehen, dann ist
die Abschließung dieser beschränkten Menge nicht mehr kompakt und damit ist die
Argumentation im Beweis des obigen Satzes nicht mehr möglich.
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26.9 Produktdarstellungen

Häufig kommen in der Physik Produktdarstellungen von Lie-Gruppen und Lie-Algebren
vor. Seien G eine Lie-Gruppe, A ∈ G, Π1 und Π2 zwei Darstellungen von G auf den end-
lichdimensionalen Darstellungs-Räumen V1 und V2, dann wird die Produktdarstellung
Π1 ⊗ Π2 auf V1 ⊗ V2 definiert als

Π1 ⊗ Π2(A) ..= Π1(A)⊗ Π2(A) .

Für die der Lie-Gruppe G entsprechende Lie-Algebra g folgt dann:

Satz 26.9.1 Seien X ∈ g, π1 und π2 Darstellungen von g auf V1 und V2, die den
Darstellungen Π1 und Π2 von G entsprechen, dann gilt:

π1 ⊗ π2(X) = π1(X)⊗ 1 + 1⊗ π2(X) .

Beweis: Seien X ∈ g, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, dann folgt mit der Produktregel

π1 ⊗ π2(X)(v1 ⊗ v2) = d

dt
(Π1(etX)v1 ⊗ Π2(etX)v2)t=0

= π1(X)v1 ⊗ 1v2 + 1v1 ⊗ π2(X)v2 . 2

Wenn π1 und π2 irreduzible Darstellungen von g sind, dann ist π1⊗ π2 im Allgemeinen
reduzibel. Im Fall von su(2) ist die Darstellung von π1 ⊗ π2 als einer direkten Summe
irreduzibler Darstellungen gerade die allen Physikern bekannte Clebsch-Gordon-Theorie
(hierzu später mehr).
Den obigen Satz kann man jetzt mühelos auf das direkte Produkt der Darstellungen
zweier verschiedener Lie-Gruppen, bzw. Lie-Algebren verallgemeinern. Seien G und H
Lie-Gruppe, A ∈ G, B ∈ H, Π1 und Π2 zwei Darstellungen von G und H auf den end-
lichdimensionalen Darstellungs-Räumen V1 und V2, dann wird die Produktdarstellung
Π1 ⊗ Π2 auf V1 ⊗ V2 definiert als

Π1 ⊗ Π2(A,B) ..= Π1(A)⊗ Π2(B) .

Für die den Lie-Gruppen G und H entsprechenden Lie-Algebren g und h folgt dann:

Satz 26.9.3 Sei X ∈ g, Y ∈ h π1 und π2 Darstellungen von g und h auf V1 und V2,
die den Darstellungen Π1 und Π2 von G und H entsprechen, dann gilt:

π1 ⊗ π2(X, Y ) = π1(X)⊗ 1 + 1⊗ π2(Y ) .

Beweis: Seien X ∈ g, Y ∈ h, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, dann folgt wie oben mit der Produkt-
regel

π1 ⊗ π2(X, Y )(v1 ⊗ v2) = d

dt
(Π1(etX)v1 ⊗ Π2(etY )v2)t=0

= π1(X)v1 ⊗ 1v2 + 1v1 ⊗ π2(Y )v2 . 2
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26.10 Das Lemma von Schur

Wir hatten gerade gesehen, daß es unitäre, treue Darstellungen für einfache, zusam-
menhängende, nichtkompakte Lie-Gruppen nur auf unendlichdimensionalen Hilbert-
Räumen geben kann - und dies führt uns zwangsläufig zu einem kleinen Ausflug in
die Funktionalanalysis. Wir erinnern ohne Beweise an die Spektralsätze für lineare, be-
schränkte, selbstadjungierte Operatoren in Hilbert-Räumen (siehe etwa die kurze Zu-
sammenfassung in Barut u. Raczka (1986), S. 649, oder die ausführliche Besprechung
in dem schönen Buch über Funktionalanalysis von Werner (2005), S. 313 ff.).

Satz 26.10.1 (Rellich-Hilbert-Schmidt) Sei X ein linearer, beschränkter, kompak-
ter, selbstadjungierter Operator auf einem Hilbert-Raum H, dann gilt:

X =
N∑
i=1

λiEi , H = H0

N⊕
i=1

Hi mit XH0 = 0 , und lim
i≥1
i→∞

|λi| = 0 ,

mit einem endlich- oder unendlichdimensionalen Kern H0 und mit den Orthogonalpro-
jektoren Ei mit 1 ≤ i ≤ N ≤ ∞ auf die endlichdimensionalen Eigenräume Hi = EiH
mit X|ui〉 = λi|ui〉 für |ui〉 ∈ Hi.

Wenn man die Forderung der Kompaktheit aufgibt, dann ist das Spektrum der linearen,
beschränkten, selbstadjungierten Operatoren auf einem Hilbert-Raum H nicht mehr
zwangsläufig diskret und man muß den obigen Spekralsatz für kontinuierliche Spektren
erweitern. Hierzu führt man als Verallgemeinerung der obigen Orthogonalprojektoren
Ei das sog. Spektralmaß E(λ) ein:

Definition 26.10.2 Sei λ ∈ [a, b] ⊆ R, dann heißt die Abbildung E : R→ {Menge der
linearen, beschränkten, selbstadjungierten Operatoren auf H} ein Spektralmaß, wenn
gilt:

E(−∞) = 0̂ , E(+∞) = 1 ,

E(λ)† = E(λ) ,

E(λ)E(µ) = E(min(λ, µ)) ,

lim
µ→+0

E(λ+ µ) = E(λ) .

Mit Hilfe dieses Spektralmaßes kann man jetzt den Spektralsatz für lineare, beschränk-
te, selbstadjungierte Operatoren in Hilbert-Räumen formulieren.
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Satz 26.10.3 (Hilbert-v.Neumann) Sei X ein linearer, beschränkter, selbstadjun-
gierter Operatoren auf einem Hilbert-Raum H, dann gibt es ein Spektralmaß E(λ) mit

X =
+∞∫
−∞

λ dE(λ) ,

wobei diese Darstellung im ’schwachen’ Sinne zu verstehen ist, d.h. mit |u〉, |v〉 ∈ H gilt

〈Xu | v〉 =
+∞∫
−∞

λ d〈E(λ)u | v〉 .

Weiter gilt: ein beschränkter, linearer Operator Y auf H kommutiert genau dann mit
X, wenn er mit allen E(λ) kommutiert.

Issai Schur hat seinen berühmten Satz, das sog. Lemma von Schur für endlichdimensio-
nale Matrizen bewiesen. Wir folgen hier dem Hilbert-Raum-Beweis in Knapp (1986),
S. 12.

Satz 26.10.4 (Lemma von Schur) Eine unitäre Darstellung Π einer Liegruppe G
auf einem Hilbert-Raum H ist genau dann irreduzibel, wenn die einzigen beschränkten,
linearen Operatoren auf H, die mit allen Π(g) mit g ∈ G kommutieren, Vielfache der
Einheit sind, d.h. c1 mit c ∈ C.

Beweis: Sei H reduzibel und W ⊂ H ein nichttrivialer, abgeschlossener, invarianter
Unterraum, dann ist der Projektor auf W ein beschränkter, linearer Operator, der kein
Vielfaches von 1 ist und mit allen Π(g) kommutiert. Oder negativ ausgedrückt: wenn
es außer dem Vielfachen von 1 keinen beschränkten, linearen Operator gibt, der mit
allen Π(g) kommutiert, dann ist H irreduzibel.
Für die umgekehrte Richtung argumentiert man: sei Y ein beschränkter, linearer Ope-
rator auf H der kein Vielfaches der 1 ist und der mit allen Π(g) kommutiert, dann gilt
wegen

[Y,Π(g)] = 0 ⇒ 0 = [Y,Π(g)]† = [Π(g)†, Y †] = [Π(g)−1, Y †] = [Π(−g), Y †] ,

daß auch Y † mit allen Π(g) kommutiert, und ebenso die beiden selbstadjungierten
Operatoren

Z1 ..= 1
2(Y + Y †) , Z2 ..= 1

2i(Y − Y
†) .

Da Y = Z1 + iZ2 kein Vielfaches der 1 ist, so ist also zumindest Z1 oder Z2 kein
Vielfaches der 1. Nehmen wir also an Z1 sei kein Vielfaches der 1, dann gibt es nach
dem Spektralsatz für beschränkte, selbstadjungierte Operatoren auf H zumindest ein
Spektralmaß E(λ) das kein Vielfaches der 1 ist und das mit allen Π(g) kommutiert,
also ist H reduzibel. Oder negativ ausgedrückt: wenn H irreduzibel ist, dann gibt es
außer dem Vielfachen von 1 keinen beschränkten, linearen Operator, der mit allen Π(g)
kommutiert. 2
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26.11 Darstellungen von su(2) und SO(3)

Dieses Thema findet sich in jedem Lehrbuch über Quantenmechanik unter dem Stich-
wort ’Drehimpuls-Operatoren’. Wir wollen hier die Darstellungen von SO(3) und SU(2),
bzw. von su(2), etwas ausführlicher und im Zusammenhang mit den vorigen Kapiteln
behandeln und folgen Hall (2003), S. 97 ff. und van der Waerden (1974), S. 90 ff.
Sei Vn mit n ∈ N0 der folgende (n+1)-dimensionale, komplexe Vektorraum, der aus den
(n + 1) homogenen Polynomen n-ten Grades in zwei komplexen Variablen z1, z2 ∈ C
gebildet wird:

Vn ..= {f(z1, z2) ..=
n∑
k=0

akz
k
1z

n−k
2 , mit ak, z1, z2 ∈ C} . (26.11.1)

Mit dem folgenden Skalarprodukt kann man Vn zu einem (n+1)-dimensionalen Hilbert-
Raum machen.

〈f | f ′〉 ..=
n∑
k=0

a∗ka
′
k . (26.11.2)

Sei U ∈ SU(2) und wirke auf C2 = {z ..= (z1, z2)T | z1, z2 ∈ C} mit

U : C2 → C2 mit
(
z′1
z′2

)
= U

(
z1

z2

)
, (26.11.3)

dann kann man die folgende (n + 1)-dimensionale Darstellung von SU(2) auf Vn defi-
nieren:

(Πn(U)f)(z) ..= f(U−1z) , d.h. (26.11.4)

(Πn(U)f)(z1, z2)T ..=
n∑
k=0

ak((U−1)11z1 + (U−1)12z2)n−k((U−1)21z1 + (U−1)22z2)k .

(26.11.5)

Die Inversbildung U−1 auf der rechten Seite ist notwendig, damit Πn tatsächlich ein
Homomorphismus und damit eine Darstellung ist, denn

(Πn(U1)(Πn(U2)f))(z) = (Πn(U2)f)(U−1
1 z) = f(U−1

2 U−1
1 z) = (Πn(U1U2)f)(z) .

Jetzt kann man zur entsprechenden Darstellung der Lie-Algebra su(2) übergehen. Sei
X ∈ su(2), dann gilt

πn(X) = d

dt
Πn(etX)|t=0 ⇒ (πn(X)f)(z) = d

dt
f(e−tXz)|t=0 . (26.11.6)
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Sei nun z(t) = (z1(t), z2(t))T ..= e−tXz ∈ C2, dann folgt

dz(t)
dt
|t=0 = −Xz = (−X11z1 −X12z2,−X21z1 −X22z2)T ,

(πn(X)f)(z(t)) = d

dt
f(e−tXz(t))|t=0 = ∂f

∂z1

dz1(t)
dt
|t=0 + ∂f

∂z2

dz2(t)
dt
|t=0

= − ∂f
∂z1

(X11z1 +X12z2)− ∂f

∂z2
(X21z1 +X22z2) . (26.11.7)

Die weitere Behandlung wird einfacher, wenn man die reelle Lie-Algebra su(2) komple-
xifiziert, also zu su(2)C ∼= sl(2,C) übergeht. Der Hintergrund ist, daß man dann die
folgende Basis von sl(2,C) benutzen kann, für die es kein Äquivalent in su(2) gibt:

Ĥ =
(

1 0
0 −1

)
, X̂ =

(
0 1
0 0

)
, Ŷ =

(
0 0
1 0

)
. (26.11.8)

Mit 26.11.7 folgt

(πn(Ĥ)f)(z) = − ∂f
∂z1

z1 + ∂f

∂z2
z2 .

Wenn man jetzt πn(Ĥ) statt auf f(z) nur auf zk1zn−k2 , d.h. ein Basiselement von Vn,
anwendet, so erhält man

πn(Ĥ)(zk1zn−k2 ) = −kzk1zn−k2 + (n− k)zk1zn−k2 = (n− 2k)zk1zn−k2 ,

und damit ist zk1zn−k2 ein Eigenvektor von πn(Ĥ) mit dem Eigenwert (n− 2k). Entspre-
chend erhält man für πn(X̂) und πn(Ŷ )

(πn(X̂)f)(z) = − ∂f
∂z1

z2 , (πn(Ŷ )f)(z) = − ∂f
∂z2

z1 , ⇒

πn(X̂)(zk1zn−k2 ) = −kzk−1
1 zn−k+1

2 , πn(Ŷ )(zk1zn−k2 ) = −(n− k)zk+1
1 zn−k−1

2 , ⇒

πn(Ĥ)πn(X̂)(zk1zn−k2 ) = πn(Ĥ)(−kzk−1
1 zn−k+1

2 ) = −k(n− 2k + 2)zk−1
1 zn−k+1

2

= (n− 2k + 2)πn(X̂)(zk1zn−k2 ) ,

πn(Ĥ)πn(Ŷ )(zk1zn−k2 ) = πn(Ĥ)(−(n− k)zk+1
1 zn−k−1

2 )

= −(n− k)(n− 2k − 2)zk+1
1 zn−k−1

2

= (n− 2k − 2)πn(Ŷ )(zk1zn−k2 ) .

Das heißt, πn(X̂) und πn(Ŷ ) wirken als ’Schiebeoperatoren’, welche Eigenvektoren von
π(Ĥ) zu einem Eigenwert m in Eigenvektoren zu (m+ 2), bzw. (m− 2) überführen.



26.11 Darstellungen von su(2) und SO(3) 591

Satz 26.11.1 Die Darstellung πn : sl(2,C)→ Vn ist irreduzibel und bis auf Isomorphie
eindeutig.

Beweis: Der Beweis folgt dem üblichen Schema für Irredizibilitätsbeweise: man nimmt
an, daß es einen nicht leeren, invarianten Unterraum W ⊆ Vn gebe und zeigt dann, daß
W = Vn ist.
Da W nach Annahme nicht leer ist gibt es ein w ∈ W mit

w =
n∑
k=0

akz
k
1z

n−k
2 mit mindestens einem ak 6= 0 .

Sei nun ak0 der Koeffizient mit dem größten nichtverschwindenden ak, d.h.
k0 = maxak 6=0(k), dann ist

(πn(X̂))k0(w) = (πn(X̂))k0(ak0z
k0
1 z

n−k0
2 ) = (−1)k0k0! ak0z

n
2 ,

da evtl. Terme von w mit akzk1zn−k2 mit k < k0 beim k0-fachen Differenzieren nach z1
wegfallen. Weil W nach Annahme ein invarianter Unterraum von Vn ist, folgt

w ∈ W ⇒ (πn(X̂))k0(w) ∈ W ⇒ zn2 ∈ W ⇒

(πn(Ŷ ))k(zn2 ) ∈ W ⇒ zk1z
n−k
2 ∈ W ⇒

W = Vn .

Sei nun π′n : sl(2,C)→ V ′n eine andere (n+ 1)-dimensionale irreduzible Darstellung von
sl(2,C), dann gibt es einen Isomorphismus von Vn in V ′n, da beides (n+1)-dimensionale
Vektorräume sind. 2

Damit haben wir für jedes n ∈ N0 eine irredizible Darstellung in einem (n + 1)-
dimensionalen Vektorraum Vn gefunden.
Der Anschluß an die übliche Bezeichnungsweise in der Physik wird hergestellt durch die
Definition der Spin-Quantenzahl s ..= n

2 ∈ {0,
1
2 , 1,

3
2 , . . .} und der z-Komponente des

Spins m ..= k − s ∈ {−s,−s+ 1, . . . , s}:

ψsm(z1, z2) ..= zs+m1 zs−m2 ..= zk1z
n−k
2 . (26.11.9)

Die Darstellungen mit ungeradem n ∈ N0, bzw. mit halbzahligem Spin, heißen Spi-
nordarstellungen, die Darstellungen mit geradem n ∈ N0, bzw. mit ganzzahligem Spin,
heißen Vektordarstellungen.
Im Folgenden soll der Unterschied dieser beiden Darstellungen gezeigt werden.
Die Lie-Algebren su(2) und so(3) sind isomorph, also haben sie bis auf Isomorphie
gleiche Darstellungen. Die Darstellungen der Lie-Gruppen SU(2) und SO(3) sind aber
nicht immer isomorph, da SU(2) einfach zusammenhängend ist, im Gegensatz zu SO(3).
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Sei p : su(2) → so(3) ein Isomorphismus zwischen den Lie-Algebren su(2) und so(3),
siehe 26.6.18 und 26.6.20:

p(Tk) ..= Ek , ⇒ p

(
1
2i

(
1 0
0 −1

))
= E3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Sei πn eine (n + 1)-dimensionale irreduzible Darstellung von su(2). Dann ist σn ..=
πn ◦ p−1 eine (n + 1)-dimensionale irreduzible Darstellung von so(3). Jetzt wollen wir
die Darstellung σn von so(3) in eine Darstellung Σn von SO(3) liften und stellen also
die Frage: gibt es für jedes n ∈ N0 und für alle X ∈ so(3) eine Darstellung Σn von
SO(3) mit

Σn(eX) = eσn(X) ? ?

Sei nun

X ..= 2πE3 = 2π

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ∈ so(3) ⇒

eX =

 cos 2π − sin 2π 0
sin 2π cos 2π 0

0 0 1

 = 1 ⇒ Σn(eX) = 1Vn .

Andererseits ist

p−1(X) = p−1(2πE3) = 2π 1
2i

(
1 0
0 −1

)
= −iπ

(
1 0
0 −1

)
= −iπĤ ⇒

σn(X) = πn ◦ p−1(X) = −iππn(Ĥ) .

In einer Basis der Eigenvektoren von Ĥ ergibt sich

σn(X) = −iπ


n

n− 2
. . .
−(n− 2)

−(n)

 ⇒

eσn(X) =


e−iπn

e−iπ(n−2)

. . .
eiπ(n−2)

eiπn

 .
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Wenn jetzt n ∈ N0 ungeradzahlig, bzw. die Spin-Quantenzahl halbzahlig ist, dann ist
−1Vn = eσn(X) 6= Σn(eX) = 1Vn , d.h. σn von su(2) kann nicht nach Σn von SO(3)
geliftet werden, oder mit anderen Worten: es gibt keine Vektordarstellungen von SO(3)
- aber natürlich Spinordarstellungen von SU(2). Wenn n ∈ N0 jedoch geradzahlig, bzw.
die Spin-Quantenzahl ganzzahlig ist, dann ist tatsächlich eσn(X) = Σn(eX) = 1Vn , d.h.
σn von su(2) kann nach Σn von SO(3) geliftet werden, oder mit anderen Worten: es
gibt Vektordarstellungen von SO(3).

In der Physik kommen häufig Produktdarstellungen von su(2) vor, dort unter der Über-
schrift Addition von Drehimpulsen. Wie oben gehen wir wieder von su(2) zu su(2)C ∼=
sl(2,C) über und verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im Satz 26.11.1, wo wir
gesehen hatten, daß die Darstellung πm : sl(2,C) → Vm irreduzibel ist. Die Produkt-
Darstellung πm ⊗ πn ist nun nicht irreduzibel, aber es gibt hier das folgende schöne
Ergebnis.

Satz 26.11.3 (Clebsch-Gordan) Seien πm : sl(2,C) → Vm und πn : sl(2,C) → Vn
irreduzible Darstellungen von sl(2,C) mit m ≥ n und n > 0 dann gilt

πm ⊗ πn = πm+n ⊕ πm+n−2 ⊕ . . .⊕ πm−n , bzw.

Vm ⊗ Vn = Vm+n ⊕ Vm+n−2 ⊕ . . .⊕ Vm−n .

Beweis: Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz 26.11.1.
Wir wählen als Basis in Vm die Eigenvektoren von Ĥ zu den Eigenwerten
{m,m − 2, . . . ,−m}, die wir mit {um, um−2, . . . , u−m} bezeichnen, und entsprechend
als Basis von Vn die Eigenvektoren von Ĥ {vn, vn−2, . . . , v−n}. Damit bilden wir eine
Basis von Vm ⊗ Vn in der Form {uk ⊗ vl | −m ≤ k ≤ m, −n ≤ l ≤ n}. Auf diese Basis
wenden wir nun die Produkt-Darstellung von Ĥ an, d.h.

π(Ĥ)uk ⊗ vl ..= (πm(Ĥ)⊗ 1 + 1⊗ πn(Ĥ))uk ⊗ vl

= (k1⊗ 1 + 1⊗ l1)uk ⊗ vl

= (k + l)uk ⊗ vl .

Jetzt betrachtet man die Eigenräume von π(Ĥ) in Vm⊗Vn. Für den Eigenwert m+n ist
der entsprechende Eigenraum eindimensional und wird durch den Eigenvektor um ⊗ vn
aufgespannt. Der nächste Eigenwert ist m + n − 2 und der entsprechende Eigenraum
wird aufgespannt von den Eigenvektoren {um⊗vn−2, um−2⊗vn}. Der nächste Eigenwert
istm+n−4 und der entsprechende Eigenraum wird aufgespannt von den Eigenvektoren
{um⊗vn−4, um−2⊗vn−2, um−4⊗vn}. Mit jeder Abnahme des Eigenwerts von π(Ĥ) um 2
nimmt also die Dimension der entsprechenden Eigenraums um 1 zu, und zwar solange,
bis man den Eigenwertm−nmit den Eigenvektoren {um⊗v−n, . . . , um−2n⊗vn} erreicht.
Dieser Eigenraum hat die Dimension n+ 1. Weil der Wert des Index l nicht kleiner als
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−n werden kann, bleibt die Dimension der folgenden Eigenräume von π(Ĥ) mit jeweils
um 2 verringertem Eigenwert weiter n+1, und zwar solange, bis der Eigenwert n−mmit
den Eigenvektoren {u−m+2n⊗ v−n, . . . , u−m⊗ vn} erreicht ist. Beim nächsten Eigenwert
n−m− 2 verringert sich die Dimension des entsprechenden Eigenraums wieder um 1,
denn die Eigenvektoren sind ja jetzt {u−m+2n−2⊗v−n, . . . , u−m⊗vn−2}. So nehmen also
mit der weiteren Verringerung der Eigenwerte um 2 die Dimensionen der Eigenräume
um jeweils 1 ab, bis mit dem Eigenwert −m−n und dem Eigenvektor u−m⊗u−n wieder
ein eindimensionaler Eigenraum erreicht wird.
Jetzt konstruieren wir in Vm⊗ Vn einen Unterraum W1: zunächst einmal sei der Vektor
um ⊗ vn in W1. Wir fügen W1 die folgenderermaßen konstruierten Vektoren hinzu: der
Schiebeoperator π(X̂) angewandt auf um ⊗ vn ergibt 0 und der Schiebeoperator π(Ŷ )
angewandt auf um ⊗ vn ergibt einen Eigenvektor von π(Ĥ) zum Eigenwert m + n− 2.
Wenn man nun auf diesen Eigenvektor wiederholt π(Ŷ ) anwendet so erhält man eine
Kette von Eigenvektoren zu einem jeweils um 2 reduzierten Eigenwert von π(Ĥ), bis
man endlich beim Eigenvektor von π(Ĥ) zum Eigenwert −m − n angelangt ist. All
diese m+n+ 1 Vektoren von W1 sind linear unabhängig und damit isomorph zu Vm+n.
Außerdem ist W1 nach Konstruktion unter π(Ĥ), π(X̂) und π(Ŷ ) invariant und damit
nach Satz 26.11.1 irreduzibel unter sl(2,C). Nun ist aber auch W⊥

1 ⊂ Vm ⊗ Vn ein
invarianter Unterraum unter sl(2,C). Nun enthält W1 Eigenvektoren von π(Ĥ) zu den
Eigenwerten m+n bis −m−n jeweils mit einer Multiplizität 1, also ist der Eigenvektor
von π(Ĥ) zum höchste Eigenwert in W⊥

1 ein Eigenvektor zum Eigenwert m+n−2, der
ebenfalls eine Multiplizität von 1 hat und bei der Anwendung des Schiebeoperators π(X̂)
ebenfalls 0 ergibt. Also können wir inW⊥

1 wie oben mit Hilfe des Schiebeoperators π(Ŷ )
einen Unterraum W2 konstruieren, der dann isomorph zu Vm+n−2 und irreduzibel ist.
Dieses Verfahren setzt man fort, bis alle Eigenvektoren von π(Ĥ) in Vm⊗Vn ausgeschöpft
sind, was gerade beim Eigenwert m − n, d.h. bei Wn+1 ' Vm−n der Fall ist. Alle Wi

sind nach Konstruktion irreduzibel und damit gilt:

Vm ⊗ Vn = W1 ⊕ . . .⊕Wn+1 = Vm+n ⊕ . . .⊕ Vm−n . 2

26.12 Darstellungen der Lorentz-Gruppe

Wir hatten für die Lie-Algebra so(3, 1) ∼= sl(2,C) der Lorentz-Gruppe in 26.7.8 die
folgenden Lie-Klammern gefunden

[Ki, Kj] = f̄ k
ij Jk mit f̄ k

ij = −εijk ,

[Ji, Kj] = f k
ij Kk mit f k

ij = εijk ,

[Ji, Jj] = f k
ij Jk mit f k

ij = εijk .

Wenn man jetzt so(3, 1) komplexifiziert zu so(3, 1)C, d.h. wenn man statt reellen auch
komplexe Koeffizienten zuläßt, dann gilt

so(3, 1)C = su(2)C ⊕ su(2)C ∼= sl(2,C)⊕ sl(2,C) , (26.12.1)
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denn mit

Ik ..=
1
2(Jk − iKk) und I ′k ..=

1
2(Jk + iKk) , (26.12.2)

Jk = Ik + I ′k und Kk = i(Ik − I ′k) (26.12.3)

gilt

[Ii, Ij] = 1
4[Ji − iKi, Jj − iKj] = 1

4{[Ji, Jj]− i[Ji, Kj]− i[Ki, Jj] + i2[Ki, Kj]}

= 1
4{εijkJk − iεijkKk + iεjikKk − (−1)εijkJk} = 1

2εijk{Jk − iKk}

= εijkIk ,

[I ′i, I ′j] = 1
4[Ji + iKi, Jj + iKj] = 1

4{[Ji, Jj] + i[Ji, Kj] + i[Ki, Jj] + i2[Ki, Kj]}

= 1
4{εijkJk + iεijkKk − iεjikKk − (−1)εijkJk} = 1

2εijk{Jk + iKk}

= εijkI
′
k ,

[Ii, I ′j] = 1
4[Ji − iKi, Jj + iKj] = 1

4{[Ji, Jj] + i[Ji, Kj]− i[Ki, Jj]− i2[Ki, Kj]}

= 1
4{εijkJk + iεijkKk + iεjikKk + (−1)εijkJk} = 0 . (26.12.4)

Die endlichdimensionalen irreduziblen Darstellungen von su(2)C ∼= sl(2,C) in einen
(n + 1)-dimensionalen Vektorraum Vn kennen wir aber bereits sehr gut und hatten sie
durch die Spin-Quantenzahl s ..= n

2 ∈ {0,
1
2 , 1,

3
2 , . . .} charkterisiert. Dabei waren für

geradzahlige Werte s Vektordarstellungen möglich und für halbzahlige Werte von s nur
Spinordarstellungen.
Wegen so(3, 1)C = su(2)C ⊕ su(2)C kann man jetzt die endlichdimensionalen Darstel-
lungen von so(3, 1)C durch die zwei Werte (s1, s2) charkterisieren:

π(s1,s2)(Jk) = π(s1)(Ik)⊗ 1(2s2+1) + 1(2s1+1) ⊗ π(s2)(I ′k) , (26.12.5)

π(s1,s2)(Kk) = i(π(s1)(Ik)⊗ 1(2s2+1) − 1(2s1+1) ⊗ π(s2)(I ′k)) , (26.12.6)

Die Dimension dieser Darstellung ist (2s1 + 1)(2s2 + 1) und der maximale Spinwert
(mathematisch gesprochen: das höchste Gewicht) ist mit Jk = Ik + I ′K gerade s1 + s2.
Mit [Ii, I ′j] = 0 und dem Satz von Baker-Campbell-Hausdorf (26.4.5) wird die entspre-
chende Darstellung von SO(3, 1) auf V2s1 ⊗ V2s2 zu:

Π(s1,s2)(exp(θkJk + αkKk)) = exp(π(s1,s2)(θkJk + αkKk))
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= exp(θkπ(s1,s2)(Jk) + αkπ(s1,s2)(Kk))

= exp{θk(π(s1)(Ik)⊗ 1(2s2+1) + 1(2s1+1) ⊗ π(s2)(I ′k))

+ αk(i(π(s1)(Ik)⊗ 1(2s2+1) − 1(2s1+1) ⊗ π(s2)(I ′k)))}

= exp{(θk + iαk)π(s1)(Ik)⊗ 1(2s2+1) + (θk − iαk)1(2s1+1) ⊗ π(s2)(I ′k)}

= exp{(θk + iαk)π(s1)(Ik)⊗ 1(2s2+1)} exp{(θk − iαk)1(2s1+1) ⊗ π(s2)(I ′k)}

= Πs1(exp((θk + iαk)Ik) ⊗ Πs2(exp((θk − iαk)I ′k) . (26.12.7)

Die Darstellung Π(0,0) ist 1-dimensional und charakterisiert damit einen Lorentz-Skalar.
Die Darstellung Π( 1

2 ,
1
2 ) ist 4-dimensional und die beiden 2-dimensionalen Teilräume

V1 sind isomorph, also ist Π( 1
2 ,

1
2 ) bis auf Isomorphie die übliche Vektordarstellung der

Lorentzgruppe.
Die Darstellungen Π( 1

2 ,0) und Π(0, 12 ) sind 2-dimensionale Spinordarstellungen und cha-
rakterisieren einen linkshändigen, bzw. einen rechtshändigen Weyl-Spinor. Die unter-
schiedlichen Transformationseigenschaften der Darstellungen Π( 1

2 ,0) und Π(0, 12 ) heißen
in der Physik Chiralität - man spricht also von links- bzw. rechtshändiger Chiralität.
In diesen 2-dimensionalen Spinordarstellungen können Ik und I ′k jetzt gerade als Sk =
1
2iσk aus 26.6.20 gewählt werden. Wir betrachten nun zuerst Π( 1

2 ,0). Da Π( 1
2 ,0) eine 2-

dimensionale Darstellung auf dem 2-dimensionalen Vektorraum C2 ist, können wir Π( 1
2 ,0)

als die sog. Fundamentaldarstellung wählen, die mit Ik : C2 → C2 definiert ist als

Π( 1
2 ,0)(exp(θkJk + αkKk)) = Π( 1

2 ,0)(exp((θk + iαk)Ik)) = exp((θk + iαk)Ik) .

Damit transformiert sich der Weyl-Spinor ψL ∈ C2 unter dieser Darstellung einer Lor-
entztransformation als

Π( 1
2 ,0)(exp(θkSk + αkKk))ψL = Π( 1

2 ,0)(exp((θk + iαk)Ik)ψL = exp((θk + iαk)Ik)ψL

= exp((θk + iαk)Sk)ψL = exp((θk + iαk) 1
2iσk)ψL

= exp(1
2(−iθk + αk)σk)ψL . (26.12.8)

Entsprechend folgt für den rechtshändigen Weyl-Spinor ψR ∈ C2 mit I ′k = Sk:

Π(0, 12 )(exp(θkSk + αkKk))ψR = Π(0, 12 )(exp((θk − iαk)I ′k)ψR = exp((θk − iαk)I ′k)ψR

= exp((θk − iαk)Sk)ψR = exp((θk − iαk) 1
2iσk)ψR

= exp(1
2(−iθk − αk)σk)ψR . (26.12.9)
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Mit den Abkürzungen UL, UR ∈ SL(2,C) gilt also:

UL ..= exp(1
2(−iθk + αk)σk) und UR ..= exp(1

2(−iθk − αk)σk) . (26.12.10)

Wegen σk = σ†k folgt

U−1
L = U †R bzw. U †L = U−1

R , (26.12.11)

ψ′L = ULψL und ψ′R = URψR = (U †L)−1ψR . (26.12.12)

Weiter gilt

σ2ULσ2 = U∗R , (26.12.13)

denn mit σ2σkσ2 = 2δ2,kσ2 − σk folgt

σ2(−iθk + αk)σkσ2 = σ2(−iθ1 + α1)σ1σ2 + σ2(−iθ2 + α2)σ2σ2

σ2(−iθ3 + α3)σ3σ2

= (−iθ1 + α1)(−1)σ1 + (−iθ2 + α2)σ2 + (−iθ3 + α3)(−1)σ3

= (+iθ1 − α1)σ1 + (−iθ2 + α2)σ2 + (+iθ3 − α3)σ3

= (−iθ1 − α1)∗σ∗1 + (+iθ2 + α2)∗(−1)σ∗2 + (−iθ3 − α3)∗σ∗3

= (−iθk − αk)∗σ∗k .

Daraus folgt

σ2UL = U∗Rσ2 ⇒ UT
L σ

T
2 =σT2 U

†
R ⇒ UT

L (−1)σ2 = (−1)σ2U
−1
L ⇒

UT
L σ2UL = σ2 (26.12.14)

Häufig geht man in dieser Beziehung von σ2 über zu ε ..= iσ2, also

ε ..= iσ2 =
(

0 +1
−1 0

)
, ε2 = −1 , εT = ε−1 , (26.12.15)

und erhält

UT
L εUL = ε ⇔ UT

L ε
TUL = εT . (26.12.16)

Mit

UT
L = (U∗R)−1 und UL = (U †R)−1 folgt
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(U∗R)−1ε(U †R)−1 = ε ⇒ (U †R)εT (U∗R) = εT ⇒

(UT
R )εTUR = εT ⇒ UT

R εUR = ε . (26.12.17)

In Analogie zu 26.7.1 spricht man von ε als einer Spinor-Metrik.
Jetzt kann man die Frage stellen, wie die beiden Weyl-Spinoren ψL und ψR zusammen-
hängen? Dazu betrachten wir ψ∗L und ψ∗R unter einer SL(2,C)-Tansformation:

(εψ∗L)′ ..= εU∗Lψ
∗
L = εU∗L(−εε)ψ∗L = UR(εψ∗L) ,

(εψ∗R)′ ..= εU∗Rψ
∗
R = εU∗R(−εε)ψ∗R = −UL(εψ∗R) .

Da sich also εψ∗L unter UR transformiert und εψ∗R unter −UL kann man definieren:

ψL ..= εψ∗R ⇔ ψR ..= −εψ∗L . (26.12.18)

26.13 Spinor-Indizes

Mit der in 26.12.15 definierten Metrik ε kann man den Übergang vom Spinorraum zu
dessen Dualraum und ein entsprechendes Skalarprodukte definieren. Hierbei ist für kon-
krete Rechnungen genauso wie im Fall von Vektoren und Tensoren die Einführung einer
Indexnotation notwendig. Allerdings muß man bei Weyl-Spinoren sorgfältig zwischen
den linkshändigen Π( 1

2 ,0) und den rechtshändigen Π(0, 12 ) Spinoren unterscheiden, da diese
sich bei einer Lorentz-Transformation ja nach verschiedenen Darstellungen transformie-
ren. Insbesondere darf man natürlich nicht über Indizes mit verschiedener Chiralität,
d.h. verschiedenem Transformationsverhalten, summieren!
Wir folgen hier einer Version der Infeld-van der Waerden Schreibweise, in der die Indizes
der linkshändigen Spinoren mit lateinischen Buchstaben, a, b, c, . . ., bezeichnet werden
und die Indizes der rechtshändigen Spinoren mit einem Überstrich ā, b̄, c̄, . . . versehen
werden. Infeld und van der Waerden hatten ursprünglich für die Indizes große lateini-
sche Buchstaben A,B,C, . . . und für rechtshändige Spinoren einen Punkt Ȧ, Ḃ, Ċ, . . .
eingeführt, aber es war dann manchmal in Publikationen nicht völlig klar, ob da jetzt
ein Punkt war, oder doch nicht :-)

ψL ..= ψa =
(
ψ1

ψ2

)
, ψR = −εψ∗L ..= ψā =

(
ψ1̄

ψ2̄

)
. (26.13.1)

Warum definieren Infeld und van der Waerden ψR = ψā mit einem kovarianten Index
im Gegensatz zu ψL = ψa? Wir werden gleich sehen, daß diese Schreibweise den Vorteil
hat, daß einem Vierervektor xµ dann ein 2-stufiger Spinor der Form Xab̄ entspricht.
Wir hatten gerade UT

L εUL = ε und UT
R εUR = ε mit dem gleichen ε gefunden, also gilt

in Komponentenschreibweise εab = εāb̄ und εab ..= (ε−1)ab = (εT )ab = εba.
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Bei Indexoperationen mit Spinoren ist aber auch deshalb Sorgfalt geboten, weil die
Metrik ε antisymmetrisch ist! Und das hat die folgende Konsequenz:

ψa =
(
ψ1

ψ2

)
= εabψ

b =
(

ψ2

−ψ1

)
!= (ψb)T (−εba) = (ψb)T (εT )ba ,

bzw. kurz

ψa = εψa = ψaεT . (26.13.2)

Wir folgen jetzt der klaren und schönen Darstellung von Steane (2013), S. 14 ff. Sei etwa
X = xµσµ die 2× 2 Matrix eines Vierervektors xµ bzgl. der Lorentz-Transformationen
in SL(2,C), dann ist XψL keineswegs ein 2-Spinor, denn

(XψL)′ = ULXU
†
L ULψL 6= ULXψL ,

da UL ja nicht unitär ist.
Da wir jetzt eine Spinor-Metrik zur Verfügung haben, können wir kontravariante Spino-
ren in kovariante umwandeln, Skalarprodukte bilden, mehrstufige Spinoren verjüngen,
usw. Allerdings dürfen wir nicht linkshändige mit rechthändigen Spinoren verjüngen,
da sich diese in verschiedenen Räumen befinden! Sei etwa M ein 2-stufiger Spinor, den
wir uns aus dem direkten Produkt zweier 1-stufiger Spinoren v, w zusammensetzen, also
M = v ⊗ wT , dann folgt:

Mab = va(wb)T = εacvc(wb)T = εacM b
c ,

Mab = va(wb)T = va(εbcwc)T = va(wc)T (εbc)T = Ma
cε
cb ,

Mab = vaw
T
b = εacv

cwTb = εacM
c
b ,

Mab = vaw
T
b = va(εbcwc)T = va(wc)T εTbc = M c

a εcb .

Um das Verhalten der möglichen 2-stufigen Spinoren unter Lorentztransformationen zu
klassifizieren, setzen wir diese 2-stufigen Spinoren wieder aus dem direkten Produkt der
beiden 1-stufigen Spinoren v, w zusammen, also M = v ⊗ wT , und finden zunächst für
die Transformation der verschiedenen Varianten von v und wT :

(va)′ = ULv
a ,

(va)′ = (εacvc)′ = εacULv
c = (UT

L )−1εacv
c = (UT

L )−1va ,

(vā)′ = (εāc̄vc̄)′ = εāc̄URvc̄ = (UT
R )−1εāc̄vc̄ = U∗Lv

ā ,
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(vā)′ = URvā = (U †L)−1vā ,

((wb)T )′ = (ULwb)T = (wb)TUT
L ,

((wb)T )′ = ((εbcwc)T )′ = (εbcULwc)T = ((UT
L )−1εbcw

c)T = (εbcwc)TU−1
L = wbU

−1
L ,

((wb̄)T )′ = ((εb̄c̄wc̄)T )′ = (εb̄c̄URwc̄)T = ((UT
R )−1εb̄c̄wc̄)T = (wb̄)TU †L ,

((wb̄)T )′ = (URwb̄)T = (wb̄)T (U∗L)−1 .

Hieraus folgt nun z.B. für Mab = va(wb)T :

(Mab)′ = (va(wb)T )′ = ULv
a(ULwb)T = ULv

a(wb)TUT
L = ULM

abUT
L , usw.

Zusammenfassend erhalten wir also für die 16 verschiedenen 2-stufigen Spinoren M das
folgende Transformationsverhalten unter Lorentztransformationen:

M = vwT wb wb wb̄ wb̄

va ULM
abUT

L ULM
a
bU
−1
L ULM

ab̄U †L ULM
a
b̄
(U∗L)−1

va (UT
L )−1M b

a U
T
L (UT

L )−1MabU
−1
L (UT

L )−1M b̄
a U

†
L (UT

L )−1Mab̄(U∗L)−1

vā U∗LM
ābUT

L U∗LM
ā
bU
−1
L U∗LM

āb̄U †L U∗LM
ā
b̄
(U∗L)−1

vā (U †L)−1M b
ā U

T
L (U †L)−1MābU

−1
L (U †L)−1M b̄

ā U
†
L (U †L)−1Māb̄(U∗L)−1

Physiker sind natürlich besonders an Lorentz-Skalaren interessiert. Ein aus dem Weyl-
Spinor ψL mit Hilfe der Spinor-Metrik gebildeter Lorentz-Skalar ist

〈ψL | ψL〉ε ..= ψTLεψL , (26.13.3)

denn

〈ψ′L | ψ′L〉ε = ψTLU
T
L εULψL = ψTLεψL = 〈ψL | ψL〉ε .

Für ψR gilt das gleiche. Interessant ist jetzt, daß die Komponenten von ψL und ψR an-
tikommutierende Graßmann-Zahlen sein müssen, wenn diese Spinor-Norm nicht-trivial
sein soll, denn:

〈ψL | ψL〉ε = ψTLεψL = (ψL,1, ψL,2)
(

0 +1
−1 0

)(
ψL,1

ψL,2

)
= −ψL,2ψL,1 + ψL,1ψL,2
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=
{

2ψL,1ψL,2 für {ψL,1ψL,2} = 0 ,
0 für [ψL,1ψL,2] = 0 .

(26.13.4)

Wir hatten in 26.7.5 festgestellt, daß wir einem Vierervektor xµ eine 2 × 2 Matrix X
zuordnen können, so daß einer Lorentztransformation des Vierervektors eine SL(2,C)-
Transformation von X der Form UXU † entspricht:

X : R4 → i · u(2) , X(x) ..= X ..= xµσµ =
(

x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
, (26.13.5)

X−1 : i · u(2)→ R4 , xµ ..= X−1(X) = 1
2 tr(Xσµ) . (26.13.6)

Weiter sieht man anhand der obigen Tabelle sofort, daß der 2-stufige SpinorMab̄ gerade
das gleiche Transformationsverhalten hat wie die dem Vierervektor xµ entsprechende
Matrix X, d.h. wir können für X in Indexschreibweise schreiben:

(Xab̄)′ = ULX
ab̄U †L . (26.13.7)

In diesem Sinn kann man also von Vierervektoren als Π( 1
2 ,

1
2 )-Spinor-Darstellungen der

Lorentzgruppe sprechen.
Um alle Vektor- und Tensor-Darstellungen der Lorentzgruppe auf Spinor-Darstellungen
umschreiben zu können, benötigt man aber neben der Transformation für die Vektoren
xµ auch die Transformation für die Vektoren xµ, und das in einer möglichst kovarinaten
Formulierung. Dies liefert das folgende Lemma, wobei wir uns an Misner u. a. (1973),
S. 1150 ff. orientieren.

Definition 26.13.1 Zu den Pauli-Matrizen σ ab̄
µ

σ ab̄
µ =

((
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

))
(26.13.8)

lassen sich die folgenden dualen Pauli-Matrizen σµ
ab̄

definieren:

σµ
ab̄
..= ηµνσ cd̄

ν εcaεd̄b̄ = ηµν(εT )acσ cd̄
ν εd̄b̄ , d.h. (26.13.9)

σµ
ab̄

=
(
−

(
1 0
0 1

)
, −

(
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
, −

(
1 0
0 −1

))
. (26.13.10)

Lemma 26.13.2 Mit den Pauli-Matrizen σ ab̄
µ und den dualen Pauli-Matrizen σµ

ab̄
gilt:

σ ab̄
µ σνab̄ = −2δνµ , σ ab̄

µ σµ
cd̄

= −2δac δb̄d̄ . (26.13.11)
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Xab̄ = xµσ ab̄
µ , Xab̄ = xµσ

µ

ab̄
, (26.13.12)

xµ = −1
2σ

µ

ab̄
Xab̄ = −1

2 tr(σµXT ) , xµ = −1
2σ

ab̄
µ Xab̄ = −1

2 tr(σµXT ) . (26.13.13)

Damit gilt auch

Xab̄ = εacεb̄d̄X
cd̄ = −εacXcd̄εd̄b̄ . (26.13.14)

Beweis: Zunächst die Herleitung der expliziten Form der σµ
ab̄
:

σ0
ab̄ = η0ν(εT )acσ cd̄

ν εd̄b̄ = (−1)
(

0 −1
1 0

)(
1 0
0 1

)(
0 1
−1 0

)
= −

(
1 0
0 1

)
,

σ1
ab̄ = η1ν(εT )acσ cd̄

ν εd̄b̄ =
(

0 −1
1 0

)(
0 1
1 0

)(
0 1
−1 0

)

=
(
−1 0
0 1

)(
0 1
−1 0

)
= −

(
0 1
1 0

)
,

σ2
ab̄ = η2ν(εT )acσ cd̄

ν εd̄b̄ =
(

0 −1
1 0

)(
0 −i
i 0

)(
0 1
−1 0

)

=
(
−i 0
0 −i

)(
0 1
−1 0

)
=
(

0 −i
i 0

)
,

σ3
ab̄ = η3ν(εT )acσ cd̄

ν εd̄b̄ =
(

0 −1
1 0

)(
1 0
0 −1

)(
0 1
−1 0

)

=
(

0 1
1 0

)(
0 1
−1 0

)
= −

(
1 0
0 −1

)
.

Nun zur ersten Orthogonalitätsbeziehung von σ ab̄
µ und σν

ab̄
.

σ ab̄
µ σνab̄ = σ ab̄

µ (σν)Tb̄a = tr(σµ(σν)T ) .

Zunächst einmal gilt im Fall µ = ν (hier keine Summation über µ):

σ ab̄
µ σµ

ab̄
= tr(σµ(σµ)T ) = tr(−1) = −2 .
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Für die Fälle µ 6= ν entnimmt man aus

σ0(σ1)T =
(

1 0
0 1

)
(−1)

(
0 1
1 0

)
= (−1)

(
0 1
1 0

)
,

σ0(σ2)T =
(

1 0
0 1

)(
0 i

−i 0

)
=
(

0 i

−i 0

)
,

σ0(σ3)T =
(

1 0
0 1

)
(−1)

(
1 0
0 −1

)
= (−1)

(
1 0
0 −1

)
,

σ1(σ2)T =
(

0 1
1 0

)(
0 i

−i 0

)
=
(
−i 0
0 i

)
,

σ1(σ3)T =
(

0 1
1 0

)
(−1)

(
1 0
0 −1

)
= (−1)

(
0 −1
1 0

)
,

σ2(σ3)T =
(

0 −i
i 0

)
(−1)

(
1 0
0 −1

)
= (−1)

(
0 i

i 0

)
,

daß

tr(σµ(σν)T ) = 0

ist, also folgt

σ ab̄
µ σνab̄ = σ ab̄

µ ((σν)T )b̄a = tr(σµ(σν)T ) = −2δνµ .

Nun zur zweiten Orthogonalitätsbeziehung von σ ab̄
µ und σµ

cd̄
.

σ ab̄
µ σµ

cd̄
= [(σ0 ⊗ σ0) + (σ1 ⊗ σ1) + (σ2 ⊗ σ2) + (σ3 ⊗ σ3)]ab̄cd̄ .

[σµ ⊗ σµ] =
[(

1 0
0 1

)
⊗

(
−1 0
0 −1

)
+
(

0 1
1 0

)
⊗

(
0 −1
−1 0

)

+
(

0 −i
i 0

)
⊗

(
0 −i
i 0

)
+
(

1 0
0 −1

)
⊗

(
−1 0
0 1

)]

=



−1

−1
−1

−1

+


−1

−1
−1

−1
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+


−1

+1
+1

−1

+


−1

+1
+1

−1




=


−2 0 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 −2

 .

Hierbei haben wir als Zeilenindizes benutzt

(a, c) : (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)

und als Spaltenindizes

(b̄, c̄) : (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) .

Damit folgt

σ ab̄
µ σµ

cd̄
=



−2 0 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 −2



ab̄

cd̄

= −2δac δb̄d̄ .

Den 2-stufigen SpinorXab̄, der aus xµ gebildet wird, kennen wir ja bereits aus aus 26.13.5

Xab̄ ..= xµσ ab̄
µ =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
,

und ebenso folgt Xab̄, das aus xµ gebildet wird:

Xab̄ = xµσ
µ

ab̄
=
(
−x0 − x3 −x1 − ix2

−x1 + ix2 −x0 + x3

)
.

Jetzt soll die Umkehrung dieser Beziehungen gezeigt werden. Zunächst die Umkehrung
von Xab̄:

−1
2σ

µ

ab̄
Xab̄ = −1

2 tr(σµXT ) und dies ergibt:

−1
2(σ0

ab̄(X
T )b̄a) = 1

2 tr
((

1 0
0 1

)(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

))
= x0 ,
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−1
2(σ1

ab̄(X
T )b̄a) = 1

2 tr
((

0 1
1 0

)(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

))

= 1
2 tr

(
x1 − ix2 x0 − x3

x0 + x3 x1 + ix2

)
= x1 ,

−1
2(σ2

ab̄(X
T )b̄a) = −1

2 tr
((

0 −i
i 0

)(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

))

= −1
2 tr

(
−ix1 − x2 −ix0 + ix3

ix0 + ix3 ix1 − x2

)
= x2 ,

−1
2(σ3

ab̄(X
T )b̄a) = 1

2 tr
((

1 0
0 −1

)(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

))

= 1
2 tr

(
x0 + x3 x1 + ix2

−x1 + ix2 −x0 + x3

)
= x3 ,

also

xµ = −1
2σ

µ

ab̄
Xab̄ .

Und jetzt die Umkehrung von Xab̄:

−1
2σ

ab̄
µ Xab̄ = −1

2 tr(σµXT ) und dies ergibt:

−1
2(σ ab̄

0 (XT )b̄a) = −1
2 tr

((
1 0
0 1

)(
−x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 −x0 + x3

))
= x0 ,

−1
2(σ ab̄

1 (XT )b̄a) = −1
2 tr

((
0 1
1 0

)(
−x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 −x0 + x3

))

= −1
2 tr

(
−x1 − ix2 −x0 + x3

−x0 − x3 −x1 + ix2

)
= x1 ,

−1
2(σ ab̄

2 (XT )b̄a) = −1
2 tr

((
0 −i
i 0

)(
−x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 −x0 + x3

))
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= −1
2 tr

(
ix1 − x2 ix0 − ix3

−ix0 − ix3 −ix1 − x2

)
= x2 ,

−1
2(σ ab̄

3 (XT )b̄a) = −1
2 tr

((
1 0
0 −1

)(
−x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 −x0 + x3

))

= −1
2 tr

(
−x0 − x3 −x1 + ix2

x1 + ix2 +x0 − x3

)
= x3 ,

also

xµ = −1
2σ

ab̄
µ Xab̄ .

Zur Prüfung der Konsistenz schauen wir jetzt noch auf die Transformation von Xcd̄ zu
Xab̄:

εacεb̄d̄X
cd̄ = −εacXcd̄εd̄b̄ =

(
0 −1
1 0

)(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)(
0 1
−1 0

)

=
(
−x1 − ix2 −x0 + x3

x0 + x3 x1 − ix2

)(
0 1
−1 0

)
=
(

x0 − x3 −x1 − ix2

−x1 + ix2 x0 + x3

)

=
(
−x0 − x3 −x1 − ix2

−x1 + ix2 −x0 + x3

)
= Xab̄ . 2

Mit den σµ und σν kann man also beliebige Tensoren in Spinoren umschreiben und
umgekehrt, also z.B.:

T ab̄cd̄ = tµν σ
ab̄
µ σνcd̄ , tµν = (−1

2)2σµ
ab̄
σ cd̄
ν T ab̄cd̄ . (26.13.15)



27 Graßmann-Algebren

27.1 Hermann Günther Graßmann (1809-1877)

Abbildung 27.1: H.G. Graßmann
PD.

[https://de.wikipedia.org/wiki/
Hermann_Graßmann]

Hermann Günther Graßmann (1809-1877, ?)
war ein bedeutender deutscher Mathematiker,
Physiker und Linguist. Er war der Sohn ei-
nes Gymnasiallehrers in Stettin, der sich sehr
für Mathematik und Physik interessiert hatte.
Hermann Graßmann studierte dann in Berlin
und zog eine Ausbildung als protestantischer
Pfarrer in Erwägung. Sein Studium legte er
seinen vielfältigen Interessen folgend enzyklo-
pädisch breit an und eignete sich sein selbst-
gewähltes riesiges Pensum vorwiegend autodi-
daktisch an. Einen tiefen Einfluß übten beson-
ders die Vorlesungen von Schleiermacher auf
ihn aus. Auch wenn er keine einzige Mathema-
tikvorlesung besuchte hatte, ließ ihn die Fas-
zination an Physik und Mathematik nicht los
und begleitete ihn sein Leben lang.
Nach dem Studium wurde er zunächst Hilfs-
lehrer, danach Lehrer und schließlich Gymna-
siallehrer in Stettin. Im Jahr 1840 legte er eine
Didaktik-Prüfungsarbeit zum Thema „Theorie
von Ebbe und Flut” vor, in der er zum ersten
Mal die von ihm entwickelte Vektorrechnung präsentierte. Im Jahr 1844 erschien dann
sein Hauptwerk „Die Ausdehnungslehre”, in dem er die Grundlagen der n-dimensionalen
Vektor- und Tensor-Rechnung vorstellte, und in diesem Rahmen auch den Begriff des
Äußeren Produkts (oder Graßmann-Produkts, oder Keil-Produkts, siehe 11.1.8 - 11.1.11)
und der Graßmann-Algebra.
Da Graßmann aber an der Universität keine Mathematik studiert hatte war er mit
der damaligen mathematischen Sprache nicht genügend vertraut, und zugleich waren
sein Ideen und Visionen seiner Zeit um Jahrzehnte voraus und es fehlten auch noch
grundlegende mathematische Begriffsbildungen, wie etwa die Mengenlehre und Abbil-
dungen zwischen Mengen. So mußte Graßmann erleben, daß seine „Ausdehnungslehre”
von Gauß und fast allen anderen zeitgenössischen Mathematikern als ’wirr’ abgelehnt
wurde. Einzig Möbius interessierte sich für Graßmann und ermutigte ihn, in der zwei-
ten Auflage der „Ausdehnungslehre” (1861, 1862) eine strenge euklidische Darstellung
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(Definition, Satz, Beweis) zu wählen. Aber auch dies brachte ihm keine Anerkennung in
der Gemeinschaft der Mathematiker ein - und Graßmann wendete sich enttäuscht den
Sprachwissenschaften zu.
Im Jahr 1873 erschien sein Wörterbuch zur R. gvedasam. hitā, das mit Einschränkungen
bis heute in der Indologie in Benutzung ist. 1876 machte ihn American Oriental Society
zu ihrem Mitglied und im gleichen Jahr erhielt er für seine Arbeit über die indischen
Veden eine Ehrendoktorwürde der Universität Tübingen.
Gegen Ende seines Lebens durfte Graßmann dann aber doch noch erfahren, daß die
ersten Mathematiker begannen sich für seine Gedanken zu interessieren. Zunächst ent-
deckte Hankel Graßmanns „Ausdehnungslehre” und über ihn wurden dann auch Felix
Klein, Alfred Clebsch und Sophus Lie auf Graßmann aufmerksam. Sophus Lie reiste
sogar nach Stettin um mit Graßmann über Pfaffsche Systeme zu diskutieren. Im Jahr
1871 wurde Graßmann dann in Anerkennung seiner mathematischen Arbeiten von der
Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften zum korrespondierenden Mitglied gewählt.
Dieudonné schreibt in seiner Würdigung von Graßmann:
„Against the succession of failures should be pitted all the gifts which he had received
from nature: his indomitable patience and energy, his incredible capacity for work of all
kinds and at top speed, his encyclopaedic curiosity and ability to become proficient in
any subject of his choice, and of course, last but not least, the startling originality of
his mathematical ideas.” Dieudonné (1979)
Graßmann lebte aktiv und glücklich im Kreise seiner Familie und der Stettiner aka-
demischen Gesellschaft. Graßmann leitete in Stettin auch mit Freude einen Chor und
besuchte als Freimaurer regelmäßig die Stettiner Loge. Er hatte mit seiner Frau Marie
Therese Knappe 11 Kinder, von denen 4 Kinder früh starben. Da er sich sehr um seine
Familie kümmmerte, es wird von regelmäßigen Lese- und Musikabenden berichtet, ist es
nicht verwunderlich, daß auch einer seiner Söhne, Hermann Ernst Graßmann der Jün-
gere (1857-1922), ebenfalls Mathematiker wurde, der dann an der Universität Gießen
lehrte und sich für das mathematische Erbe seines Vaters engagierte.
[Quellen: de.wikipedia: Hermann_Graßmann, The Tragedy of Grassmann by Dieudonné
(1979)]

27.2 Graßmann-Algebren

Die Definition und Grundlagen von allgemeinen Algebren stellen wir im folgenden Kapi-
tel über Clifford-Algebren (28) dar. Bezüglich der Graßmann-Algebren folgen wir Kalka
u. Soff (1997), S. 116 ff., und Nakahara (2003), S. 40 ff. Aber weshalb interessieren sich
Physiker überhaupt für Graßmann-Algebren?
Clifford Algebren und ihre Darstellungen werden in der Physik bei der Beschreibung von
Ferminonen verwendet, insb. stellen die Diracschen γ-Matrizen eine Darstellung einer
speziellen Clifford-Algebra dar. Wenn man nun eine klassische fermionische Lagrange-
Funktion zur Anwendung in einem Pfadintegral konstruieren möchte, dann benötigt
man dazu antikommutierende Zahlen - und dies sind gerade die Graßmann-Zahlen.

https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Gra%C3%9Fmann
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Definition 27.2.1 Eine Graßmann-Algebra Λn ist eine assoziative Algebra über C mit
Einselement, die von n Generatoren {ζ1, . . . , ζn} erzeugt wird, welche antikommutieren,
d.h.

{ζi, ζj} ..= ζiζj + ζjζi = 0 , für 1 ≤ i, j ≤ n . (27.2.1)

Λn ist als Algebra ja zugleich ein Vektorraum über C und die Elemente

{1, ζi, ζiζj, . . . , ζ1ζ2 · · · ζn}

alle Indizes in einem Produkt verschieden und nach Größe geordnet, also i < j .

bilden eine Basis. Die Dimension dim Λn = 2n, denn in einem beliebigen Basiselement
kann jedes θi genau 0 oder 1 mal vorkommen. Ein beliebiges Element von f ∈ Λn heißt
Graßmann-Zahl, oder Superzahl, und wird in dieser Basis dargestellt als

f(~ζ) = f01 +
n∑
i=1

fiζi +
n∑

i1<i2

fi1i2ζi1ζi2 + . . .+ f12...nζ1ζ2 · · · ζn (27.2.2)

= f01 + 1
1!

n∑
i=1

fiζi + 1
2!

n∑
i1,i2j

fi1i2ζi1ζi2 + . . .+ 1
n!

n∑
i1,i2,...,in

fi1i2...inζi1ζi2 · · · ζin

(27.2.3)

mit antisymmetrischen Koeffizienten f0, fi, fi1i2 , . . . , fi1i2...in ∈ C, und kann also als eine
Funktion der ζi, bzw. als Taylorentwicklung einer Funktion von ζi interpretiert werden.
Sei etwa n = 1, dann ist

eζ = 1 + ζ , wegen ζ · ζ = 0 . (27.2.4)

In Λn kann man eine Z2-Graduierung einführen, indem man Λn in die Unterräume mit
einer geraden Anzahl von ζi und einer ungeraden Anzahl von ζi zerlegt:

Λn = Λn
+ ⊕ Λn

− . (27.2.5)

Allerdings ist nur Λn
+ eine Unteralgebra von Λn. Die Elemente von Λn

+ kommutieren mit
allen Graßmann-Zahlen und heißen deshalb zusammen mit den kommutierenden Zahlen
aus C c-Zahlen, wogegen die antikommutierenden Zahlen aus Λn

− a-Zahlen heißen.

Man definiert nun eine komplexe Konjugation auf Λn durch

ζi1ζi2 · · · ζik ..= ζik · · · ζi2ζi1 . (27.2.6)

Insbesondere folgt daraus, daß die Generatoren ζi bzgl. dieser komplexen Konjugation
’reell’ sind und Paare von Generatoren ζiζj = ζjζi = −ζiζj stets ’imaginär’, bzw. in der
Form iζiζj = −iζjζi = iζiζj stets ’reell’.
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In der Physik wählt man aber gerne bei geradzahligem n einen alternativen Satz von
Generatoren für Λn aus, die konjugiert komplex zueinander sind:

θi ..= ζ2i−1 + iζ2i , θi ..= ζ2i−1 − iζ2i , 1 ≤ i ≤ n

2 . (27.2.7)

Damit gilt dann

θi1θi2 · · · θik = θik · · · θi2 · θi1 . (27.2.8)

Auch kann man eine Differentiation und eine Integration von Graßmann-Zahlen defi-
nieren. Da wegen der Antikommutativität die Reihenfolge der Operationen eine Rolle
spielt, definieren wir hier die Differentiation und die Integration von links.

Definition 27.2.2 Es gelte:

∂

θi
θj ..= δij ,

∂

θi
1 ..= 0 . (27.2.9)

Der Differentialoperator ∂
θi

möge außerdem mit θj antikommutieren, d.h. es gelte die
folgende Leibniz-Regel:

∂

θi
(θjθk) ..= ( ∂

θi
θj)θk − θj(

∂

θi
θk) = δijθk − δikθj . (27.2.10)

Analog wird das bestimmte Integral über Graßmannfunktionen als die Umkehrung der
Differentiation definiert. Man verlangt, daß die Integration der Ableitung einer Graß-
mannfunktion nur einen Oberflächenterm ergibt, der Null gesetzt wird, daß die Ablei-
tung eines bestimmten Integrals auch Null ergibt und daß Konstante aus dem Integral
herausgezogen werden können, also:∫

dθ
∂

∂θ
f(θ) ..= 0 , ∂

∂θ

∫
dθ f(θ) ..= 0 , (27.2.11)

∫
dθ f(θ)g(θ) ..= f(θ)

∫
dθ g(θ) , falls f(θ) konstant ist, d.h. ∂

∂θ
f(θ) = 0 .

(27.2.12)

Diese Forderungen werden gerade erfüllt, wenn man die Integration als identisch zur
Differentiation definiert! ∫

dθ f(θ) ..= ∂

∂θ
f(θ) . (27.2.13)

Der Hintegrund hierfür ist die Idempotenz der Graßmann-Generatoren und daraus fol-
gend die Idempotenz der Differentiation

θ2
i = 0 , ⇒ ∂2

∂θ2
i

= 0 . (27.2.14)
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Aus der Definition der Integration folgt also sofort∫
dθ =

∫
dθ 1 = ∂

∂θ
1 = 0 ,

∫
dθ = ∂θ

∂θ
= 1 . (27.2.15)

Etwas gewöhnungsbedürftig ist die Regel für die Änderung der Integrationsvariablen.
Für gewöhnliche c-Zahlen x, x′, a ∈ C gilt ja mit x = ax′:∫

dx f(x) = a

∫
dx′ f(x′) .

Dagegen folgt für Graßman-Zahlen θ, θ′ und a ∈ C mit θ = aθ′:∫
dθ f(θ) = ∂

∂θ
f(θ) = 1

a

∂

∂θ′
f(aθ′) = 1

a

∫
dθ′ f(aθ′) . (27.2.16)

Für Mehrfachintegrale ergibt sich entsprechend mit ~θ = a~θ′, d.h. mit θi =
∑

j aijθ
′
j :∫

dθ1 · · · dθn f(~θ) = ∂

∂θ1
· · · ∂

∂θn
f(~θ)

=
n∑

k1,...,kn=0

∂θ′k1

∂θ1
· · ·

∂θ′kn
∂θn

∂

∂θ′k1

· · · ∂

∂θ′kn
f(a~θ′)

=
n∑

k1,...,kn=0

(a−1)k11 · · · (a−1)knn
∂

∂θ′k1

· · · ∂

∂θ′kn
f(a~θ′)

=
n∑

k1,...,kn=0

(a−1)k11 · · · (a−1)knn εk1...kn

∂

∂θ′1
· · · ∂

∂θ′n
f(a~θ′)

= det(a−1) ∂

∂θ′1
· · · ∂

∂θ′n
f(a~θ′)

= 1
det(a)

∫
dθ′1 · · · dθ′n f(a~θ′) . (27.2.17)





28 Clifford-Algebren

28.1 William Kingdon Clifford (1845-1879)

Abbildung 28.1: W.K. Clifford
PD.

[https://de.wikipedia.org/wiki/
William_Kingdon_Clifford]

William Kingdon Clifford war ein bedeuten-
der englischer Mathematiker und Philosoph.
Er wurde in Exteter, Devon in England ge-
boren und war ein hochbegabter Schüler. Clif-
ford begann sein Studium der Mathematik am
College London bereits im Jahr 1860, mit 15
Jahren, und setzte es ab 1863 am Trinity Col-
lege in Cambridge fort. Im Jahr 1871, mit
nur 26 Jahren, wurde er Professor für Ma-
thematik und Mechanik am University Col-
lege London und drei Jahre später Fellow of
the Royal Society. Im Jahr 1876 erlitt er einen
ersten gesundheitlichen Zusammenbruch und
reiste zur Erholung nach Algerien und Spani-
en. Man vermutet als Grund für Cliffords Zu-
sammenbruch eine chronische Überarbeitung -
tagsüber erledigte er all seine beruflichen Ver-
pflichten und die Nächte hindurch arbeitete
er an seinen Forschungen. 1878 kehrte er kurz
nach England zurück, brach seine dortigen Ar-
beiten aber erneut ab und ging zur Genesung
wiederum in den Süden, wo er mit nur 33 Jah-
ren auf Madeira verstarb. Die meisten seiner Werke wurde posthum veröffentlicht. Die
Titelseite seiner gesammelten Schriften trägt den Satz: „If he had lived we might have
known something.”

Clifford war von Riemanns Habilitationsvortrag aus dem Jahr 1854 „Über die Hypothe-
sen welche der Geometrie zu Grunde liegen” so beeindruckt, daß er 1870 in der Cam-
bridge Philosophical Society darüber referierte (publiziert 1876) und 1873 eine englische
Übersetzung von Riemanns Arbeit in Natue veröffentlichte. Er äußerte bereits bei die-
sen Gelegenheiten die Vermutung, daß der physikalische Raum durch die Gravitation
gekrümmt sein könne - 40 Jahre vor Einstein! Im Jahr 1878, ein Jahr vor seinem frühen
Tod, publizierte Clifford eine Verallgemeinerung der Graßmann-Algebra, die heute sog.
Clifford-Algebra, mit welcher er zu seiner Freude auch die 1843 von Hamilton gefunde-
nen Quaternionen beschreiben und verallgemeinern konnte.
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[Quellen: en.wikipedia: William_Kingdon_Clifford, und insb. der schöne Artikel von
O’Connor u. Robertson (2019) auf MacTutor].
Élie Cartan (1869 - 1951) beschäftigte sich intensiv mit den Gedanken von Graßmann
und Clifford. Seinen Differentialformen-Kalkül baute auf dem Äußeren Produkt von
Graßmann auf und bereits im Jahr 1908 fand er die 8-Periodizität der reellen Clifford-
Algebren. Diese Einsicht ging der Wissenschaftsgemeinschaft wieder verloren und wurde
erst zu Beginn der 1960’er Jahre erneut von Bott entdeckt. Daher beginnt die moderne
Beschäftigung mit Clifford-Algebren mit der berühmten Arbeit von Atiyah, Bott und
Shapiro (Atiyah u. a. (1964)).

28.2 Einführung in die Clifford-Algebren

Clifford-Algebren, Clifford-Gruppen und deren Untergruppen, speziell die Spin-Gruppen,
spielen heute ein bedeutende Rolle in der physikalischen Beschreibung von Fermionen,
insb. stellen die Diracschen γ-Matrizen eine Darstellung einer speziellen Clifford-Algebra
dar.
In dieser kleinen Einführung folgen wir Atiyah u. a. (1964), S. 3-11, Gallier (2014),
Choquet-Bruhat u. DeWitt-Morette (1989), S. 6-39, Zeidler (2011), Kapitel 2, S. 115
ff., und Jost (2009), S. 50 ff.. Die mathematisch ausführliche Vorlesung von Fritzsche
(2003) und die schönen Bücher von Lawson u. Michelsohn (1989) und Friedrich (1997)
helfen immer dann weiter, wenn die mitunter etwas leichtfertigen Darstellungen der
Physiker zu mehr Fragen als Antworten führen :-)
Seien K ∈ {R,C} und V ein K-Vektorraum und v ∈ V und i : V → A eine Einbettung
von V in eine K-Algebra A und sei Q : V → K eine quadratische Form, dann gilt für
eine Graßmann-Algebra

i(v)⊗ i(v) = 0A , (28.2.1)

und es gilt für eine Clifford-Algebra

i(v)⊗ i(v) = Q(v)1A . (28.2.2)

Eine Clifford-Algebra kann also als eine Quantisierung einer Graßmann-Algebra ver-
standen werden.
Nun zu den exakten Definitionen.

Definition 28.2.1 Eine K-Algebra A mit K ∈ {R,C} ist eine Menge A mit den fol-
genden Eigenschaften:

1. A ist ein linearer Raum über K,
2. es existiert ein Produkt als eine bilineare Abbildung B : A× A→ A,

häufig schreibt man dieses Produkt B(X, Y ) für X, Y ∈ A auch als X ∨ Y , oder
X ⊗ Y , oder X · Y , oder einfach als XY .

https://en.wikipedia.org/wiki/William_Kingdon_Clifford
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Wenn das Produkt assoziativ ist, d.h. (XY )Z = X(Y Z), spricht man von einer asso-
ziativen Algebra.
Wenn das Produkt kommutativ ist, d.h. XY = Y X, spricht man von einer kommutati-
ven Algebra.
Wenn A 6= ∅ ist und es für das Produkt ein Einselement 1A ∈ A gibt spricht man von
einer unitären Algebra.

Und dann gibt es häufig lineare Abbildungen zwischen Algebren, welche die multipli-
kative Struktur erhalten.

Definition 28.2.2 Seien A und B zwei Algebren und m : A → B eine lineare Abbil-
dung mit

m(XY ) = m(X)m(Y ) für X, Y ∈ A

dann heißt die Abbildung m ein Algebra-Homomorphismus, bzw. wenn m bijektiv ist,
ein Algebra-Isomorphismus.

Definition 28.2.3 Sei V ein linearer Vektorraum über K ∈ {R,C}. Die Tensor-
Algebra ⊗(V ) ist definiert als

⊗(V ) ..= vspan{1⊗(V ) ⊕i≥1 (V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
i fach

)} , (28.2.3)

d.h. sie besteht aus endlichen Summen von Elementen der Form

a0 1⊗(V ) +
∑
i≥1

ai(v1 ⊗ . . .⊗ vni) mit ai ∈ K . (28.2.4)

Das unten dargestellte kommutative Diagramm zum Tensor-Produkt illustriert eine sog.
Universalitäts-Eigenschaft, daß also eine Tensor-Algebra isomorph zu einer allgemeinen
K-Algebra ist.

Lemma 28.2.4 Für die 3 endlich-dimensionalen und ansonst beliebigen linearen Räu-
me X, Y, Z über dem Körper K ∈ {R,C} und die kanonische bilineare Abbildung β
gilt:

1. wenn L : X ⊗ Y → Z linear und das Diagramm kommutativ ist, dann ist auch
B : X × Y → Z bilinear;

2. wenn B : X×Y → Z bilinear ist, dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung L :
X ⊗ Y → Z, so daß das Diagramm kommutativ ist, d.h. jede bilineare Abbildung
B in einen linearen Raum Z kann verstanden werden als B = L ◦ β, als Produkt
der kanonischen Abbildung β und einer linearen Abbildung L.

3. L : X ⊗ Y → Z ist ein linearer Isomorphismus.
Diese Aussagen bleiben bei Verwendung einer Hamel-Basis auch richtig für unendlich-
dimensionale lineare Räume X, Y, Z, siehe Zeidler (2011), S. 152 und S. 314, was wir
aber hier nicht beweisen werden.
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X×Y

β
��

B
// Z

X⊗Y
L

==

Beweis: 1. β ist die kanonische Abbildung β : X × Y → X ⊗ Y und ist also bilinear,
L : X ⊗ Y → Z ist linear, in X ⊗ Y gilt Distributivität x ⊗ (y + z) = x ⊗ y + x ⊗ z,
wegen der Kommutativität des Diagramms ist B = L ◦ β und damit B bilinear.
2. seien {e1, . . . , em} ∈ X und {ê1, . . . , ên} ∈ Y Basen von X und Y , und
x ..=

∑m
i=1 x

iei ∈ X und y ..=
∑n

j=1 y
j êj ∈ Y , dann kann man L definieren als

L(aijei ⊗ êj) ..= aijB(ei, êj) ⇒

(L ◦ β)(x, y) = L(x⊗ y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

L(xiyjei ⊗ êj)

=
m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjB(ei, êj) = B(x, y) .

Und aus der Definition von L über der Basis {ei ⊗ êj ∈ X ⊗ Y | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}
folgt auch die Eindeutigkeit von L.
3. seien β, B und L die obigen Abbildungen, dann führen wir mit L′ : Z → X ⊗ Y
eine weitere Abbildung ein, für diese gilt dann β = L′ ◦ B = L′ ◦ L ◦ β und damit
L′ = L−1, also ist L ein linearer Isomorphismus. Dies beleuchtet die Bezeichnung, daß
die Tensor-Algebra universell ist, d.h. isomorph zu jeder anderen K-Algebra. 2

Ein spezieller Typ von Unteralgebren kommt häufig vor, sog. Ideale I, oder invariante
Unteralgebren.

Definition 28.2.6 Eine Teilmenge B ⊆ A einer Algebra A heißt Unteralgebra, wenn
mit X, Y ∈ B und a, b ∈ K auch aX + bY ∈ B und XY ∈ B liegen.
Eine Unteralgebra I ⊆ A heißt Linksideal, bzw. Rechtsideal, bzw. zweiseitiges Ideal (oder
kurz Ideal), wenn I eine invariante Unteralgebra ist, d.h. wenn mit X ∈ I und Y, Z ∈ A
gilt: Y X ∈ I, bzw. XY ∈ I, bzw. Y XZ ∈ I.

Den Sinn der Konstruktion eines Ideals I ⊆ A und des zugehörigen Quotientenraums
A/I wird vielleicht folgendermaßen anschaulicher. Sei B ⊆ A eine nichtleere Teilmenge
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von A, dann ist das von B erzeugte Ideal I gerade jene Teilmenge von A deren Elemente
alle 0 werden, wenn B = ∅ gesetzt wird, und A/I ist jene Teilmenge von A, aus der alle
Elemente von I herausdividiert werden. Das Standard-Beispiel ist A = Z: sei also etwa
B = {n}, dann ist das von B erzeugte Ideal gerade I = nZ und

A/I = Z/nZ = Zn = {1, . . . , n− 1} . (28.2.5)

Wenn u, v ∈ A sind, dann ist die Bedingung (u − v) ∈ I eine Äquivalenzrelation und
man schreibt u ∼ v. Diese Äquivalenzrelation führt in A zu disjunkten Äquivalenz-
klassen, also im Falle unseres Beispiels A = Z, B = {n} und I = nZ zu den Klassen
[1], [2], . . . , [n− 1], wobei für die Klasse [k] = {k + nZ} gilt. Die Menge dieser Äquiva-
lenzklassen ist isomorph zur Quotientenalgebra A/I. Die Abbildung von A nach A/I
ist ein surjektiver Homomorphismus π : A→ A/I und hat gerade den Kern ker(π) = I.
Mittels dieses Homomorphismus π hat A/I alle algebraischen Strukturelemente von A
geerbt.

Ein anderes Standardbeispiel ist der reelle Polynomring R[x] mit der Nebenbedingung
x2 = −1. Dieses Beispiel stammt aus Zeidler (2011), S. 174 ff., und geht ursprünglich
auf einen Gedanken von Cauchy zurück.

Definition 28.2.7 Der Polynomring R[x] ist die Menge aller Polynome mit dem Er-
zeuger x und mit endlich vielen von Null verschiedenen Koeffizienten ai ∈ R, ai 6= 0,
i ∈ N0 und mit den folgenden Operationen der Addition und Multiplikation. Seien also
u(x), v(x) ∈ R[x] mit

u(x) ..=
n∑
i=0

aix
i , v(x) ..=

n∑
i=0

bix
i . (28.2.6)

(u+ v)(x) ..=
n∑
i=0

(ai + bi)xi , (28.2.7)

uv(x) ..=
i+j=2n∑
i,j

i+j=0

aibjx
i+j . (28.2.8)

Sei nun in einem solchen Polynomring R[x] die Menge B = {1 + x2}, Dann erzeugt
dieses B das folgende Ideal I = {(1 +x2)v(x) | v(x) ∈ R[x]}. Zwei Polynome u, v ∈ R[x]
seien also äquivalent, d.h. u ∼ v, wenn gilt u(x) − v(x) ∈ I. Damit ist (1 + x2) ∼ 0,
d.h. [(1 + x2)] = [0], und damit folgt [x2] = [x]2 = −1, bzw. [x] = i. So hatte Cauchy,
angeregt durch Arbeiten von Gauß, die komplexen Zahlen eingeführt.

Auf die gleiche Weise kann man eine allgemeine Clifford-Algebra im Raum einer allge-
meinen Tensoralgebra ⊗(V ) über einem Vektorraum V definieren.
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Definition 28.2.8 1. Eine Clifford-Algebra Cl(V,Q) ist eine unitäre, assoziative K-
Algebra über einem Vektorraum V mit einer quadratischen Form Q : V → K und einer
Einbettung i : V → Cl(V,Q), so daß mit v ∈ V für die Elemente von Cl(V,Q) gilt:

i(v)⊗ i(v)−Q(v)1Cl(V,Q) = 0 . (28.2.9)

2. Wenn man mit einer Tensor-Algebra ⊗(V ) startet und mit einer Einbettung i : V →
⊗(V ), die wegen der oben gezeigten Universalität ja isomorph mit einer allgemeinen
unitären, assoziativen K-Algebra ist, und wenn B die Clifford-Bedingung ist

B ..= {v | v ∈ V, i(v)⊗ i(v)−Q(v)1⊗(V ) = 0} , (28.2.10)

und I das von B erzeugte Ideal in ⊗(V ) ist, dann kann man die Clifford-Algebra als
die folgende Quotientenmenge definieren:

Cl(V,Q) ..= ⊗(V )/I . (28.2.11)

3. Statt der quadratischen Form Q : V → K kann man auch eine symmetrische Biline-
arform g : V × V → K mit g(u, u) ..= Q(u) verwenden:

2g(u, v)1⊗(V ) = (Q(u+ v)−Q(u)−Q(v))1⊗(V )

= i(u+ v)i(u+ v)− i(u)i(u)− i(v)i(v) .

= i(u)i(v) + i(v)i(u) =.. {i(u)i(v)} . (28.2.12)

4. Wenn jetzt K = R und V damit also ein reeller Vektorraum ist, und wenn es in V
ein pseudoeuklidisches Skalarprodukt g gibt, das unter der Gruppe O(p, q) invariant ist,
dann kann man mit einer bzgl. g orthogonalen Basis {e1, . . . , en} von V auch schreiben:

gab ..= g(ea, eb) =


+1 für a = b ∈ {1, . . . , p} ;
−1 für a = b ∈ {p+ 1, . . . , n} ;

0 für a 6= b .

(28.2.13)

Mit q ..= n− p bezeichnet man dann die Clifford-Algebra als

Cl(p, q) ..= Cl(V,Q) . (28.2.14)

5. Da es etwas lästig ist bei jedem i(v), bzw. i(ea), die Einbettung i : V → Cl(V,Q)
explizit zu erwähnen, folgen wir hier der bei mathematischen Physikerinnen beliebten
Schreibweise (siehe Choquet-Bruhat u. DeWitt-Morette (1989), S. 7):

γa ..= i(ea) , (28.2.15)

womit die definierende Gleichung für die Clifford-Algebra jetzt diese Gestalt annimmt:

γaγa − gaa 1Cl(V,Q) = 0 , bzw. (28.2.16)
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{γa, γb} − 2gab 1Cl(V,Q) = 0 . (28.2.17)

In Matrix-Darstellungen einer Clifford-Algebra verwenden wir in diesem Kapitel zur
Bezeichnung der Gamma-Matrizen den Fettdruck, also γγγa.
6. Gelegentlich macht es Sinn, einzelne Unterräume von Cl(V,Q) zu betrachten, die
durch die k-fachen Produkte γa1 ·. . .·γak aufgespannt werden und als Clk(V,Q) bezeichnet
werden. Hierbei ist z.B.

Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V . (28.2.18)

Anmerkung: Manchmal sieht man in der Literatur statt der definierenden Gleichung
i(v)⊗i(v)−Q(v)1Cl(V,Q) = 0 auch die Formulierung v2−Q(v) = 0; hierbei ist dann nicht
eindeutig klar, daß das Produkt in v2 das Produkt von Cl(V,Q) ist und Q : V → K in
Cl(V,Q) eingebettet werden muß, damit diese Gleichung Sinn ergibt.
Mit g(ea, eb) ≡ 0 folgt {γa, γb} = γaγb + γbγa = 0, und die hierdurch generierte Clifford-
Algebra ist dann gerade die Graßmann-Algebra, siehe das vorangegangene Kapitel (27).
Wenn {e1, . . . , en} ∈ V eine Orthogonalbasis bzgl. g in V ist, dann kann man hieraus
eine Basis von Cl(V,Q) (als einem Vektorraum) konstruieren. Diese Basis von Cl(V,Q)
besteht aus allen geordneten Produkten der Form γ1 . . . γk . . . γn mit 1 ≤ k ≤ n, wobei
jedes γk im Produkt nullmal oder einmal vorkommt:

{γi11 · · · γinn |mit ik ∈ {0, 1} für 1 ≤ k ≤ n }

={γ1, . . . , γn, γ1γ2, . . . , γn−1γn, . . . , . . . , γ1 · · · γn} . (28.2.19)

Damit ergibt sich als Vektorraum-Dimension der Clifford-Algebra dimCl(V,Q) = 2n.

28.3 Struktur und 8-Periodizität

Die reellen Clifford-Algebren Cl(p, q) lassen sich rekursiv aufbauen. Dazu benötig man
die explizite Form der niedrigdimensionalen Clifford-Algebren. Um die obige Einbettung
i : V → Cl(V,Q) von der imaginären Einheit i mit i2 = −1 zu unterscheiden schreiben
wir im folgenden die imaginäre Einheit als i. Sei K = R, dann gilt:

1. Cl(0, 0) ≈ R , (28.3.1)

denn sei V ein 0-dimensionaler Vektorraum, dann ist Cl(0, 0) = R1Cl(0,0) = Rγ0.

2. Cl(1, 0) ≈ R⊕ R , (28.3.2)

denn sei V = R ein 1-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {e1} und der euklidischen
Standardmetrik g mit g(e1, e1) = 1. Damit ist Cl(1, 0) = R1Cl(1,0) + Rγ1 ≈ R⊕ R.

3. Cl(0, 1) ≈ C , (28.3.3)
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denn sei V = R ein 1-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {e1} und der euklidischen
Standardmetrik g mit g(e1, e1) = −1 = i2 und also e1 = i. Damit ist
Cl(0, 1) = R1Cl(0,1) + Rγ1 ≈ R⊕ Ri = C.

4. Cl(2, 0) ≈M2(R) , der Vektorraum der reellen 2×2 Matrizen , (28.3.4)

denn sei V = R2 ein 2-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {e1, e2}, dann besteht
die Basis von Cl(2, 0) aus

{γ0 = 1Cl(2,0), γ1 = i(e1), γ2 = i(e2), γ1γ2 = i(e1)i(e2)} mit γ1γ1 = γ2γ2 = 1Cl(2,0) .

Mittels der Pauli-Matrizen kann man eine Basis im Vektorraum M2(R) konstruieren:

σ0 = 1M2(R) , σ1 ..=
(

0 1
1 0

)
, σ2 ..=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ..=

(
1 0
0 −1

)
.

Für den Antikommutator von σi und σj gilt {σi, σj} = 2δij 1M2(R) und für die Quadrate
folgt σ2

0 = σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = 1M2(R). Dann liefert die Abbildung

γ0 7→ σ0, γ1 7→ σ1, γ2 7→ σ3, γ1γ2 7→ σ1σ3 = iσ2

einen reellen Isomorphismus von Cl(2, 0) in den Raum der reellen 2×2 MatrizenM2(R).

5. Cl(1, 1) ≈M2(R) , der Vektorraum der reellen 2×2 Matrizen, (28.3.5)

denn sei V = R2 ein 2-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {e1, e2}, dann besteht
die Basis von Cl(1, 1) aus

{γ0 = 1Cl(1,1), γ1 = i(e1), γ2 = i(e2), γ1γ2 = i(e1)i(e2)} mit γ1γ1 = −γ2γ2 = 1Cl(1,1) .

Mittels der Pauli-Matrizen kann man wie oben eine Basis im Vektorraum M2(R) kon-
struieren. Dann liefert die Abbildung

γ0 7→ σ0, γ1 7→ σ1, γ2 7→ iσ2, γ1γ2 7→ σ1iσ2 = −σ3

einen reellen Isomorphismus von Cl(1, 1) in den Raum der reellen 2×2 MatrizenM2(R).

6. Cl(0, 2) ≈ H , der Vektorraum der Quaternionen . (28.3.6)

Die von Hamilton im Jahr 1843 gefundenen Quaternionen verallgemeinern die komple-
xen Zahlen. Sie enthalten die drei ’komplexen’ Einheiten i, j, k mit

i2 = j2 = k2 = −1 und ij = −ji = k , jk = −kj = i , ki = −ik = j .

Sei V = R2 ein 2-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {e1, e2}, dann besteht die
Basis von Cl(0, 2) aus

{γ0 = 1Cl(0,2), γ1 = i(e1), γ2 = i(e2), γ1γ2 = i(e1)i(e2)} mit γ1γ1 = γ2γ2 = −1Cl(0,2) .
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Die Abbildung

γ0 7→ 1H, γ1 7→ i, γ2 7→ j, γ1γ2 7→ ij = k

liefert dann einen Isomorphismus von Cl(0, 2) in die Algebra H der Quaternionen.
Man kann aber auch einen Isomorphismus von Cl(0, 2) in eine Matrix-Darstellung der
Algebra H mittels der Pauli-Matrizen konstruieren. Dies liefert gerade die Abbildung

γ0 7→ σ0, γ1 7→ iσ1, γ2 7→ iσ2, γ1γ2 7→ iσ1iσ2 = −iσ3 .

Hiermit hat man also eine Darstellung von H in M2(C) konstruiert, d.h. im Raum der
komplexen 2× 2 Matrizen.

Nun soll die 8-Periodizität der reellen Clifford-Algebren gezeigt werde. Diese hatte ja
bereits Élie Cartan im Jahr 1908 gefunden und war schließlich von Bott zu Beginn der
1960’er Jahre neu entdeckt worden. Wir folgen Gallier (2014), S. 33 ff., jedoch wiederum
in unseren Bezeichnungen.

Lemma 28.3.1
1. Cl(0, n+ 2) ≈ Cl(n, 0)⊗ Cl(0, 2) , (28.3.7)

2. Cl(n+ 2, 0) ≈ Cl(0, n)⊗ Cl(2, 0) , (28.3.8)

3. Cl(p+ 1, q + 1) ≈ Cl(p, q)⊗ Cl(1, 1) . (28.3.9)

Beweis: 1. Seien v ∈ V = Rn+2 und Q(v) = g(v, v) = −||v||2 die euklidische Stan-
dardnorm. Seien weiter {e1, . . . , en+2} eine Orthonormalbasis von V und {γ′1, . . . , γ′n}
Generatoren von Cl(n, 0) und {γ′′1 , γ′′2} Generatoren von Cl(0, 2). Sei iV eine Einbettung
iV : V → Cl(n, 0)⊗ Cl(0, 2) mit

iV (ei) ..=
{
γ′i ⊗ γ′′1γ′′2 für 1 ≤ i ≤ n ,

1Cl(n,0) ⊗ γ′′i−n für n+ 1 ≤ i ≤ n+ 2 .

Damit und mit γ′iγ′j = −γ′jγ′i für i 6= j, (γ′i)2 = 1Cl(n,0), γ′′1γ′′2 = −γ′′2γ′′1 ,
(γ′′1 )2 = (γ′′2 )2 = −1Cl(0,2) folgt:

für 1 ≤ i, j ≤ n : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= (γ′i ⊗ γ′′1γ′′2 )(γ′j ⊗ γ′′1γ′′2 ) + (γ′j ⊗ γ′′1γ′′2 )(γ′i ⊗ γ′′1γ′′2 )

= (γ′iγ′j + γ′jγ
′
i)⊗ (γ′′1γ′′2 )2

= −2δij 1Cl(n,0) ⊗ 1Cl(0,2) ,

für n+ 1 ≤ i, j ≤ n+ 2 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)
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= 1Cl(n,0) ⊗ (γ′′i−nγ′′j−n + γ′′j−nγ
′′
i−n)

= −2δij 1Cl(n,0) ⊗ 1Cl(0,2) ,

für 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ n+ 2 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= γ′i ⊗ γ′′1γ′′2γ′′j−n + γ′i ⊗ γ′′j−nγ′′1γ′′2

= γ′i ⊗ (−1)γ′′j−nγ′′1γ′′2 + γ′i ⊗ γ′′j−nγ′′1γ′′2 = 0 .

Also gilt für alle v ∈ V

(iV (v))2 = −||v||2 1Cl(n,0) ⊗ 1Cl(0,2) .

Jetzt kann man mit V = Rn+2 mit Q(v) = g(v, v) = −||v||2 die Clifford-Algebra
Cl(0, n + 2) erzeugen und deren Generatoren {γ1, . . . , γn, γn+1, γn+2} auf die Genera-
toren {γ′1, . . . , γ′n, γ′′1 , γ′′2} abbilden. Diese Abbildung ist surjektiv und aus Dimensions-
gründen auch injektiv, also ein Isomorphismus:

dimCl(0, n+ 2) = 2n+2 = 2n · 2 = dimCl(n, 0) · dimCl(0, 2)

= dim(Cl(n, 0)⊗ Cl(0, 2)) .

2. Der Beweis in diesem Fall läuft völlig analog zum Fall 1, jedoch mit positivem Vorzei-
chen von Q(v). Seien v ∈ V = Rn+2 und Q(v) = g(v, v) = +||v||2 die euklidische Stan-
dardnorm. Seien weiter {e1, . . . , en+2} eine Orthonormalbasis von V und {γ′1, . . . , γ′n}
Generatoren von Cl(0, n) und {γ′′1 , γ′′2} Generatoren von Cl(2, 0). Sei iV eine Einbettung
iV : V → Cl(0, n)⊗ Cl(2, 0) mit

iV (ei) ..=
{
γ′i ⊗ γ′′1γ′′2 für 1 ≤ i ≤ n ,

1Cl(0,n) ⊗ γ′′i−n für n+ 1 ≤ i ≤ n+ 2 .

Damit und mit γ′iγ′j = −γ′jγ′i für i 6= j, (γ′i)2 = −1Cl(0,n), γ′′1γ′′2 = −γ′′2γ′′1 ,
(γ′′1 )2 = (γ′′2 )2 = +1Cl(2,0) folgt:

für 1 ≤ i, j ≤ n : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= (γ′i ⊗ γ′′1γ′′2 )(γ′j ⊗ γ′′1γ′′2 ) + (γ′j ⊗ γ′′1γ′′2 )(γ′i ⊗ γ′′1γ′′2 )

= (γ′iγ′j + γ′jγ
′
i)⊗ (γ′′1γ′′2 )2

= +2δij 1Cl(0,n) ⊗ 1Cl(2,0) ,

für n+ 1 ≤ i, j ≤ n+ 2 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= 1Cl(0,n) ⊗ (γ′′i−nγ′′j−n + γ′′j−nγ
′′
i−n)
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= +2δij 1Cl(n,0) ⊗ 1Cl(2,0) ,

für 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ n+ 2 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= γ′i ⊗ γ′′1γ′′2γ′′j−n + γ′i ⊗ γ′′j−nγ′′1γ′′2

= γ′i ⊗ (−1)γ′′j−nγ′′1γ′′2 + γ′i ⊗ γ′′j−nγ′′1γ′′2 = 0 .

Also gilt für alle v ∈ V

(iV (v))2 = +||v||2 1Cl(0,n) ⊗ 1Cl(2,0) .

Jetzt kann man mit V = Rn+2 mit Q(v) = g(v, v) = +||v||2 die Clifford-Algebra
Cl(n + 2, 0) erzeugen und deren Generatoren {γ1, . . . , γn, γn+1, γn+2} auf die Genera-
toren {γ′1, . . . , γ′n, γ′′1 , γ′′2} abbilden. Diese Abbildung ist surjektiv und aus Dimensions-
gründen auch injektiv, also ein Isomorphismus:

dimCl(n+ 2, 0) = 2n+2 = 2n · 2 = dimCl(0, n) · dimCl(2, 0)

= dim(Cl(0, n)⊗ Cl(2, 0)) .

3. Der Beweis in diesem Fall verläuft wiederum ähnlich wie die beiden vorherigen Be-
weise. Seien v ∈ V = Rp+q+2 und Q(v) = g(v, v) = v2

1 +. . .+v2
p+1−v2

p+2−. . .−v2
p+q+2 die

euklidische Standardnorm. Seien weiter {e1, . . . , ep+1, ê1, . . . , êq+1} eine Orthonormalba-
sis von V und {γ′1, . . . , γ′p, γ̂′1, . . . , γ̂′q}Generatoren von Cl(p, q) und {γ′′1 , γ̂′′1}Generatoren
von Cl(1, 1). Sei iV eine Einbettung iV : V → Cl(p, q)⊗ Cl(1, 1) mit

iV (ei) ..=
{
γ′i ⊗ γ′′1 γ̂′′1 für 1 ≤ i ≤ p ,

1Cl(p,q) ⊗ γ′′1 für i = p+ 1 ,

iV (êj) ..=
{
γ̂′j ⊗ γ′′1 γ̂′′1 für 1 ≤ j ≤ q ,

1Cl(p,q) ⊗ γ̂′′1 für j = q + 1 ,

Damit und mit γ′iγ′j = −γ′jγ′i für i 6= j, (γ′i)2 = 1Cl(p,q) für 1 ≤ i ≤ p, (γ′j)2 = −1Cl(p,q)
für 1 ≤ j ≤ q, γ′′1 γ̂′′1 = −γ̂′′1γ′′1 , (γ′′1 )2 = +1Cl(1,1), (γ̂′′1 )2 = −1Cl(1,1) folgt:

für 1 ≤ i, j ≤ p : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= (γ′i ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )(γ′j ⊗ γ′′1 γ̂′′1 ) + (γ′j ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )(γ′i ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )

= (γ′iγ′j + γ′jγ
′
i)⊗ (γ′′1 γ̂′′1 )2

= +2δij 1Cl(p,q) ⊗ 1Cl(1,1) ,

für 1 ≤ i, j ≤ q : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)
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= (γ′iγ′j + γ′jγ
′
i)⊗ (γ′′1 γ̂′′1 )2

= −2δij 1Cl(p,q) ⊗ 1Cl(1,1) ,

für 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q : = {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= (γ′iγ′j + γ′jγ
′
i)⊗ (γ′′1 γ̂′′1 )2 = 0 ,

für i = p+ 1, 1 ≤ j ≤ q : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= (1Cl(p,q) ⊗ γ′′1 )(γ̂′j ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )+

(γ̂′j ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )(1Cl(p,q) ⊗ γ′′1 )

= γ̂′j ⊗ (γ̂′′1 − γ̂′′1 ) = 0 ,

für 1 ≤ i ≤ p, j = q + 1 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= (γ′i ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )(1Cl(p,q) ⊗ γ̂′′1 )+

(1Cl(p,q) ⊗ γ̂′′1 )(γ′i ⊗ γ′′1 γ̂′′1 )

= γ′i ⊗ (−γ′′1 + γ′′1 ) = 0 ,

für i = p+ 1, j = q + 1 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= 1Cl(p,q) ⊗ (γ′′1 γ̂′′1 + γ̂′′1γ
′′
1 ) = 0 ,

für i = p+ 1, j = p+ 1 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= 2(1Cl(p,q) ⊗ γ′′1 )(1Cl(p,q) ⊗ γ′′1 )

= 2(1Cl(p,q) ⊗ 1Cl(1,1)) ,

für i = q + 1, j = q + 1 : {iV (ei), iV (ej)} = iV (ei)iV (ej) + iV (ej)iV (ei)

= 2(1Cl(p,q) ⊗ γ̂′′1 )(1Cl(p,q) ⊗ γ̂′′1 )

= −2(1Cl(p,q) ⊗ 1Cl(1,1)) .

Also gilt für alle v ∈ V

(iV (v))2 = Q(v)1Cl(p,q) ⊗ 1Cl(1,1) .
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Jetzt kann man mit V = Rn+2 mit Q(v) die Clifford-Algebra Cl(p+ 1, q + 1) erzeugen
und deren Generatoren {γ1, . . . , γn, γn+1, γn+2} auf die Generatoren {γ′1, . . . , γ′n, γ′′1 , γ̂′′1}
abbilden. Diese Abbildung ist surjektiv und aus Dimensionsgründen auch injektiv, also
ein Isomorphismus:

dimCl(p+ 1, q + 1) = 2n+2 = 2n · 2 = dimCl(p, q) · dimCl(1, 1)

= dim(Cl(p, q)⊗ Cl(1, 1)) . 2

Wie man gerade eben beim Beweis des 3. Falles im obigen Lemma gesehen hat, kön-
nen Isomorphien zwischen Clifford-Algebren rasch recht unübersichtlich werden. Diese
Situation ruft also nach einer Verallgemeinerung, und hier sind dann Mathematiker
gefragt :-) Wir orientieren uns daher beim folgenden Satz an der mathematisch sorg-
fältig ausgearbeiteten Vorlesung von Fritzsche (2003), und hier speziell an S. 32 ff.
Im Gegensatz zu Fritzsche schreiben wir aus didaktischen Gründen die Einbettungen
der Vektorräume in die Clifford-Algebren explizit hin, auch wenn dadurch die Formeln
etwas schwerfälliger wirken.

Satz 28.3.3 Seien V,Q und V ′, Q′ zwei n-dimensionale Vektorräume mit ihren jewei-
ligen quadratischen Formen, sei V2, Q2 ein 2-dimensionaler Vektorraum mit einer qua-
dratischen Form und mit einer orthonormalen Basis {e1, e2}. Zwischen V ′ und V gebe
es einen Isomorphismus

ϕ : V ′ → V mit Q′ = −Q2(e1)Q2(e2)ϕ∗(Q) .

Seien v′ ∈ V ′ mit j′ : V ′ → Cl(V ′, Q′) und v = ϕ(v′) ∈ V mit j : V → Cl(V,Q) und
w ∈ V2 mit j2 : V2 → Cl(V2, Q2) und mit γ1 = j2(e1), γ2 = j2(e2).
Eine lineare Einbettung

i : V ′ ⊕ V2 → Cl(V2, Q2)⊗ Cl(V,Q) , (28.3.10)

i(v′ + w) ..= (γ1γ2 ⊗ j(ϕ(v′))) + (j2(w)⊗ 1Cl(V,Q)) (28.3.11)

induziert einen Algebra-Isomorphismus

î : Cl(V ′ ⊕ V2, Q
′ +Q2)→ Cl(V2, Q2)⊗ Cl(V,Q) . (28.3.12)

Beweis:
i(v′ + w) · i(v′ + w) = (γ1γ2 ⊗ j(ϕ(v′))) + (j2(w)⊗ 1Cl(V,Q))

· (γ1γ2 ⊗ j(ϕ(v′))) + (j2(w)⊗ 1Cl(V,Q))

= γ1γ2γ1γ2 ⊗ j(v)j(v) + j2(w)j2(w)⊗ 1Cl(V,Q)

+ γ1γ2j2(w)⊗ j(v) + j2(w)γ1γ2 ⊗ j(v) .



626 28 Clifford-Algebren

Mit j2(w) = j2(α1e1 + α2e2) = α1γ1 + α2γ2 folgt

γ1γ2j2(w) + j2(w)γ1γ2 = γ1γ2(α1γ1 + α2γ2) + (α1γ1 + α2γ2)γ1γ2

= −α1γ1γ1γ2 + α2γ1γ2γ2 + α1γ1γ1γ2 − α2γ1γ2γ2

= 0 ,

und damit folgt

i(v′ + w)2 = −Q2(e1)Q2(e2)1Cl(V2,Q2) ⊗ j(v)2 +Q2(w)1Cl(V2,Q2) ⊗ 1Cl(V,Q)

= (−Q2(e1)Q2(e2)Q(v) +Q2(w))1Cl(V2,Q2) ⊗ 1Cl(V,Q)

= (Q′(v′) +Q2(w))1Cl(V2,Q2) ⊗ 1Cl(V,Q)

= (Q′ +Q2)(v′ + w)1Cl(V2,Q2) ⊗ 1Cl(V,Q) .

Wegen der Universalitätseigenschaft der Clifford-Algebren (28.2.4) gibt es einen Homo-
morphismus

î : Cl(V ′ ⊕ V2, Q
′ +Q2)→ Cl(V2, Q2)⊗ Cl(V,Q) .

Im Bild von î sind enthalten:

i(0V ′ + ei) = γi ⊗ 1Cl(V,Q) ,

i(v′ + 0V2) = γ1γ2 ⊗ j(v) ,

i(v′ + 0V2)i(0V ′ + e1)i(0V ′ + e2) = (γ1γ2 ⊗ j(v))(γ1γ2 ⊗ 1Cl(V,Q))

= −Q2(e1)Q2(e2)(1Cl(V2,Q2) ⊗ j(v)) .

Diese Generatoren erzeugen Cl(V2, Q2) ⊗ Cl(V,Q) und damit ist î surjektiv. Sowohl
Cl(V ′ ⊕ V2, Q

′ + Q2) als auch Cl(V2, Q2) ⊗ Cl(V,Q) sind 2n+2-dimensional und damit
ist î ein Isomorphismus. 2

Als Anwendung dieses Satzes soll das folgende Lemma gezeigt werden.

Lemma 28.3.5
Cl(q, p+ 2) ≈ Cl(0, 2)⊗ Cl(p, q) . (28.3.13)

Beweis: Seien V ′ = Rq+p mit Q′(v′) = Q′q,p(v′) = (v′1
2 + . . . + v′q

2 − v′q+1
2 − v′q+p

2)
und V = Rp+q mit Q(v) = Qp,q(v) = (v2

1 + . . . + v2
p − v2

p+1 − v2
p+q) und V2 = R2 mit
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Q2(w) = Q0,2(w) = −w2
1 − w2

2. Die Abbildung ϕ : V ′ → V sei durch die Vertauschung
der p-Komponenten mit den q-Komponenten gegeben, d.h. durch

v =



v1
...
vp

vp+1
...

vp+q


= ϕ(v′) = ϕ(



v′1
...
v′q
v′q+1
...

v′q+p


) =



v′q+1
...

v′q+p
v′1
...
v′q


.

Mit dieser Konstruktion gilt ϕ∗Q = −Q′ und

−Q2(e1)Q2(e2)ϕ∗Q = −(−1)(−1)(−Q′) = Q′ .

Damit sind die Voraussetzungen des obigen Satzes erfüllt und es folgt

Cl(Rq+p+2, Q′q,p+2) ≈ Cl(R2, Q0,2)⊗ Cl(Rp+q, Qp,q) , bzw.

Cl(q, p+ 2) ≈ Cl(0, 2)⊗ Cl(p, q) . 2

Eine Folgerung dieses Lemmas benötigt man zum Beweis der 8-Periodizität. Mit 28.3.9
und 28.3.13 ergibt sich:

Cl(p+ 1, q + 1) ≈ Cl(p, q)⊗ Cl(1, 1) ⇒ Cl(2, 2) ≈ Cl(1, 1)⊗ Cl(1, 1)

≈M2(R)⊗M2(R) ,

Cl(q, p+ 2) ≈ Cl(0, 2)⊗ Cl(p, q) ⇒ Cl(2, 2) ≈ Cl(0, 2)⊗ Cl(0, 2)

≈ H⊗H .

Durch Gleichsetzen dieser beiden Formen für Cl(2, 2) folgt:

H⊗H ≈M2(R)⊗M2(R) = M4(R) . (28.3.14)

Mit all diesen Ergebnissen kann man jetzt den Satz von Élie Cartan und Bott über die
8-Periodizität der reellen Clifford-Algebren beweisen.

Satz 28.3.7 (Élie Cartan und Bott)
Cl(0, n+ 8) ≈ Cl(0, n)⊗ Cl(0, 8) ≈ Cl(0, n)⊗M16(R) , (28.3.15)

Cl(n+ 8, 0) ≈ Cl(n, 0)⊗ Cl(8, 0) ≈ Cl(n, 0)⊗M16(R) . (28.3.16)
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Beweis:
Cl(0, n+ 8) ≈ Cl(n+ 6, 0)⊗ Cl(0, 2) ≈ Cl(0, n+ 4)⊗ Cl(2, 0)⊗ Cl(0, 2)

≈ Cl(n+ 2, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ Cl(2, 0)⊗ Cl(0, 2)

≈ Cl(0, n)⊗ Cl(2, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ Cl(2, 0)⊗ Cl(0, 2)

≈ Cl(0, n)⊗M2(R)⊗H⊗M2(R)⊗H

≈ Cl(0, n)⊗M4(R)⊗M4(R) ≈ Cl(0, n)⊗M16(R) .

Cl(n+ 8, 0) ≈ Cl(0, n+ 6, )⊗ Cl(2, 0) ≈ Cl(n+ 4, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ Cl(2, 0)

≈ Cl(0, n+ 2)⊗ Cl(2, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ Cl(2, 0)

≈ Cl(n, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ Cl(2, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ Cl(2, 0)

≈ Cl(n, 0)⊗H⊗M2(R)⊗H⊗M2(R)

≈ Cl(n, 0)⊗M4(R)⊗M4(R) ≈ Cl(n, 0)⊗M16(R) . 2

Auch für die komplexifizierten Clifford-Algebren gibt es einen Periodizitätssatz.

Satz 28.3.9
ClC(n+ 2) ≈ ClC(n)⊗C Cl

C(2) mit ClC(2) = M2(C) . (28.3.17)

Beweis: Zunächst einmal gilt

ClC(n) = Cl(n, 0)⊗R C = Cl(0, n)⊗R C .

Damit folgt

ClC(n+ 2) = Cl(0, n+ 2)⊗R C = (Cl(n, 0)⊗ Cl(0, 2))⊗R C

= (Cl(n, 0)⊗R C)⊗C (Cl(0, 2)⊗R C)

≈ ClC(n)⊗C (H⊗R C) ≈ ClC(n)⊗C M2(C) . 2

Damit folgt sofort:

ClC(2n) ≈ ClC(2n− 2)⊗C M2(C) ≈ . . . ≈M2n(C) , (28.3.18)

ClC(2n+ 1) ≈ ClC(1)⊗C M2n(C) = (C⊕ C)⊗C M2n(C)

= M2n(C)⊕M2n(C) . (28.3.19)
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28.4 Clifford-, Pin- und Spin-Gruppen

Der nächste Schritt auf demWeg hin zu den für Physiker so interessanten Spin-Gruppen
ist die Einführung von zwei speziellen Abbildungen auf Cl(V,Q):

Definition 28.4.1 Seien v ∈ V und x, y ∈ Cl(V,Q), dann definiert man

α : Cl(V,Q)→ Cl(V,Q) mit α(i(v)) ..= −i(v) , (28.4.1)

t : Cl(V,Q)→ Cl(V,Q) mit t(i(v)) ..= i(v) und t(xy) ..= t(y)t(x) . (28.4.2)

α ist ein Automorphismus und t ein Anti-Automorphismus. Beide Abbildungen sind
Involutionen, d.h.

α ◦ α = 1Cl(V,Q) und t ◦ t = 1Cl(V,Q) . (28.4.3)

Hiermit kann man dann die Clifford Konjugation α◦ t und die Spinor-Norm N definie-
ren:

α ◦ t : Cl(V,Q)→ Cl(V,Q) mit x̄ ..= α(t(x)) , (28.4.4)

N : Cl(V,Q)→ Cl(V,Q) mit N(x) ..= xx̄ . (28.4.5)

α überführt die quadratische Form Q in sich selbst, und damit sind auch das von

B ..= {v | v ∈ V, i(v)⊗ i(v)−Q(v)1⊗(V ) = 0}

erzeugte Ideal I und die Clifford-Algebra

Cl(V,Q) ..= ⊗(V )/I

unter α invariant. Diese Abbildung α gibt nun Anlaß zu einer Z2-Graduierung von
Cl(V,Q):

Cl(V,Q) = Cl0(V,Q)⊕ Cl1(V,Q) mit (28.4.6)

Cli(V,Q) ..= {x ∈ Cl(V,Q) | α(x) = (−1)ix} , (28.4.7)

d.h. zu einer Graduierung in die geraden und ungeraden Anteile von Cl(V,Q). Dabei
bildet Cl0(V,Q) eine Unteralgebra von Cl(V,Q), im Gegensatz zu Cl1(V,Q).
Für die Clifford Konjugation gilt offensichtlich α ◦ t = t ◦ α.
Seien {ea} eine Basis von V , v ∈ V , {γa = i(ea)} die Generatoren von Cl(V,Q) und
x = i(v) dann folgt:

γa1 . . . γak = i(ea1) · · · i(eak) = (−1)ki(eak) · · · i(ea1) = (−1)kγak . . . γa1 , (28.4.8)
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N(γa1 · · · γak) = (−1)kγ2
a1 · · · γ

2
ak

= (−1)kQ(ea1) · · ·Q(eak)1Cl(V,Q) , (28.4.9)

N(x) = N(i(v)) = i(v)i(v) = −
n∑

a,b=1

vai(ea)vbi(eb)

= −
n∑

a,b=1

vaγav
bγb = −

n∑
a=1

(va)2(γa)2 = −
n∑
a=1

(va)2
1Cl(V,Q)

= −
n∑
a=1

(vaea)2
1Cl(V,Q) = −Q(v)1Cl(V,Q) . (28.4.10)

Man sieht hier also, daß N : Cl(V,Q) → Cl(V,Q) eine Erweiterung der quadratischen
Form Q : V → K darstellt.
Nun kann man die sog. Clifford-Gruppe definieren. Allerdings hat Lounesto (2001),
S. 220, darauf hingewiesen, daß diese Gruppe nicht von Clifford stammt, sondern in
den Jahren 1880/1886 von Lipschitz eingeführt wurde, weshalb Lounesto es vorzieht
von der Lipschitz-Gruppe zu sprechen. Zunächst führt man die multiplikative Gruppe
aller invertierbaren Elemente von Cl(V,Q) ein, die man als Cl∗(V,Q) bzeichnet. Diese
Gruppe ist nicht leer, denn mit v ∈ V und Q(v) 6= 0 folgt ja i(v)i(v) = Q(v)1Cl(V,Q) und
somit ist i(v) ∈ Cl∗(V,Q). Nun kann man mittels Cl∗(V,Q) eine adjungierte Darstellung
Ad von Cl(V,Q) definieren, die einen Automorphismus von Cl(V,Q) darstellt:

Adxy ..= xy(x)−1 mit x ∈ Cl∗(V,Q), y ∈ Cl(V,Q) .

Atiyah u. a. (1964) wenden eine adjungierte Darstellung jetzt nicht auf ganz Cl(V,Q)
an, sondern nur auf Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V und haben außerdem diese adjungierte Dar-
stellung etwas modifiziert, um im folgenden Formalismus die Anzahl der auftretenden
Minus-Zeichen zu reduzieren. Man spricht bei ihrer Darstellung von der getwisteten
adjungierten Darstellung ρ, die manchmal auch als Ãd bezeichnet wird:

ρ : Cl∗(V,Q)→ GL(n) , mit n = dim(V ) , (28.4.11)

ρxy ..= α(x)y(x)−1 mit x ∈ Cl∗(V,Q), y ∈ Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V , bzw.

ρxy ..= α(x)i(v)(x)−1 mit x ∈ Cl∗(V,Q), v ∈ V . (28.4.12)

Häufig wird in der Literatur die Einbettung i : V → Cl(V,Q) weggelassen und implizit
vorausgesetzt, da die Muliplikation ja nur in der Clifford-Algebra definiert ist. ρx ist
linear und injektiv und wegen der endlichen Dimension von V also bijektiv und damit
ein Automorphismus. Also ist ρ : Cl∗(V,Q)→ GL(n).

Definition 28.4.2 Eine Clifford-Gruppe ist die folgende Untergruppe von Cl∗(V,Q):

Γ(V,Q) ..= {x ∈ Cl∗(V,Q) | ρxi(v) = α(x)i(v)(x)−1 ∈ i(V ) für v ∈ V } . (28.4.13)
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Wenn man in dieser Definition nur die geraden Anteile von Cl∗(V,Q) berücksichtigt,
dann spricht man von einer speziellen Clifford-Gruppe Γ+(V,Q). Man beachte, daß in
Γ+(V,Q) jetzt α(x) = x ist.

Γ+(V,Q) ..= {x ∈ Cl∗(V,Q) ∩ Cl0(V,Q) | ρxi(v) = xi(v)(x)−1 ∈ i(V ) für v ∈ V } .
(28.4.14)

Mit x ∈ Γ(V,Q) sind auch (x)−1 ∈ Γ(V,Q), α(x) ∈ Γ(V,Q), t(x) ∈ Γ(V,Q) und
x̄ ∈ Γ(V,Q).

Beweis: Mit x ∈ Cl∗(V,Q) ist auch x−1 ∈ Cl∗(V,Q). Außerdem gibt es ein w ∈ V mit
α(x)i(v)(x)−1 = i(w). Damit folgt

i(v) = (α(x))−1i(w)(x−1)−1 = (α(x−1))i(w)(x−1)−1 ⇒ (x)−1 ∈ Γ(V,Q) .

i(w) = −α(i(w)) = −α(α(x))α(i(v))α((x)−1)

= α(α(x))i(v)(α(x))−1 ⇒ α(x) ∈ Γ(V,Q) .

α(x−1) ∈ Γ(V,Q) ⇒ (x)−1i(v)α(x) = i(w) ⇒

i(w) = t(i(w)) = α(t(x))i(v)(t(x))−1 ⇒ t(x) ∈ Γ(V,Q) . 2

Die getwistete adjungierte Darstellung ρx mit x ..= i(u) ∈ i(V ) kann geometrisch
als Spiegelung des Vektors v ∈ V an einer Hyperfläche H senkrecht zu einem Vektor
u verstanden werden, bzw. als eine Spiegelung von y ..= i(v) an einer Hyperfläche
senkrecht zu x = i(u).

uv

s(v)

H

Abbildung 28.2: Spiegelung eines Vektors v an einer Hyperfläche H

Für den gespiegelten Vektor s(v) ∈ V , bzw. für s(y) = s(i(v)) ∈ i(V ) ⊆ Cl(V,Q) gilt
nun:

s(v) = v − 2g(u, v)u
Q(u) bzw. s(y) = y − 2g(u, v)

Q(u) x ,
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mit

(x)2 = Q(u)1Cl(V,Q) , xy + yx = 2g(u, v)1Cl(V,Q) .

Damit folgt:

s(y) = y − 2g(u, v)
Q(u) x = y − 2g(u, v) x

Q(u)

= y − 2g(u, v)(x)−1 = y − (2g(u, v)1Cl(V,Q))x−1

= y − (xy + yx)x−1 = −xyx−1 = α(x)yx−1 = ρxy . (28.4.15)

Zunächst hatten wir die getwistete adjungierte Darstellung definiert als ρ : Cl∗(V,Q)→
GL(n), welche auf Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V mit n = dim(V ) operiert. Da wir hier aber
nur an der Clifford-Gruppe interssiert sind können wir den Definitionsbereich von ρ
einschränken auf ρ : Γ(V,Q) → GL(n). Für den Kern dieser Abbildung gilt nun der
folgende wichtige Satz.

Lemma 28.4.4 Seien K ∈ {R,C} und ρ : Γ(V,Q)→ GL(n), dann ist

ker(ρ) = K∗ 1Cl(V,Q) . (28.4.16)

Beweis: Seien {e1, . . . , en} eine Orthonormalbasis von V und {γ1 = i(e1), . . . , γn =
i(en)} die entsprechenden Erzeugenden von Cl(V,Q). Seien weiter v ∈ V , y = i(v) und
x ∈ Γ(V,Q) ein Element des ker(ρ), d.h. ρx = 1GL(n), womit folgt α(x)yx−1 = y, bzw.
α(x)y = yx. Nun kann man x in seine graduierten Anteile zerlegen:

x = x0 + x1 mit xi ∈ Cli(V,Q) ⇒

x0y = yx0 und − x1y = yx1 .

Wir können nun x0 immer in der folgenden Form darstellen

x0 = a0 + γ1b
1 mit a0 ∈ Cl0(V,Q) , b1 ∈ Cl1(V,Q) ,

so daß γ1 weder in a0 noch in b1 vorkommt. Jetzt kann man y = γ1 setzen und erhält:

x0y = yx0 ⇒ (a0 + γ1b
1)γ1 = γ1(a0 + γ1b

1) ⇒

a0γ1 + γ1b
1γ1 = γ1a

0 + γ1γ1b
1 ⇒ a0γ1 − γ1γ1b

1 = a0γ1 + γ1γ1b
1 ⇒

γ1γ1b
1 = 0 ⇒ Q(e1)1Cl(V,Q) b

1 = 0 ⇒ b1 = 0 .

Also enthält x0 keinen Term mit γ1. Die gleiche Argumentation kann man auch anwen-
den, wenn man x0 in der Form x0 = a0 + γib

i darstellt. Wiederum folgt, daß bi = 0 ist,
und x0 also keinen Term mit γi enthält. Also hat x0 die Form x0 = c1Cl(V,Q).
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Völlig analog können wir nun x1 immer in der folgenden Form darstellen

x1 = a1 + γ1b
0 mit a1 ∈ Cl1(V,Q) , b0 ∈ Cl0(V,Q) ,

so daß γ1 weder in a1 noch in b0 vorkommt. Jetzt kann man y = γ1 setzen und erhält:

−x1y = yx1 ⇒ −(a1 + γ1b
0)γ1 = γ1(a1 + γ1b

0) ⇒

−a1γ1 − γ1b
0γ1 = γ1a

1 + γ1γ1b
0 ⇒ −a1γ1 − γ1γ1b

0 = −a1γ1 + γ1γ1b
0 ⇒

γ1γ1b
0 = 0 ⇒ Q(e1)1Cl(V,Q) b

0 = 0 ⇒ b0 = 0 .

Also enthält x1 keinen Term mit γ1. Die gleiche Argumentation kann man auch an-
wenden, wenn man x1 in der Form x1 = a1 + γib

0 darstellt. Wiederum folgt, daß
b0 = 0 ist, und x1 also keinen Term mit γi enthält. Da aber x1 ∈ Cl1(V,Q) ein unge-
rades Element von Cl(V,Q) ist muß x1 identisch verschwinden. Also hat x die Form
x = x0 = c1Cl(V,Q). 2

Lemma 28.4.6 Sei K ∈ {R,C}, dann induziert die Spinornorm N(x) = xx̄ auf
Γ(V,Q) einen Homomorphismus

N : Γ(V,Q)→ K∗ 1Cl(V,Q) ,

N(xy) = N(x)N(y) für x, y ∈ Γ(V,Q) , und zusätzlich gilt

N(α(x)) = N(x) , N(t(x) = N(x̄) . (28.4.17)

Beweis: Für x ∈ Γ(V,Q) gilt ja α(x)i(v)x−1 = .. y ∈ i(V ) und daher auch y = t(y).
Damit folgt

α(x)i(v)x−1 = t(α(x)i(v)x−1) = (t(x))−1i(v)α(t(x)) ⇒

i(v)α(t(x))x = (t(x))α(x)i(v) = α(α(t(x))x)i(v) .

Mit α(t(x))x = x̄x = N(x̄) folgt

i(v) = α(x̄x)i(v)(x̄x)−1 ⇒ x̄x = N(x̄) ∈ ker(ρ) = K∗ 1Cl(V,Q) .

Nun ist mit x ∈ Γ(V,Q) auch x̄ ∈ Γ(V,Q) und damit folgt
¯̄xx̄ = xx̄ = N(x) ∈ ker(ρ) = K∗ 1Cl(V,Q) .

N(α(x)) = α(x)α(x̄) = α(xx̄) = α(N(x)) = N(x) ,

N(t(x)) = t(x)t(x̄) = t(x̄x) = t(N(x̄)) = N(x̄) .

Seien x, y ∈ Γ(V,Q), dann ist N(x) ein Homomorphismus wegen:

N(xy) = xy(xy) = xyȳx̄ = xN(y)x̄ = N(x)N(y) . (28.4.18)
2
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Lemma 28.4.8
ρ auf Γ(V,Q) läßt die Spinornorm invariant, d.h. ρ(Γ(V,Q)) ⊆ O(V,Q) , mit n =
dim(V ).

Beweis: Seien v 6= 0 ∈ V , i(v) ∈ Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V , dann gilt

N(ρxi(v)) = N(α(x)i(v)(x)−1) = N(α(x))N(i(v))N(x−1)

= N(α(x))N(i(v))(N(x))−1 = N(i(v))

= −Q(v)1Cl(V,Q) ⇒ ρx ∈ O(V,Q) . (28.4.19)
2

Dieses Ergebnis kann auch als eine exakte Sequenz von Homomorphismen dargestellt
werden. Zur Erinnerung: eine Sequenz von Homomorphismen

. . . −→ Ar+1
αr+1−−−→ Ar

αr−−→ Ar−1 −→ . . . . (28.4.20)

heißt exakt, wenn Im(αr+1) = ker(αr) ist. In unserem Zusammenhang ist die entspre-
chende Sequenz:

1 −→ K∗ 1V
i−→ Γ(V,Q) ρ−→ O(V,Q) −→ 1Cl(V,Q) , (28.4.21)

1 −→ K∗ 1V
i−→ Γ+(V,Q) ρ−→ SO(V,Q) −→ 1Cl(V,Q) . (28.4.22)

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, daß Im(i(K∗ 1V )) = K∗ 1Γ(V,Q) = ker(ρ) ist. Da
nun ρ : Γ(V,Q) → O(V,Q) ist, so bleibt noch zu beweisen, daß ρ tatsächlich surjektiv
ist. Jedes Element der orthogonalen Gruppe f ∈ O(V,Q) kann als Produkt von Spie-
gelungen dargestellt werden, also f = s1 ◦ . . . ◦ sk. Oben wurde gezeigt, daß ρxj mit
xj ..= i(uj) ∈ i(V ) ⊆ Γ(V,Q) als Spiegelung sj = ρxj an einer Hyperfläche H senkrecht
zum Vektor xj verstanden werden kann. Das heißt, jedes Element von f ∈ O(V,Q) ist
ein Produkt f = ρx1 ◦ . . . ◦ ρxk = ρx1···xk mit

N(f(i(v))) = N(ρx1···xk(i(v))) = −Q(v)1Cl(V,Q) ,

und damit ist ρ surjektiv.
Im Fall von Γ+(V,Q) argumentiert man folgendermaßen. Sei f ∈ O(V,Q), dann setzt
sich f für uneigentliche Isometrien aus einer ungeraden Anzahl von Spiegelungen f =
s1 ◦ . . . ◦ s2k+1 zusammen. Mit x ∈ Γ+(V,Q) folgt

ρx1···x2k+1 = ρx ⇒ x−1x1 · · ·x2k+1 ∈ ker(ρ) = c1Cl(V,Q) .

Nun ist aber x1 · · ·x2k+1 ungerade und x und x−1 sind gerade und dies ist ein Wi-
derspruch. Also kann ρ keine einzelne Spiegelung enthalten ist daher ein Element von
SO(n). 2

Jetzt kann man die Gruppen Pin(V,Q) und Spin(V,Q) als Untergruppen der Clifford-
Gruppen Γ(V,Q) und Γ+(V,Q) definieren.
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Definition 28.4.11 Eine Pin-Gruppe ist die folgende Untergruppe von Γ(V,Q) mit
n = dim(V ):

Pin(V,Q) ..= {x ∈ Cl∗(V,Q) |

ρxi(v) = α(x)i(v)(x)−1 ∈ i(V ) für v ∈ V und N(x) = ±1 · 1Γ(V,Q)} .
(28.4.23)

Wenn man in dieser Definition nur die geraden Anteile von Cl∗(V,Q) berücksichtigt,
dann spricht man von der Spin-Gruppe. Wiederum ist in Γ+(V,Q) jetzt α(x) = x.

Spin(V,Q) ..= {x ∈ Cl∗(V,Q) ∩ Cl0(V,Q) |

ρxi(v) = xi(v)(x)−1 ∈ i(V ) für v ∈ V und N(x) = ±1 · 1Γ(V,Q)} .
(28.4.24)

Häufig wird auch nur der einfach zusammenhängende Teil von Spin(V,Q) betrachtet:

Spin+(V,Q) ..= {x ∈ Cl∗(V,Q) ∩ Cl0(V,Q) |

ρxi(v) = xi(v)(x)−1 ∈ i(V ) für v ∈ V und N(x) = 1 · 1Γ(V,Q)} .
(28.4.25)

Für V = Rn führt man auf der Grundlage von Cl∗(p, q) für die obigen Gruppen die
Bezeichnungen Γ(p, q), Pin(p, q), Spin(p, q) und Spin+(p, q) und schreibt dann auch
Pin(n) ..= Pin(n, 0), etc.

Satz 28.4.12 Seien F = Z2 ≈ {±1} im Fall von K = R, und F = Z4 ≈ {±1,±i} im
Fall von K = C, und F+ = Z2 ≈ {±1}, dann gelten für Pin(V,Q), Spin(V,Q) und
Spin+(V,Q) die folgenden exakten Sequenzen:

1 −→ F 1V
i−→ Pin(V,Q) ρ−→ O(V,Q) −→ 1Γ(V,Q) , (28.4.26)

1 −→ F 1V
i−→ Spin(V,Q) ρ−→ SO(V,Q) −→ 1Γ(V,Q) , (28.4.27)

1 −→ F+ 1V
i−→ Spin+(V,Q) ρ−→ SO+(V,Q) −→ 1Γ(V,Q) . (28.4.28)

Beweis: Der hintere Teil dieser Sequenzen, d.h. die Surjektivität von ρ, wurde bereits
oben gezeigt. Für den vorderen Teil gilt gleicherweise für Pin(V,Q) wie für Spin(V,Q):
sei x = i(v) ∈ Spin(V,Q) und x ∈ ker(ρ) = K∗ 1Cl(V,Q) , dann ist x̄ = x und damit
N(x) ..= xx = ±1 · 1Γ(V,Q). Wenn K = R, dann ist v ∈ F = {±1}1V und im Fall von
K = C folgt v ∈ F = {±1,±i}1V . 2

Hieraus sieht man sofort, daß im Fall K = R die Gruppe Pin(n) eine zweifache Über-
lagerung von O(n), die Gruppe Spin(n) eine zweifache Überlagerung von SO(n) und
die Gruppe Spin+(n) eine zweifache Überlagerung von SO(n) ist.
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Satz 28.4.14 Spin+(n) ist für n ≥ 3 eine universelle Überlagerungsgruppe von SO(n).
Da diese Aussage nicht von der konkreten Gestalt der Norm abhängt, gilt sie auch für
verallgemeinerte Spären, d.h. für beliebige Spin+(V,Q) und SO(V,Q).

Beweis: Wir verweisen hier insb. auf das Kapitel 19 über Überlagerungsräume und das
Lemma 19.2.6, in welchem gezeigt wurde, daß die Fundamentalgruppe π1(SO(n)) = Z2
für n ≥ 2 ist. Nun ist Spin+(n) ≈ Sn−1 und diese Sphäre ist einfach zusammenhän-
gend, d.h. π1(Sn−1) = 0 für n − 1 ≥ 2, d.h. für n ≥ 3. Damit ist die Abbildung
ρ : Spin+(n) → SO(n) ein Projektor und Spin+(n) ist die universelle Überlagerungs-
gruppe von SO(n). 2

28.5 Spin-Lie-Algebren

Farmelo zitiert in seiner großen Biographie über das Leben von Paul Dirac (Farmelo
(2009), S. 430) den folgenden Satz von Michael Atiyah:
„No one fully understands spinors. Their algebra is formally understood but their gene-
ral significance is mysterious. In some sense they describe the "square root" of geometry
and, just as understanding the square root of −1 took centuries, the same might be true
of spinors.”
Die Clifford-Algebren bieten einen Rahmen für zahlreiche interessante Unterstruktu-
ren. Die Clifford-, Pin-, Spin- und Spin+-Gruppen haben wir schon kennengelernt.
Aber auch die Lie-Algebra spin(Q, V ) zur Gruppe Spin+ ist in der Clifford-Algebra
Cl(Q, V ) enthalten. Wir folgen Coquereaux (2009), und Jost (2009) S. 50 ff.

Lemma 28.5.1 Sei V wiederum ein n-dimensionaler Vektorraum über einem Feld K =
{R,C} mit einer quadratischen Form Q : V → K und einer Orthonormalbasis {ea | 1 ≤
a ≤ n} von V . Die Unteralgebra Cl2(V,Q) der 2-fachen Produkte γa1 ·γa2 = i(ea1)i(ea2)
mit 1 ≤ a1, a2 ≤ n ist eine Lie-Algebra mit der Lie-Klammer

[γa1γa2 , γb1γb2 ] ..= γa1γa2γb1γb2 − γb1γb2γa1γa2 . (28.5.1)

Diese Lie-Algebra operiert auf den Elementen von Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V mittels

τ(γa1γa2)i(v) ..= γa1γa2i(v)− i(v)γa1γa2 . (28.5.2)

Und diese Lie-Algebra ist gerade die Lie-Algebra der Gruppe Spin+(V,Q) und wird
daher als spin(V,Q) bezeichnet.

Beweis: Seien u, v ∈ V und x = i(u), y = i(v) ∈ i(V ) und xy ∈ Cl2(V,Q). Dann folgt

exp(xy) ∈ Spin+(V,Q) ⇔

exp(xy)exp(xy) = exp(xy) exp(xy) = exp(xy + yx) != 1 · 1Spin+(V,Q) ⇔
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xy + yx = i(u)i(v) + i(v)i(u) != 0 · 1Cl2(V,Q) ⇔

2g(u, v)1⊗(V ) = 0 .

Wenn xy ∈ Cl2(V,Q), dann ist exp(xy) genau dann in Spin+(V,Q), wenn u und v
orthogonal sind. Sei also {e1, . . . , en} eine orthonormale Basis von V , dann sind die
Produkte

{γa1γa2 = i(ea1)i(ea2) | 1 ≤ a1 < a2 ≤ n} , γa1γa2 = 1
2[γa1 , γa2 ]

eine Basis von Cl2(V,Q) = spin(V,Q), die wegen der Antisymmetrie der γa1γa2 die
Dimension 1

2(n(n− 1)) hat.
Im nächsten Schritt soll gezeigt werden, daß die Lie-Klammer [·, ·] tatsächlich eine
Abbildung nach Cl2(V,Q) = spin(V,Q) darstellt, d.h.:

[·, ·] : spin(V,Q)× spin(V,Q)→ spin(V,Q) .

Mittels 28.2.17 folgt:

[γa1γa2 , γb1γb2 ] = γa1γa2γb1γb2 − γb1γb2γa1γa2

= γa1γa2γb1γb2 + γb1γa1γb2γa2 − 2gb2a1γb1γa2

= γa1γa2γb1γb2 − γa1γb1γb2γa2

+ 2gb1a1γb2γa2 − 2gb2a1γb1γa2

= γa1γa2γb1γb2 + γa1γb1γa2γb2

− 2gb2a2γa1γb1 + 2gb1a1γb2γa2 − 2gb2a1γb1γa2

= γa1γa2γb1γb2 − γa1γa2γb1γb2

+ 2gb1a2γa1γb2 − 2gb2a2γa1γb1 + 2gb1a1γb2γa2 − 2gb2a1γb1γa2

= +2ga1b1γb2γa2 − 2ga1b2γb1γa2 + 2ga2b1γa1γb2 − 2ga2b2γa1γb1

∈ spin(V,Q) .

Jetzt betrachten wir die Wirkung von τ(γa1γa2) auf ein Element x = xbγb ∈ Cl1(V,Q)
mit xa ∈ K:

τ(γa1γa2)x = γa1γa2x
bγb − xbγbγa1γa2 =

= xb(γa1γa2γb + γa1γbγa2 − 2gb,a1γa2)

= xb(γa1γa2γb − γa1γa2γb + 2gb,a2γa1 − 2gb,a1γa2)

= 2xbgb,a2γa1 − 2xbgb,a1γa2 ∈ Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V . 2
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28.6 Darstellungen von Clifford-Algebren

In physikalischen Theorien interessieren nun insbesonders die Darstellungen von Alge-
bren und Gruppen.

Definition 28.6.1 Sei Cl(V,Q) eine Clifford-Algebra über einem emdlich-dimensionalen
Vektorraum V mit einem Körper K = {R,C} und mit einer quadratischen Form
Q : V → K. Sei S ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und HomK(S, S)
die Algebra der linearen Transformationen von S. Dann heißt die folgende Abbildung ρ
eine K-Darstellung von Cl(V,Q):

ρ :Cl(V,Q)→ HomK(S, S)

und der lineare Raum S wird ein Cl(V,Q)-Modul genannt.

Ein wichiger Begriff der Darstellungstheorie ist die Irreduzibilität von Darstellungen.

Definition 28.6.2 Eine Darstellung ρ einer Clifford-Algebra Cl(V,Q) in eine Gruppe
von Homomorphismen auf einem Vektorraum S über einem Körper K = {R,C} heißt
reduzibel, wenn S auf nichttriviale Weise in der Form S = S1 ⊕ S2 geschrieben werden
kann.
Die Darstellung ρ heißt irreduzibel, wenn sie nicht reduzibel ist.

In der Gruppentheorie spricht man Reduzibilität, wenn es mindestens einen nichttri-
vialen, invarianten Unterraum in S gibt. Bei endlichen Gruppen sind diese beiden De-
finitionen offensichtlich identisch, denn sei S = S1⊕ S2, dann kann man die Abbildung
ρ zerlegen zu ρ ..= ρ|S1 + ρ|S2 und die Matrix M ∈ HomK(S, S) hat dann bzgl. S1 und
S2 Blockdiagonalgestalt, womit S1 und S2 invariante Unterräume unter allen Matrizen
M ∈ HomK(S, S) sind.
So ist z.B. die obige Darstellung 28.3.18

ClC(2n) ≈M2n(C) ∈ HomC(S2n , S2n) (28.6.1)

irreduzibel, weil ClC(2n) und S2n als Vektorräume die Dimension 2n haben und die
Generatoren γi ∈ Cl(V,Q) injektiv auf die Basis von S2n abgebildet werden. Eine
solche Darstellung heißt auch einfach.
Dagegen ist die obige Darstellung 28.3.19

ClC(2n+ 1) ≈M2n(C)⊕M2n(C) (28.6.2)

eine reduzible Darstellung.
Jede K-Darstellung einer Clifford-Algebra Cl(V,Q) kann in eine endliche Summe irre-
duzibler Darstellungen zerlegt werden, d.h.

Cl(V,Q) ≈M1 ⊕ . . .⊕Mr ,
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denn sollte ein Mi in dieser Zerlegung reduzibel sein, so kann man es weiter zerle-
gen, bis man bei irreduziblen Bestandteilen angekommen ist. Da wir hier nur endlich-
dimensionale Darstellungen betrachten, kommt dieser Prozeß nach endlich vielen Schrit-
ten an sein Ende.

Für die Physiker ist nun besonders die Lorentz-Transformation O(3, 1)↑+ = SO(3, 1)+
von Bedeutung. Wir wissen aus dem Vorangegangenen, daß Spin+(3, 1) = SL(2,C)
ihre einfach zusammenhängende Überlagerungsgruppe ist und daß die zu SO(3, 1)+
und Spin(3, 1) gehörende Lie-Algebra gerade spin(3, 1) ist. Siehe auch 26.7. Die Basis
der Lie-Algebra spin(3, 1) besteht aus den 6 antisymmetrischen Produkten {γa1γa2 | 1 ≤
a1 < a2 ≤ 4}. Üblicherweise betrachtet man die komplexifizierte Lie-Algebra spinC+(3, 1)
und deren Darstellungen in M4(C), im C-Vektorraum der vierdimensionalen Matrizen.
In der üblichen 4-dim. Raumzeit kommen bei der von uns gewählten ’Plus’-Minkowski-
Metrik diag(−,+,+,+) Darstellungen von Cl(3, 1) ⊗R C ≈ ClC(4) zur Anwendung,
wobei die Physiker das Basiselement γ4 = i(e4) zu γ0 umbenennen. Aus 28.3.18 folgt:

ClC(4) ≈M4(C) (28.6.3)

Die bekanntesten Darstellungen von Cl(3, 1)⊗R C sind verschiedene Darstellungen der
Diracschen γ-Matrizen. Zur Unterscheidung der Basiselemente der Clifford-Algebra γa
von den Gamma-Matrizen γγγa der Darstellung schreiben wir letztere im Fettdruck. Hier
unsere Version der Weyl-Darstellung:

γγγ0 =
(

0 1

1 0

)
, γγγi =

(
0 σi

−σi 0

)
, mit i ∈ {1, 2, 3}. (28.6.4)

Hierbei sind 0 und 1 jeweils 2-dim. Matrizen. Damit folgt in der ’Plus’-Minkowski-
Metrik diag(−,+,+,+) sofort

{γγγa, γγγb} ..= γγγaγγγb + γγγbγγγa = −2ηab1 , (28.6.5)

γγγ∗ ..= γγγ5 ..= γγγ5 ..= (−i)3γγγ0γγγ1γγγ2γγγ3 =
(

1 0
0 −1

)
. (28.6.6)

Der Vorteil dieser Darstellung ist, daß die Dirac-Gleichung und spinorielle Bilinearfor-
men ihre bekannten Standard-Formen behalten, ein Nachteil ist das negative Vorzeichen
in {γγγa, γγγb}.
Freedman u. Van Proeyen (2012) verwenden die folgende Weyl-Darstellung Cl(3, 1)⊗R
C:

γγγ0
F =

(
0 1

−1 0

)
, γγγiF =

(
0 σi

σi 0

)
, mit i ∈ {1, 2, 3}. (28.6.7)
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Wiederum folgt in der ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−,+,+,+) sofort

{γγγaF , γγγbF} ..= γγγaFγγγ
b
F + γγγbFγγγ

a
F = 2ηab1 , (28.6.8)

γγγF∗ ..= γγγ5
F ..= γγγF5 ..= (−i)3γγγF0γγγF1γγγF2γγγF3 =

(
1 0
0 −1

)
. (28.6.9)

Der Vorteil dieser Darstellung ist das positive Vorzeichen in {γγγa, γγγb}, ein Nachteil ist
das Auftauchen eines zusätzlichen Faktors i in der Dirac-Gleichung und spinoriellen
Bilinearformen.

In der Physik wird häufig der sog. Spintensor Σab betrachtet, z.B. in der Dirac-Gleichung
in gekrümmten Raumzeiten (29.7.4):

Σab ..= −
1
4[γγγa, γγγb] , (28.6.10)

Dieser Tensor erfüllt die Kommutator-Relationen der Lie-Algebra so(3, 1), siehe 26.7.10:

[Σab,Σcd] = gbcΣad − gacΣbd − gbdΣac + gadΣbc . (28.6.11)

Dies werden wir sogleich zeigen. Σab stellt also eine Darstellung von so(3, 1) im Raum
S22 = S4 der 4-dimensionalen Diracschen Bispinoren dar, die sich nach 26.7.13 unter
einer Darstellung einer Lorentztransformation folgendermaßen transformieren:

ψ′ = exp(1
2λ

abΣab)ψ mit ψ′, ψ ∈ S4 .

Die Verallgemeinerung des Spintensors Σab auf höhere Dimensionen, d.h. auf den Fall
von spin(n− 1, 1) ≈ so(n− 1, 1) mittels der Generatoren γγγa geschieht analog.
Jetzt soll die obige Kommutator-Relation [Σab,Σcd] bewiesen werden.

Beweis: Wir wählen wieder {γγγa, γγγb} = −2ηab1 in der ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−,+,+,+).
Durch mehrfaches Anwenden dieser Antikommutator-Relation (Vertauschungen der γγγ-
Generatoren in der 3. Zeile in die Reihenfolge der 2. Zeile) erhält man:

[Σab,Σcd] = 1
16{(γ

γγaγγγb − γγγbγγγa)(γγγcγγγd − γγγdγγγc)− (γγγcγγγd − γγγdγγγc)(((γaγγγb − γγγbγγγa)}

= 1
16{(γ

γγaγγγbγγγcγγγd − γγγaγγγbγγγdγγγc − γγγbγγγaγγγcγγγd + γγγbγγγaγγγdγγγc)

− (γγγcγγγdγγγaγγγb − γγγcγγγdγγγbγγγa − γγγdγγγcγγγaγγγb + γγγdγγγcγγγbγγγa)}

= 1
8{(gdaγ

γγcγγγb︸ ︷︷ ︸
4a

− gcaγγγdγγγb︸ ︷︷ ︸
2a

+ gbdγγγaγγγc︸ ︷︷ ︸
3a

− gcbγγγaγγγd︸ ︷︷ ︸
1a

)
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− (gbaγγγcγγγd︸ ︷︷ ︸
5a

− gdaγγγcγγγb︸ ︷︷ ︸
4b

+ gcaγγγdγγγb︸ ︷︷ ︸
2b

− gdbγγγaγγγc︸ ︷︷ ︸
3b

+ gcbγγγaγγγd︸ ︷︷ ︸
1b

)

− (gabγγγdγγγc︸ ︷︷ ︸
5b

− gcbγγγdγγγa︸ ︷︷ ︸
1c

+ gdbγγγcγγγa︸ ︷︷ ︸
3c

− gcaγγγbγγγd︸ ︷︷ ︸
2c

+ gdaγγγbγγγc︸ ︷︷ ︸
4c

)

+ (gcbγγγdγγγa︸ ︷︷ ︸
1d

− gdbγγγcγγγa︸ ︷︷ ︸
3d

+ gcaγγγbγγγd︸ ︷︷ ︸
2d

− gdaγγγbγγγc︸ ︷︷ ︸
4d

)}

= −1
4{gcb[γ

γγa, γγγd]− gca[γγγb, γγγd]− gbd[γγγa, γγγc] + gda[γγγb, γγγc]}

= gbcΣad − gacΣbd − gbdΣac + gadΣbc . 2

Für Physiker, die auf dem Gebiet der Supergravity arbeiten stellt sich die Frage, wie
man die obigen Darstellungen der Clifford-Algebra Cl(3, 1) ⊗R C ≈ ClC(4) auf höhere
Dimensionen verallgemeinern kann. Wir folgen Freedman u. Van Proeyen (2012), S. 39
ff., de Traubenberg (2005), Jost (2009), S. 50 ff., und Friedrich (1997), S. 13 ff.
Wir beginnen zunächst mit einer Darstellung euklidischer Clifford-Algebren beliebiger,
endlicher Dimensionen 2n und 2n + 1. Diese beiden Fälle sind getrennt zu behandeln,
wie wir bereits oben gesehen haben. Die erste und einfachste Konstruktion, die wir hier
vorstellen wollen ist eine einfache Produktdarstellung.
Während man sich in der Physik vornehmlich für Clifford-Algebren mit Minkowski-
Metrik interessiert, spielen euklidische Clifford-Algebren und der euklidische Dirac-
Operator beim Atiyah-Singer-Indextheorem eine große Rolle.

Definition 28.6.4 Eine verallgemeinerte euklidische Dirac-Weyl-Darstellung einer re-
ellen Clifford-Algebra kann folgendermaßen konstruiert werden:
1. Sei V ein 2n-dimensionaler Vektorraum mit einer Basis {e1, . . . , e2n} und der zuge-
hörigen reellen Clifford-Algebra Cl(V2n, Q2n) = Cl(2n, 0) mit der euklidischen Metrik
diag(+, . . . ,+) und den Generatoren {γ1, . . . , γ2n}. Dann kann man den folgenden En-
domorphismus ρ konstruieren, von dem wir anschließend zeigen werden, daß es sich um
eine Matrix-Darstellung von Cl(2n, 0) handelt:

ρ : Cl(2n, 0)→M2n(C) mit γa 7→ γγγa .

γγγ1 ..= σ1 ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1︸ ︷︷ ︸
(n−1) fach

, γγγ2 ..= σ2 ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1︸ ︷︷ ︸
(n−1) fach

,

γγγ3 ..= σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1︸ ︷︷ ︸
(n−2) fach

, γγγ4 ..= σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1︸ ︷︷ ︸
(n−2) fach

,

. . . ..= . . .
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γγγ2n−1 ..= σ3 ⊗ . . .⊗ σ3︸ ︷︷ ︸
(n−1) fach

⊗ σ1 , γγγ2n ..= σ3 ⊗ . . .⊗ σ3︸ ︷︷ ︸
(n−1) fach

⊗ σ2 . (28.6.12)

2. Sei V ein 2n+ 1-dimensionaler Vektorraum mit einer Basis {e1, . . . , e2n, e2n+1} und
der zugehörigen reellen Clifford-Algebra Cl(V2n+1, Q2n+1) = Cl(2n + 1, 0) mit der eu-
klidischen Metrik diag(+, . . . ,+) und den Generatoren {γ1, . . . , γ2n, γ2n+1}. Dann kann
man die folgenden Matrizen aus M2n(C) konstruieren, von denen wir anschließend zei-
gen werden, daß es sich um eine Matrix-Darstellung von Cl(2n+ 1, 0) handelt:

γγγ1 . . . γγγ2n wie oben ,

γγγ2n+1 ..= σ3 ⊗ . . .⊗ σ3︸ ︷︷ ︸
(n−1) fach

⊗ σ3 . (28.6.13)

3. Der 2n-dimensionale komplexe lineare Raum S, auf dem die oben definierten Dar-
stellungen operieren, heißt Raum der komplexen Dirac-Spinoren:

S ..= (C2)n ..= C2 ⊗ . . .⊗ C2︸ ︷︷ ︸
n fach

. (28.6.14)

4. Der Chiralitäts-Operator Γ wird für die beiden Fälle der Vektorraum-Dimensionen
2n und 2n+ 1 folgendermaßen definiert als:

Γ2n ..= γγγ∗ ..= (i)nγγγ1 · . . . · γγγ2n , (28.6.15)

Γ2n+1 ..= γγγ∗ ..= (i)nγγγ1 · . . . · γγγ2n+1 . (28.6.16)

Zunächst einmal bilden diese {γγγa} eine Darstellung der Generatoren von Cl(V2n, Q2n),
bzw. Cl(V2n+1, Q2n+1), denn

{γγγa, γγγa} = 2γγγaγγγa = 212n , 1 ≤ a ≤ 2n+ 1 ,

{γγγa, γγγb} = 02n , da {σa, σb} = 02 , für 1 ≤ a 6= b ≤ 2n+ 1 .

Jetzt kann man die beiden Chiralitäts-Operatoren Γ2n und Γ2n+1 genauer untersuchen
und erhält:

Γ2n = (i)nσ1σ2 ⊗ . . .⊗ σ1σ2︸ ︷︷ ︸
n fach

=

= (i)n
(

0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
⊗ . . .⊗

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)

= (−1)n
(

1 0
0 −1

)
⊗ 1n = (−1)nσ3 ⊗ 1n . (28.6.17)
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Γ2n+1 = (i)nσ1σ2σ3 ⊗ . . .⊗ σ1σ2σ3︸ ︷︷ ︸
n fach

=

= (i)n(i)n
(

1 0
0 1

)
⊗ . . .⊗

(
1 0
0 1

)
= (−1)n12n . (28.6.18)

Also gilt in beiden Fällen

(Γ)2 = 12n . (28.6.19)

Von Bedeutung ist nun, daß Γ2n nicht mit allen Produkten der Darstellungs-Basis
{γγγ1, . . . γγγ2n, γγγ1γγγ2, . . . , γγγ1γγγ2 · · ·γγγ2n kommutiert, sondern nur mit den geradzahligen Pro-
dukten, denn diese enthalten einen Faktor

σ1σ2 =
(

0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
= i

(
1 0
0 −1

)
= iσ3 .

Damit gibt es kein Produkt von γγγa-Matrizen, das mit der kompletten Darstellungs-
Basis kommutiert, und also gibt es auch keine invarianten Ideale, d.h. keine invarianten
Unterräume. Die Darstellung ρ : Cl(2n, 0)→M2n(C) ist also irreduzibel und da sie auch
injektiv ist, ist sie wegen der gleichen Dimension auch treu, d.h. ein Isomorphismus.
Anders sehen die Verhältnisse bei ρ : Cl(2n + 1, 0) → M2n(C) aus. Hier liegt Γ2n+1
im Zentrum der Darstellung von Cl(V2n+1, Q2n+1), denn Γ2n+1 kommutiert ja als Viel-
fachtes von 12n mit allen Elementen der Darstellungs-Basis. Da Γ2n+1 eine Involution
darstellt können in dieser Matrix also nur die beiden Eigenwerte {±1} auftreten. Da-
mit läßt sich die Darstellung in zwei Ideale zerlegen. Als Projektoren auf die beiden
Unterräume wählt man:

P± ..= 1
2(12n ± Γ2n+1) . (28.6.20)

Mit Γ2n+1 kommutieren also auch P± mit allen γγγa und damit folgt

γγγaP±M2n(C) = P±γγγ
aM2n(C) = P±M2n(C) . (28.6.21)

Also stellen P+M2n(C) und P−M2n(C) zwei Ideale dar mit M2n(C) = P+M2n(C) ⊕
P−M2n(C) .
Damit haben wir 28.3.19 erneut bestätigt:

ClC(2n+ 1) ≈M2n(C)⊕M2n(C) . (28.6.22)

Definition 28.6.5 Darstellungen der komplexifizierten Clifford-Algebren mit Minkowski-
Metrik, also Cl(2n − 1, 1) ⊗R C ≈ ClC(2n) und Cl(2n, 1) ⊗R C ≈ ClC(2n + 1), kann
man dadurch erhalten, daß man γγγ2n, bzw. γγγ2n+1, mit dem Faktor iii multipliziert. Da-
durch ändert sich aber auch die Definition des Chiralitäts-Operators

Γ2n ..= γγγ∗ ..= (i)n+1γγγ1 · . . . · γγγ2n , (28.6.23)

Γ2n+1 ..= γγγ∗ ..= (i)n+1γγγ1 · . . . · γγγ2n+1 . (28.6.24)
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Die möglichen Darstellungen ClC0(2n) → HomK(S, S) sind reduzibel, da ClC0(2n) ja
nur geradzahlige Produkte von Generatoren von ClC(V2n, Q2n) enthält und Γ2n also
mit allen Basiselementen von ClC0(2n) kommutiert. Da Γ2n eine Involution darstellt
können in dieser Matrix also nur die beiden Eigenwerte {±1} auftreten. Wie bereits
oben in Fall von Cl(2n + 1) läßt sich also die Darstellung in zwei Ideale zerlegen. Als
Projektoren auf die beiden Unterräume wählt man:

P± ..= 1
2(12n ± Γ2n) . (28.6.25)

Also stellen P+M2n(C) und P−M2n(C) zwei Ideale dar mit M2n(C) = P+M2n(C) ⊕
P−M2n(C) .
Damit sind auch die beiden Spin-Gruppen SpinC(2n)→ HomK(S, S) und SpinC

+(2n)→
HomK(S, S) reduzibel, denn sie sind ja Teilmengen von ClC0(2n) sind. Also gilt auch
für Darstellungen dieser Spin-Gruppen eine Zerlegung

M2n(C) = P+M2n(C)⊕ P−M2n(C) . (28.6.26)

Man spricht hier von der Weyl-Darstellung der Spin-Gruppen und die beiden Teilräu-
me von S = S2n = S+ ⊕ S− heißen die Teilräume der rechtshändigen (S+) und der
linkshändigen (S−) Spinoren.

Wir hatten bereits bei der Definition der Clifford-Algebren gesehen, daß der Vektorraum
V mittels der Abbildung i in Cl(V,Q) eingebettet werden kann (28.2.18):

Cl1(V,Q) = i(V ) ≈ V .

Damit können die Bilder von Vektoren aus V in Cl1(V,Q) mit allen anderen Elementen
von Cl(V,Q) mittels der Clifford-Multiplikation verknüpft werden. Seien also V ein
2n-dimensionaler Vektorraum und S = S2n das entsprechende Clifford-Modul, d.h. der
Raum der Dirac-Spinoren. Dann können wir in Bezug auf die Darstellung ρ aus v ∈ V
einen Homomorphismus HomK(S, S) konstruieren:

ρ ◦ i :V → HomK(S, S) , v = vaea 7→ vai(ea) = vaγa 7→ vaγγγa . (28.6.27)

Seien v = vaea ∈ V2n, γγγa ∈M2n(C), s ∈ S, dann wird die Abbildung µ

µ(V, S) ..= ρ(i(V ))× S :→ S mit v · s ..= vaγγγa · s (28.6.28)

häufig auch als Clifford-Multiplikation von Vektoren mit Spinoren bezeichnet. Diese
Clifford-Multiplikation überführt rechtshändige (S+) in linkshändige (S−) Spinoren und
umgekehrt, denn sei etwa ea ∈ V2n und γγγa ∈M2n(C), dann folgt

γγγaP+ = 1
2γ
γγa(12n + Γ2n) = 1

2(12n − Γ2n)γγγa

= P−γγγa . (28.6.29)
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Wegen der Linearität gilt dies natürlich auch für einen beliebigen Vektor v = vaea ∈ V2n
und vaγγγa ∈M2n(C).
Diese Abbildung kann man nun folgendermaßen von V auf die äußere Algebra (Grassmann-
Algebra) der Differentialformen von Λ2n(V2n) ausdehnen. Sei ω ∈ Λr(V ) mit r ≤ 2n
eine r-Differentialform über V (11.1.9), also

ω ..= 1
r!ω

a1,...,area1 ∧ ea2 ∧ . . . ∧ ear ,

und sei {ēa1 , . . . , ēa2n} eine Basis von S = C2n , dann kann man die Ausdehnung von µ
definieren als:

µ(Λr(V ), S)→ Λr(V )⊗ S mit

ω · s ..= 1
r!ω

a1,...,arγγγa1 · γγγa2 · . . . · γγγar · (ēa1 ∧ ēa2 ∧ . . . ∧ ēars) . (28.6.30)

Kurz gesagt, man ersetzt die C-Komponenten von S durch Graßmann-Zahlen. Der Hin-
tergrund für dieses Vorgehen ist letztlich die Isomorphie ClC(V2n, Q2n) ≈ Λ2n(V2n) als
Vektorräume. Diese Konstruktion kann man auf die folgende Weise konkretisieren, die
bei Physikern großen Anklang findet. Wir folgen Jost (2009), S. 54 und de Traubenberg
(2005), S. 11, aber wiederum in unseren Bezeichnungen.

Lemma 28.6.6 Seien V2n ein 2n-dimensionaler komplexer Vektorraum, Λ2n(V2n) die
entsprechende äußere Algebra (Graßmann-Algebra), ClC(V2n, Q2n) eine komplexe Clifford-
Algebra mit den Generatoren {γa | 1 ≤ a ≤ 2n}, {γγγa | 1 ≤ a ≤ 2n} eine Darstellung der
Clifford-Generatoren in M2n(C) und S = C2n das entsprechende Clifford-Modul, d.h.
der Vektorraum der komplexen Dirac-Spinoren. Dann kann man aus den Generatoren
γγγai der Clifford-Algebra Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren eines n-Fermionen-
Systems konstruieren. Diese werden in der nichtrelativistischen Quantentheorie von
Spin-1

2 Systemen als Stufenoperatoren bezeichnet.

ĉai ..=
1
2(γγγ2ai−1 − iγγγ2ai) , ĉ†ai ..=

1
2(γγγ2ai−1 + iγγγ2ai) , i = 1, . . . , n . (28.6.31)

Für diese Operatoren gilt

{ĉai , ĉaj} = 0 , {ĉ†ai , ĉ
†
aj
} = 0 , {ĉai , ĉ†aj} = δij . (28.6.32)

Hiermit definiert man den Fermion-Teilchenzahl-Operator F̂ , für welchen gilt

F̂ ..=
n∑
i=1

ĉ†ai ĉai , (28.6.33)

Γ2n ..= γγγ∗ ..= γγγ2n+1 ..= (i)nγγγ1 · . . . · γγγ2n

= eiπF̂ = (−1)F̂ = (−1)
∑n
i=1 ĉ

†
ai
ĉai . (28.6.34)
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Zu einer Darstellung der Algebra der Vertauschungsrelationen der ĉai und ĉ†aj im Raume
der Graßmann-Algebra Λ2n(V2n) kann man nun folgendermaßen gelangen. Sei {zi, zi |
1 ≤ i ≤ n} eine Basis von V2n und zi1 ∧ . . . ∧ zir ∈ Λ2n, dann kann man die folgenden
Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren in Λ2n definieren, die wir im reellen Fall im
Zusammenhang mit der Riemannsche Geometrie als Äußeres Produkt (11.1.8) und als
Inneres Produkt (11.1.16) bereits eingeführt hatten:

ε(zk)zi1 ∧ . . . ∧ zir ..= zk ∧ zi1 ∧ . . . ∧ zir , (28.6.35)

ι(zk)zi1 ∧ . . . ∧ zir ..=
{

0 für k /∈ {i1, . . . , ir} ,
(−1)iq−1zi1 ∧ . . . ∧ ẑiq ∧ . . . ∧ zir für k = iq fehlt ẑiq .

(28.6.36)

Für diese Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ε und ι gelten die folgenden Antikommutator-
Relationen:

{ε(zi), ε(zj)} = 0 , {ι(zi), ι(zj)} = 0 , {ε(zi), ι(zj)} = δij . (28.6.37)

Die gewünschte Darstellung liefert also die folgende Abbildung:

ClC(V2n, Q2n)→ Λ2n(V2n) :
{
ĉ†ai 7→ ε(zi) ,
ĉaj 7→ ι(zi) .

(28.6.38)

Die Matrizen γγγa, ĉ†a, ĉa sind komplexe 2n × 2n Matrizen, die auf den Spinorraum S =
C2n wirken. Entsprechend wirkt die durch ε und ι vermittelte komplexe Darstellung auf
Λ∗(V )⊗ S.

Beweis: Hier nutzt man aus, daß 2ai−1 ungerade und 2ai gerade ist, woraus δ2ai−1,2aj =
0 folgt:

{ĉai , ĉaj} = 1
4{(γ

γγ2ai−1 − iγγγ2ai), (γγγ2aj−1 − iγγγ2aj)}

= 1
4{γ
γγ2ai−1, γγγ2aj−1} −

i
4{γ
γγ2ai−1, γγγ2aj}

− i
4{γ
γγ2ai , γγγ2aj−1} −

1
4{γ
γγ2ai , γγγ2aj}

= (1
42δij + i

4δ2ai−1,2aj + i
4δ2ai,2aj−1 −

1
42δij)12n = 0 ,

{ĉ†ai , ĉ
†
aj
} = 1

4{(γ
γγ2ai−1 + iγγγ2ai), (γγγ2aj−1 + iγγγ2aj)}

= (1
42δij + i

4δ2ai−1,2aj + i
4δ2ai,2aj−1 −

1
42δij)12n = 0 ,
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{ĉai , ĉ†aj} = 1
4{(γ

γγ2ai−1 − iγγγ2ai), (γγγ2aj−1 + iγγγ2aj)}

= (1
42δij + i

4δ2ai−1,2aj −
i
4δ2ai,2aj−1 + 1

42δij)12n = δij12n .

Im nächsten Schritt soll der Fermion-Teilchenzahl-Operator F̂ genauer untersucht wer-
den.

ĉ†ai ĉai = 1
4(γγγ2ai−1 + iγγγ2ai)(γγγ2ai−1 − iγγγ2ai) = 1

4(12n − iγγγ2ai−1γγγ2ai + iγγγ2aiγγγ2ai−1 + 12n)

= 1
2(12n − iγγγ2ai−1γγγ2ai) .

Die Operatoren ĉ†ai und ĉai für festes ai sind in M2n(C) diagonal, mit Ausnahme der
2 × 2 Matrix mit den Zeilen- und Spaltenindizes 2ai − 1 und 2ai. Wir nennen diese
Matrix-Unterraum Mai . In dem entsprechenden 2-dimensionalen Vektorunterraum von
S, den wir als Sai bezeichnen, kann man jetzt aus den Eigenvektoren von σ3 zu den
Eigenwerten {−1,+1} eine Basis konstruieren:

| s+〉 ..=
(

1
0

)
, | s−〉 ..=

(
0
1

)
, σ3 | s±〉 =

(
1 0
0 −1

)
| s±〉 = (±1) | s±〉 .

Für die Einschränkungen von ĉai und ĉ†ai auf diesen Unterraum Mai gilt nun:

ĉai = 1
2(σ1 − iσ2) = 1

2

((
0 1
1 0

)
− i

(
0 −i
i 0

))
=
(

0 0
1 0

)
,

ĉai | s+〉 =
(

0 0
1 0

)(
1
0

)
=
(

0
1

)
=| s−〉 ,

ĉai | s−〉 =
(

0 0
1 0

)(
0
1

)
= ~0 .

ĉ†ai = 1
2(σ1 + iσ2) = 1

2

((
0 1
1 0

)
+ i

(
0 −i
i 0

))
=
(

0 1
0 0

)
,

ĉ†ai | s−〉 =
(

0 1
0 0

)(
0
1

)
=
(

1
0

)
=| s+〉 ,

ĉ†ai | s+〉 =
(

0 1
0 0

)(
1
0

)
= ~0 .
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Daher kann man die folgende Relation ausnutzen:

(−1)ĉ
†
ai
ĉai | s−〉 = (−1)0 = 1 = (1− 2ĉ†ai ĉai) | s−〉 ,

(−1)ĉ
†
ai
ĉai | s+〉 = (−1)1 = −1 = (1− 2ĉ†ai ĉai) | s+〉 ,

(−1)ĉ
†
ai
ĉai = (1− 2ĉ†ai ĉai) = (i)γγγ2ai−1γγγ2ai ,

(−1)F̂ = (−1)
∑n
i=1 ĉ

†
ai
ĉai =

n∏
ν=1

(−1)ĉ
†
ai
ĉai = (i)nγγγ1 · . . . · γγγ2n .

Nun zu den Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ε und ι in der Graßmann-
Algebra Λ2n(V2n).

{ε(zj), ε(zk)}(zi1 ∧ . . . ∧ zir) = (zj ∧ zk + zk ∧ zj)(zi1 ∧ . . . ∧ zir) = 0 .

Jetzt seien o.B.d.A. j < k und z ..= (zi1 ∧ . . . ∧ zip ∧ . . . ∧ ziq ∧ . . . ∧ zir), dann folgt

{ι(zj), ι(zk)}(z)

=
{

0
((−1)ip−1(−1)iq−1 + (−1)iq−2(−1)ip−1)(zi1 ∧ . . . ∧ ẑip ∧ . . . ∧ ẑiq ∧ . . . ∧ zir)

=
{

0 für j /∈ {i1, . . . , ir} oder k /∈ {i1, . . . , ir}
0 für j = ip , k = iq

= 0 .

Jetzt sei z ..= (zi1 ∧ . . . ∧ zip ∧ . . . ∧ zir) dann folgt

{ε(zj), ι(zk)}(z)

=


0 für k /∈ {i1, . . . , ir} ,
((−1)ip−1 + (−1)ip)((zi1 ∧ . . . ∧ ẑip ∧ . . . ∧ zir)) = 0 für j 6= k = ip ,

((−1)ip−1(−1)ip−1)(zi1 ∧ . . . ∧ zip ∧ . . . ∧ zir) für j = k = ip ,

= δjk . 2

Damit ist die Graßmann-Algebra Λ2n(V2n) mit den Erzeugungs- und Vernichtungs-Op-
eratoren ε(zij) und ι(zik) mit der obigen Darstellung der Clifford-Algebra ClC(V2n, Q2n)
und deren Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ĉ†aj und ĉak isomorph.



28.7 Majorana-Fermionen 649

28.7 Majorana-Fermionen

Der italienische Physiker Ettore Majorana (1906 - 1938), ein Schüler von Enrico Fermi,
veröffentlichte 1937 eine Darstellung der Dirac-Gleichung mit reellen γ-Matrizen. Diese
Darstellung beschreibt Teilchen, die mit ihren Antiteilchen identisch sind und die heute
Majorana-Fermionen genannt werden.

Eine mögliche Anwendung von Majorana-Fermionen könnten Neutrinos sein, wenn sie
denn mit Antineutrinos identisch sind. Dies soll das Experiment zum neutrinolosen
Doppel-Betazerfall klären, der nur für Majorana-Neutrinos möglich wäre. In super-
symmetrischen Erweiterungen des Standardmodells der Elementarteilchen-Physik und
in der Supergravity wird für elektrisch neutrale Teilchen häufig die Anwendung von
Majorana-Fermionen diskutiert, weil sich damit die Zahl der Freiheitsgrade im Vergleich
zu Dirac-Ferminonen halbiert. Da die Supergravity häufig in höherdimensionalen Räu-
men formuliert wird, z.B. in der Dimension 10 als ’klassischer’ Grenzfall von Stringtheo-
rien, stellt sich die Frage in welchen Dimensionen überhaupt Majorana-Fermionen exi-
stieren können?

Diese Frage läßt sich nun leicht mit den Ergebnissen zur Struktur von Clifford-Algebren
aus dem Abschnitt 28.3 beantworten. Wir gehen von einer ’Plus’-Minkowski-Metrik
diag(−1,+1, . . . ,+1) aus und der entsprechenden Clifford-Algebra Cl(n, 1). Mit Hilfe
von 28.3.7, 28.3.8, 28.3.9 folgt:

Cl(n, 1) = Cl(n− 1, 0)⊗ Cl(1, 1) ≈ Cl(n− 1, 0)⊗ R(2)

= Cl(0, n− 3)⊗ Cl(2, 0)⊗ R(2) ≈ Cl(0, n− 3)⊗ R(4)

= Cl(n− 5, 0)⊗ Cl(0, 2)⊗ R(4) ≈ Cl(n− 5, 0)⊗H⊗ R(4)

= Cl(0, n− 7)⊗ Cl(2, 0)⊗H⊗ R(4) ≈ Cl(0, n− 7)⊗H⊗ R(8) . (28.7.1)

Damit gilt:

n = 1 : Cl(1, 1) ≈ R(2) ,

n = 2 : Cl(2, 1) ≈ Cl(1, 0)⊗ R(2) = (R⊕ R)⊗ R(2) ,

n = 3 : Cl(3, 1) ≈ Cl(2, 0)⊗ R(2) = R(2)⊗ R(2) = R(4) ,

n = 4 : Cl(4, 1) ≈ Cl(3, 0)⊗ R(2) = Cl(0, 1)⊗ Cl(2, 0)⊗ R(2)

= C⊗ R(2)⊗ R(2) = C⊗ R(4) ,

n = 5 : Cl(5, 1) ≈ Cl(4, 0)⊗ R(2) = Cl(0, 2)⊗ R(4) = H⊗ R(4) ,

n = 6 : Cl(6, 1) ≈ Cl(5, 0)⊗ R(2) = Cl(1, 0)⊗H⊗ R(4)

= (R⊕ R)⊗H⊗ R(4) ,
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n = 7 : Cl(7, 1) ≈ Cl(6, 0)⊗ R(2) = Cl(2, 0)⊗H⊗ R(4)

= R(2)⊗H⊗ R(4) = H⊗ R(8) ,

n = 8 : Cl(8, 1) ≈ Cl(7, 0)⊗ R(2) = Cl(0, 1)⊗H⊗ R(8)⊗ R(2)

= C⊗H⊗ R(16).

Diese Struktur wiederholt sich mod 8. Hieraus sieht man sofort, daß es nur in den
Dimensionen n mod 8 ∈ {1, 2, 3} reelle Darstellungen der Clifford-Algebra und damit
Majorana-Fermionen geben kann. Insbesondere kann also eine 10-dimensionale Super-
gravity mit Majorana-Fermionen operieren - siehe hierzu insb. Freedman u. Van Proeyen
(2012), S. 56 ff.



29 Die Dirac-Gleichung

Mit den Entwicklungen der modernen Quantenfeld-Theorien ist für die meisten theo-
retischen Physiker die Mathematik der Dirac-Gleichung etwas aus dem Blickfeld des
Interesses verschwunden. Jedoch sind die ursprüngliche Dirac-Gleichung und die eukli-
dische Dirac-Gleichung aus mathematischer Sicht immer noch Objekte der Forschung
und eine Quelle schöner Ergebnisse (z.B. topologischer Indexsätze). Wir wollen in dieses
Thema hier nicht wirklich tief einsteigen, aber dennoch nicht versäumen auf die schöne
und inspirerende Monographie von Thaller (1992) hinzuweisen!

29.1 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)

Abbildung 29.1: P. Dirac
Nobel Foundation (1933), PD.
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Paul_Dirac]

Paul Adrien Maurice Dirac wurde in Bristol
geboren. Er hatte eine sehr schwere Kindheit,
bedingt durch seinen autoriären Vater und
wohl auch durch seinen milden Autismus in
Form eines Asperger-Syndroms (siehe Farme-
lo (2009), S. 419 ff.).
Im Jahr 1921 begann Dirac ein Studium
der Elektrotechnik in Bristol und wechselte
dann zur Mathematik. Dank eines Stipendi-
ums konnte er sein Mathematik-Studium in
Cambridge bei Fowler fortsetzen. In seiner
Dissertation 1925 entwickelte er den Poisson-
Klammer- Formalismus der klassischen Me-
chanik in Analogie zu den quantenmechani-
schen Matrizen-Kommutatoren von Heissen-
berg.
Von 1932 bis 1969 forschte und lehrte Dirac
als Professor auf dem berühmten Lucasischen
Lehrstuhl für Mathematik an der Universität
Cambridge, auf dem schon Newton tätig ge-
wesen war.
Im Jahr 1937 heirateten Paul Dirac und Mar-
git Wigner. Sie war die Schwester des mathe-
matischen Physikers Eugene Wigner. Sie hat-
ten zusammen zwei Töchter. Auch wenn die
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Beziehung zwischen dem so wortkargen und unemotionalen Dirac und seiner tempera-
mentvollen Frau nicht einfach war, so sorgte Margrit, genannt Manci, doch dafür, daß
ihr Mann von allem Alltäglichen entlastet wurde und sich ganz seiner Arbeit widmen
konnte. Im Jahr 1970 übersiedelten Dirac und seine Frau nach Florida in die Nähe ihrer
ältesten Tochter und Dirac forschte noch 14 Jahre bis zu seinem Lebensende an der
University of Miami in Coral Gables und der Florida State University in Tallahassee.

Im Jahr 1926 vereinigte Dirac auf der mathematischen Grundlage von linearen Operato-
ren in Hilbert-Räumen Heisenbergs Matrizenmechanik mit Schrödingers Wellenmecha-
nik. Diese Arbeiten waren die Grundlage für Diracs bis heute berühmtes, im Jahr 1930
erstmalig publiziertes Buch Principles of Quantum Mechanics (Dirac (1970)). Dieses
Werk begründete den heute überall in der Quantentheorie verwendeten Formalismus
und wurde schnell zum Standard-Lehrbuch der Quantenmechanik. Nebenbei führte er
hier auch das sog.Wechselwirkungsbild, die Bra-Ket Schreibweise und dieDelta-Funktion
ein.
Im Jahr 1928 fand er die später nach ihm benannte Dirac-Gleichung als eine rela-
tivistische, quantenmechanische Wellengleichung 1. Ordnung für Elektronen auf der
Grundlage von Spinoren. Damit konnte er den Spin relativistischer Teilchen erklären
und das Antiteilchen des Elektrons, das Positron vorhersagen. Darüber hinaus postu-
lierte er mit seiner Löchertheorie und dem Dirac-See eine erste Version des später in der
Quantenelektrodynamik und Quantenfeldtheorie so wichtigen Begriffes des Vakuums.
In den 1950’er Jahren versuchte Dirac dieses Vakuum als eine Art universellen Äther
zu interpretieren.
Anschließend arbeite Dirac über Quantenstatistik, wobei er die Fermi-Dirac-Statistik
begründete und den Begriff des Bosons einführte. Im Jahr 1931 versuchte er die Maxwell-
Gleichungen zu symmetrisieren und zu quantisieren und postulierte dabei die Existenz
eines magnetischen Monopols.
In einer kleinen Arbeit von 1933 schuf Dirac einen Vorläufer von Feynmans Pfadintegral.
Diese Arbeit wurde aber von niemandem wahrgenommen und erst später von Feynman
wiederentdeckt.
Obwohl Dirac einer der Väter der Quantenelektrodynamik war, empfand er die von
der jüngeren Physiker-Generation entwickelte Renormierungstheorie mit der Definition
einer nackten Elektronen-Ladung und -Masse bis zu seinem Lebensende einfach nur als
häßlich. Deshalb ignorierte er leider vollkommen die modernen Methoden der Renor-
mierungsgruppen und die großen Erfolge des Standardmodells. Stattdessen insistierte
er immer wieder darauf, daß wir in Bezug auf die Divergenzen der Quantenfeldtheorien
grundlegend tiefere Einsichten benötigen. Er selbst untersuchte ab 1962 in diesem Zu-
sammenhang ausgedehnte Systeme in der Quantenfeldtheorie. Diese Arbeiten fanden
später in den Strings und p-Branen der String-Theorie ihre Fortsetzung.
Im Jahr 1964 hielt Dirac eine Vorlesungsreihe an der Yeshiva University in New York
mit dem Titel Lectures on Quantum Mechanics (Dirac (2003)), in welcher er mit der
von ihm geliebten Hamilton’schen Methode mit Nebenbedingungen beginnt, und dann
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die Quantisierung auf flachen und gekrümmten Flächen entwickelt. In diesem Buch
schreibt er zu Beginn:

"A good deal of my research in physics has consisted in not setting out to
solve some particular problem, but simply examining mathematical equa-
tions of a kind that physicists use and trying to fit them together in an
interesting way, regardless of any application that the work may have. It is
simply a search for pretty mathematics. It may turn out later to have an
application. Then one has good luck."

Dirac hat sich auch intensiv mit der Allgemeinen Relativitätstheorie von Einstein be-
schäftigt, siehe sein Buch: General theory of relativity (Dirac (1975)). Er untersuchte
auch ganz allgemein Hamiltonsche Systeme mit Zwangsbedingungen (constraints) auf
gekrümmten Hyperflächen, um einen Zugang zur Quantisierung der Gravitation zu
finden. Und auch wenn er an der Quantisierung der Allgemeinen Relativitätstheorie
scheiterte, so waren diese Arbeiten Diracs doch später die Grundlage für die BRST-
Formulierung in der Quantenfeldtheorie und dann im Jahr 1986 der Ausgangspunkt für
die Entwicklung der Schleifenquantengravitation (Loop-Quantum-Gravity, LQG) durch
Ashtekar.
Im Jahr 1982 schlug Dirac den jungen mathematischen Physiker Edward Witten für
einen speziellen Preis der Päpstlichen Akademie in Rom mit den Worten vor: Witten
betreibe eine außerordentlich brilliante mathematische Physik (Farmelo (2009), S. 437).
Die erste Publikation von Green und Schwarz zur String-Theorie im Jahr 1984 erlebte
Dirac nicht mehr - aber er hätte sich sicherlich darüber gefreut.
Dirac erhielt zahlreiche Preise, insbesondere den Physik-Nobelpreis (1933), die Royal
Medal (1939) und die Copley Medal (1952) der Royal Society, sowie die Max-Planck-
Medaille (1952) der Deutschen Physikalischen Gesellschaft.
Im Oktober 1956 wurde Dirac nach einem Vortrag an der Universität Moskau nach
seiner ’persönlichen Philosophie der Physik’ gefragt. Als Antwort schrieb er an die
Wandtafel (Farmelo (2009), S. 359):

PHYSICAL LAWS SHOULD HAVE MATHEMATICAL BEAUTY.
[Quellen: en.wikipedia: Paul_Dirac, Farmelo (2009), Kragh (1990)].

29.2 Die Dirac-Gleichung in der Minkowski-Raumzeit

Wir hatten bislang unter den Lorentztransformationen O(3, 1) eigentlich nur die Un-
tergruppe O(3, 1)↑+, die eigentlichen (+), orthochronen (↑) Lorentztransformationen,
betrachtet, die mit SO(3, 1) übereinstimmen, bzw. deren Universeller Überlagerungs-
gruppe SL(2,C).
Wenn man jetzt zu O(3, 1)↑+ die Raumspiegelung P hinzunimmt, d.h. zu O(3, 1)↑ über-
geht, dann stellt man fest, daß unsere in O(3, 1)↑+ irreduziblen Darstellungen Π(s,0) und

https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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Π(0,s) in O(3, 1)↑ zunächst einmal gar keine Darstellungen sind, da PΠ(s,0)P = Π(0,s)
gilt.

Beweis: a. für den Generator einer kleinen Drehungen θ um die x3-Achse:

P(θJ3)P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




0 0 0 0
0 0 −θ 0
0 θ 0 0
0 0 0 0




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



=


0 0 0 0
0 0 −θ 0
0 θ 0 0
0 0 0 0

 = θJ3 .

b. für den Generator eines kleinen Boost α in x3-Richtung:

P(αK3)P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




0 0 0 α

0 0 0 0
0 0 0 0
α 0 0 0




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



=


0 0 0 −α
0 0 0 0
0 0 0 0
−α 0 0 0

 = −αK3 .

c. aus 26.12.2 und a. und b. folgt:

PIkP = 1
2P(Jk − iKk)P = 1

2(Jk + iKk) = I ′k ,

PI ′kP = 1
2P(Jk + iKk)P = 1

2(Jk − iKk) = Ik , 2

d.h. unter P wird Π(s,0) auf Π(0,s) abgebildet und umgekehrt.

Eine einfache Möglichkeit um eine irreduzible Darstellung unter O(3, 1)↑ aus den beiden
Bestandteilen Π(s,0) und Π(0,s) zu konstruieren ist es, die direkte Summe zu bilden:

Π(s,0) ⊕ Π(0,s) ..=
(

Π(s,0) 0
0 Π(0,s)

)
. (29.2.1)



29.2 Die Dirac-Gleichung in der Minkowski-Raumzeit 655

In dieser Darstellung ist der Paritätsoperator dann einfach

P =
(

0(2s+1) 1(2s+1)

1(2s+1) 0(2s+1)

)
. (29.2.2)

Im Fall s = 1
2 spricht man bei Π( 1

2 ,0) ⊕ Π(0, 12 ) von der Dirac-Darstellung und den zuge-
ordneten Diracschen Bispinoren

ψ ..=
(
ψL

ψR

)
. (29.2.3)

Man kann jetzt die Dirac-Gleichung aus dem Transformationsverhalten der Weyl-Spinoren
unter Lorentztransformationen und der relativistischen Energie-Impulsrelation ablei-
ten, was hier vorgeführt werden soll (wir folgen Ryder (2003), S. 41 ff.). Die Lor-
entztransformationen legen den kinematischen Teil der Theorie fest und die Energie-
Impulsrelationen bestimmen die Dynamik.
Wir erinnern zunächst an die speziell-relativistische Mechanik. Der Klarheit halber
führen wir im Folgenden die Lichtgeschwindigkeit c und die Planck-Konstante ~ explizit
auf. Seien wieder β = v

c
und γ = (1−β2)− 1

2 . Das einfachste lorentzinvariante Differential,
das man für ein freies, massives Teilchen bilden kann ist

ds ..=
√
−gµνdxµdxν =

√
c2dt2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2

= c

√
1− (v

c
)2 dt = c

√
1− β2 dt . (29.2.4)

Damit kann man eine Wirkungsfunktion als Integral einer Lagrangefunktion definieren
als

S[xµ] ..=
t2∫
t1

L(xµ, ẋµ)ds ..= −mc
s(t2)∫
s(t1)

ds = −mc2

t2∫
t1

√
1− (v

c
)2 dt . (29.2.5)

Für v � c liefert die Langrangefunktion gerade die nichtrelativistische Lagrangefunk-
tion eines freien Teilchens:

L(xµ, ẋµ) = −mc2
√

1− (v
c

)2 ≈ −mc2 + mv2

2 , (29.2.6)

wobei die Konstante (−mc2) keinen Einfluß auf die Bewegungsgleichungen hat.
Der Impuls wird wie üblich definiert als

pi ..=
∂L
∂ẋi

= mvi√
1− (v

c
)2
, i ∈ {1, 2, 3} . (29.2.7)
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Wegen unserer ’Plus’-Minkowski-Metrik ist pi = piund damit

~p = γm~v . (29.2.8)

Die Energie ist per Definition

E(~v) ..= ẋi
∂L
∂ẋi
− L = ~v~p− L = mv2√

1− (v
c
)2

+mc2
√

1− (v
c

)2

= mc2√
1− (v

c
)2

= γmc2 , (29.2.9)

und damit die Nullkomponente die Vierer-Impulsvektors

p0 ..= E(~v)
c

= γmc = mc√
1− β2

. (29.2.10)

Aus den Gleichungen für E(~v) und ~p folgt sofort

~pc = γmc~v = E

c
~v . (29.2.11)

Für ein Teilchen mit der Ruhemasse m 6= 0 ist limv→c |~p| = limv→cE(~v) = ∞. Für ein
teilchen mit der Ruhemasse 0 bleibt aber 29.2.11 erhalten und liefert mit v = c:

E = |~p|c . (29.2.12)

Achtung Vorzeichen! Wir wollen einen Dirac-Spinor ψ mit einem Impuls ~p beschrei-
ben, d.h. mit einer Geschwindigkeit ~v gegenüber einem ruhenden Beobachter. Hierzu
gehen wir von dem Spinor ψ im Spinor-Ruhesystem aus und machen eine Lorentztrans-
formation mit −~p, bzw. −~v, in das Beobachter-Ruhesystem.

Satz 29.2.2 Aus der Darstellung Π( 1
2 ,0)⊕Π(0, 12 ) und der relativistischen Energie-Impuls-

Beziehung p0 = E(~v)
c

= γmc = mc√
1−β2

mit p ..= pµ ..= (p0, ~p) = (−p0, ~p) folgt die 4-
dimensionale Dirac-Gleichung eines klassischen, massiven, freien Spin-1

2 Teilchens in
der Form:

(cγµpµ +mc2
1)ψ(p) = ~0 . (29.2.13)

Dabei bezeichnen die γµ die sog. Diracschen Gamma-Matrizen in der folgenden Weyl-
Darstellung:

γ0 ..=
(

0 1

1 0

)
, γi ..=

(
0 σi

−σi 0

)
. (29.2.14)
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Beweis: Für einen linkshändigen Weyl-Spinor ψL gilt mit α ..= |αk| und nk ..= αk

α
bei

einem reinen Boost (26.12.8):

Π( 1
2 ,0)(exp(αkKk))ψL = exp(1

2α
kσk)ψL = exp(1

2αn
kσk)ψL .

Wir nehmen an, daß sich der Spinor ψL auf ein Teilchen im Spinor-Ruhesystem, d.h.
mit einem Impuls ~p = 0, beziehe und schreiben ψL(~0) = ψL.
Mit

(nkσk)2 =
3∑

i,k=1

ninkσiσk =
3∑

i=1,k

ninkδikσiσk =
3∑
i=1

(ni)2
1 = 1

folgt sofort

exp(α2n
kσk) = 1 + (α2 )nkσk + 1

2!(
α

2 )2(nkσk)2 + 1
3!(

α

2 )3(nkσk)3 + . . .

= 1 + (α2 )nkσk + 1
2!(

α

2 )2
1 + 1

3!(
α

2 )3(nkσk) + . . .

= cosh(α2 )1 + nkσk sinh(α2 ) .

Damit gilt für den Spinor ψL(~p):

ψL(~p) = exp(α2n
kσk)ψL = [cosh(α2 )1 + nkσk sinh(α2 )]ψL(~0) .

Jetzt kann man cosh(α2 ) und sinh(α2 ) auf cosh(α) zurückführen:

cosh2(α2 ) = (1
2(eα2 + e−

α
2 ))2 = 1

4(eα + 2 + e−α)

= 1
2(1

2(eα + e−α) + 1) = 1
2(cosh(α) + 1) ,

sinh2(α2 ) = (1
2(eα2 − e−α2 ))2 = 1

4(eα − 2 + e−α)

= 1
2(1

2(eα + e−α)− 1) = 1
2(cosh(α)− 1) ,

cosh(α2 ) = (1
2(cosh(α) + 1)) 1

2 und sinh(α2 ) = (1
2(cosh(α)− 1)) 1

2 .

Aus 26.7.2 kennen wir den Zusammenhang von cosh(α) mit β = v
c
:

cosh(α) = γ = 1√
1− β2

= 1√
1− v

c
2
.
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Und damit folgt im Spinor-Ruhesystem (Boost mit −~p):

ψL(~p) = [(γ + 1
2 ) 1

21 + nkσk(
γ − 1

2 ) 1
2 ]ψL(~0)

= [(γ + 1
2 ) 1

21 + −~p · ~σ
|~p|

(γ − 1
2 ) 1

2 ]ψL(~0) .

Wir ersetzen γ durch E
mc2

, bzw. p0

mc
, d.h. an dieser Stelle führen wir die Dynamik der

speziellen Relativitätstheorie ein. Damit folgt für ψL(~p):

ψL(~p) = [(
E
mc2

+ 1
2 ) 1

21− ~p · ~σ
|~p|

(
E
mc2
− 1

2 ) 1
2 ]ψL(~0)

= (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1− ~p · ~σ

|~p|
((E −mc2)(E +mc2)) 1

2 ]ψL(~0)

= (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1− ~p · ~σ

|~p|
(E2 −m2c4) 1

2 ]ψL(~0)

= (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1− ~p · ~σ

|~p|
c|~p|]ψL(~0)

= (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1− c~p · ~σ]ψL(~0) .

Entsprechend gilt für einen rechtshändigen Weyl-Spinor ψR mit α ..= |αk| und nk ..= αk

α

im Spinor-Ruhesystem bei einem Boost (mit −~p) (26.12.9):

Π(0, 12 )(exp(−αkKk))ψR = exp(−1
2α

kσk)ψR = exp(−1
2αn

kσk)ψR .

ψR(~p) = exp(−α2n
kσk)ψL = [cosh(α2 )1− nkσk sinh(α2 )]ψR(~0)

= [(γ + 1
2 ) 1

21− nkσk(
γ − 1

2 ) 1
2 ]ψR(~0)

= [(γ + 1
2 ) 1

21 + ~p · ~σ
|~p|

(γ − 1
2 ) 1

2 ]ψR(~0)

= (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1 + c~p · ~σ]ψR(~0) .

Bei ~p = ~0 sind aber ψL(~p) und ψR(~p) nicht unterscheidbar, d.h. ψL(~0) = ψR(~0). Damit
kann man aus den beiden Gleichungen für ψL(~p) und ψR(~p) den Spinor ψL(~0) eliminie-
ren:

[(E +mc2)1− c~p · ~σ][(E +mc2)1 + c~p · ~σ]
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= [(E2 + 2Emc2 +m2c4)− c2|~p|2]1 = [(m2c4 + 2Emc2 +m2c4)]1

= [2mc2(E +mc2)]1 ,

[(E +mc2)1− c~p · ~σ]ψR(~p) = (2mc2(E +mc2))− 1
2 [2mc2(E +mc2)]ψR(~0) ⇒

ψR(~0) = ψL(~0) = (2mc2(E +mc2))+ 1
2

[2mc2(E +mc2)] [(E +mc2)1− c~p · ~σ]ψR(~p) .

ψL(~0) = ψR(~0) = (2mc2(E +mc2))+ 1
2

[2mc2(E +mc2)] [(E +mc2)1 + c~p · ~σ]ψL(~p) .

ψL(~p) = (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1− c~p · ~σ] ·

· (2mc2(E +mc2))+ 1
2

[2mc2(E +mc2)] [(E +mc2)1− c~p · ~σ]ψR(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [(E +mc2)1− c~p · ~σ]2ψR(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [(E

2 +m2c4 + c2|~p|2 + 2Emc2)1

− 2Ec~p · ~σ − 2mc3~p · ~σ]ψR(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [(2E

2 + 2Emc2)1− 2Ec~p · ~σ − 2mc3~p · ~σ]ψR(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [2E(E +mc2)1− 2(E +mc2)c~p · ~σ]ψR(~p)

= E1− c~p · ~σ
mc2 ψR(~p) = p0

1− ~p · ~σ
mc

ψR(~p) .

ψR(~p) = (2mc2(E +mc2))− 1
2 [(E +mc2)1 + c~p · ~σ] ·

· (2mc2(E +mc2))+ 1
2

[2mc2(E +mc2)] [(E +mc2)1 + c~p · ~σ]ψL(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [(E +mc2)1 + c~p · ~σ]2ψL(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [(E

2 +m2c4 + c2|~p|2 + 2Emc2)1
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+ 2Ec~p · ~σ + 2mc3~p · ~σ]ψL(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [(2E

2 + 2Emc2)1 + 2Ec~p · ~σ + 2mc3~p · ~σ]ψL(~p)

= 1
[2mc2(E +mc2)] [2E(E +mc2)1 + 2(E +mc2)c~p · ~σ]ψL(~p)

= E1 + c~p · ~σ
mc2 ψL(~p) = p0

1 + ~p · ~σ
mc

ψL(~p) .

Diese beiden gekoppelten 2-dimensionalen Gleichungen können wir jetzt schreiben als(
−mc1 p0

1− ~p · ~σ
p0
1 + ~p · ~σ −mc1

)(
ψL(~p)
ψR(~p)

)
=
(
~0
~0

)
, und mit p0 = −p0 ⇒

bzw. nach Einführung der Gamma-Matrizen γµ:

γ0 ..=
(

0 1

1 0

)
, γi ..=

(
0 +σi
−σi 0

)
,

(γµpµ +mc1)ψ(p) = ~0 . 2

Dies ist die 4-dimensionale Dirac-Gleichung eines klassischen, freien, massiven Spin-
1
2 Teilchen. Im Fall von masselosen Spin-1

2 Teilchen (m = 0) entkoppeln die Dirac-
Gleichungen zu den beiden Weyl-Gleichungen:

(p01 + ~p · ~σ)ψR(~p) = ~0 ,

(p01− ~p · ~σ)ψL(~p) = ~0 .

Wegen p0 = E
c

= |~p| (29.2.11) für masselose Teilchen schreibt man die Weyl-Gleichungen
häufig folgendermaßen:

(1 + ~p

|~p|
· ~σ)ψR(~p) = ~0 ,

(1− ~p

|~p|
· ~σ)ψL(~p) = ~0 . (29.2.15)

Die Projektion des Spins ~σ auf die Bewegungsrichtung ~p
|~p| heißt Helizität. Nach die-

ser Sprechweise hat also das Teilchen ψR mit rechtshändiger Chiralität eine positive
Helizität und das Teilchen ΨL mit linkshändiger Chiralität eine negative Helizität :-)
Mit der üblichen Quantisierung im Schrödingerbild in der Ortsdarstellung

E → i~
∂

∂t
, ⇒ p0 = E

c
→ i~

∂

∂x0
, ⇒ p0 → −i~

∂

∂x0 und pi → −i~
∂

∂xi
(29.2.16)
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wird daraus die 4-dimensionale Dirac-Gleichung für quantenmechanische, freie, massive
Spin-1

2 Teilchen:

(~cγµ∂µ +mc2
1)ψ(p, x) = ~0 . (29.2.17)

Mit Feynmans Abkürzung /∂ ..= γµ∂µ schreibt sich die Dirac-Gleichung als

(~c/∂ +mc2
1)ψ(p, x) = ~0 . (29.2.18)

Anmerkung 1: Der Diracsche Bispinor ψ(p, x) ist hier die Wellenfunktion des quanten-
mechanischen, freien, massiven Spin-1

2 Teilchens. Erst mit dem Übergang von ψ†(p, x)
und ψ(p, x) zu Hilbert-Raum-Operatoren, oder durch Einsetzen von ψ†(p, x) und ψ(p, x)
in die Wirkungsfunktion eines Feynmanschen Pfadintegrals wird aus der Dirac-Gleichung
eine Quantenfeldtheorie (QFT).
Anmerkung 2: Wenn man die Gleichung 29.2.17 adjungiert, so erhält man mit
(γ0)† = γ0 und (γi)† = −γi und γiγ0 = −γ0γi:

~0 = ψ†(p, x)(−i~c(γµ)†←−∂ µ −mc2
1)

= ψ†(p, x)(−i~c(γ0)†←−∂ 0 − i~c(γi)†
←−
∂ i −mc2

1)

= ψ†(p, x)(−i~cγ0←−∂ 0 + i~cγi
←−
∂ i)−mc2

1) ⇒

~0 = ψ†(p, x)(−i~cγ0←−∂ 0 + i~cγi
←−
∂ i −mc2

1)γ0

= ψ†(p, x)γ0(−i~cγ0←−∂ 0 − i~cγi
←−
∂ i −mc2

1)

= ψ†(p, x)γ0(−i~cγµ←−∂ µ −mc2
1) , bzw.

ψ̄(p, x)(i~cγµ←−∂ µ +mc2
1) = ~0 , mit ψ̄ ..= ψ†γ0 . (29.2.19)

Zum Aufstellen der Lagrangefunktion eines Dirac-Teilchens oder Dirac-Feldes benötigt
man lorentzinvariante, bilineare Spinorkombinationen.

Satz 29.2.4 Unter Lorentztransformationen ist ψ̄ψ ein Skalar und ψ̄γµψ ein Vierer-
vektor.

Beweis: Sei ψT = (ψL, ψR)T , dann gilt

ψ̄ψ = ψ†γ0ψ = (ψ†L, ψ
†
R)
(

0 1

1 0

)(
ψL

ψR

)

= ψ†RψL + ψ†LψR .
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Aus 26.12.8 und 26.12.9 folgt sofort, daß ψ̄ψ unter Lorentztransformationen invariant
ist. Und da bei einer Paritätsoperation P nach 29.2.2 gerade ψL und ψR miteinander
vertauscht werden, bleibt ψ̄ψ auch unter P invariant, ist also ein Lorentzskalar.

Als nächstes soll gezeigt werden, daß sich ψ̄γµψ wie ein Vierervektor transformiert. Wir
unterscheiden die Fälle einer Drehung um einen infinitesimalen Winkel θ3 um x3 und
eines Boost um einen infinitesimalen Betrag α3 in Richtung x3.

a. eine Drehung um einen infinitesimalen Winkel θ3 um x3 wirkt auf einen Vierervektor
folgendermaßen:

(x0)′

(x1)′

(x2)′

(x3)′

 = (1 + θ3J3)


x0

x1

x2

x3

 =


1 0 0 0
0 1 −θ3 0
0 θ3 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 =


x0

x1 − θ3x2

θ3x1 + x2

x3

 ,

d.h. (x0)′ = x0 und (xi)′ = xi − θ3εij3x
j .

Mit 26.12.8, 26.12.9 und 26.6.9 folgt:

(ψ̄γ0ψ)′ = (ψ†γ0γ0ψ)′ = (ψ†ψ)′ = (ψ†LψL + ψ†RψR)′

= ψ†L exp( i2θ
3σ†3) exp(−i2 θ3σ3)ψL

+ ψ†R exp( i2θ
3σ†3) exp(−i2 θ3σ3)ψR

= ψ†LψL + ψ†RψR = ψ̄γ0ψ .

(ψ̄γiψ)′ = (ψ†γ0γiψ)′ = ((ψ†L)′, (ψ†R)′)
(
−σi 0
0 +σi

)(
(ψL)′

(ψR)′

)

= −(ψ†L)′σi(ψL)′ + (ψ†R)′σi(ψR)′

= −ψ†L exp( i2θ
3σ†3)σi exp(−i2 θ3σ†3)ψL

+ ψ†R exp( i2θ
3σ†3)σi exp(−i2 θ3σ†3)ψR

= −ψ†L(1 + i

2θ
3σ3)σi(1−

i

2θ
3σ3)ψL

+ ψ†R(1 + i

2θ
3σ3)σi(1−

i

2θ
3σ3)ψR
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≈ −ψ†LσiψL − ψ
†
L( i2θ

3σ3)σiψL + ψ†Lσi(
i

2θ
3σ3)ψL

+ ψ†RσiψR + ψ†R( i2θ
3σ3)σiψR − ψ†Rσi(

i

2θ
3σ3)ψR

= −ψ†LσiψL + ψ†RσiψR − i
2θ3ψ†L(ε3ijσj)ψL + i2θ3ψ†R(ε3ijσj)ψR

= (ψ̄γiψ) + θ3εij3(ψ†LσjψL − ψ
†
RσjψR)

= (ψ̄γiψ)− θ3εij3(ψ̄γjψ) .

b. ein Boost im Beobachter-Ruhesystem um einen infinitesimalen Betrag α3 in Richtung
x3 wirkt auf einen Vierervektor folgendermaßen:

(x0)′

(x1)′

(x2)′

(x3)′

 = (1 + α3K3)


x0

x1

x2

x3

 =


1 0 0 α3

0 1 0 0
0 0 1 0
α3 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 =


x0 + α3x3

x1

x2

x3 + α3x0

 ,

d.h. (xi)′ = xi + α3(δi0x3 + δi3x
0) .

Wieder folgt mit 26.12.8, 26.12.9 und 26.6.9, wobei wir erneut mit α3 → −α3 das
Beobachter-Ruhesystem vom Spinor-Ruhesystem aus betrachten:

(ψ̄γ0ψ)′ = (ψ†γ0γ0ψ)′ = (ψ†ψ)′ = (ψ†LψL + ψ†RψR)′

= ψ†L exp(−1
2α

3σ†3) exp(−1
2α

3σ3)ψL

+ ψ†R exp(1
2α

3σ†3) exp(1
2α

3σ3)ψR

≈ ψ†L(1− α3σ3)ψL + ψ†R(1 + α3σ3)ψR

= (ψ†LψL + ψ†RψR) + α3(ψ†L, ψ
†
R)
(
−σ3 0

0 +σ3

)(
ψL

ψR

)

= ψ†ψ + α3ψ†

(
−σ3 0

0 +σ3

)
ψ = ψ†γ0γ0ψ + α3ψ†γ0

(
0 +σ3

−σ3 0

)
ψ

= ψ̄γ0ψ + α3ψ̄γ3ψ .

Für i = 1, 2 gilt:

(ψ̄γiψ)′ = (ψ†γ0γiψ)′ = (ψ†
(

0 1

1 0

)(
0 +σi
−σi 0

)
ψ)′



664 29 Die Dirac-Gleichung

= ((ψ†L, ψ
†
R)
(
−σi 0
0 +σi

)(
ψL

ψR

)
)′ = (−ψ†LσiψL + ψ†RσiψR)′

= −ψ†L exp(−1
2α

3σ†3)σi exp(−1
2α

3σ3)ψL + ψ†R(1
2α

3σ†3)σi(
1
2α

3σ3)ψR

≈ −ψ†L(1− 1
2α

3σ3)σi(1−
1
2α

3σ3)ψL

+ ψ†R(1 + 1
2α

3σ3)σi(1 + 1
2α

3σ3)ψR

≈ −ψ†LσiψL + ψ†RσiψR

+ ψ†L
1
2α

3σ3σiψL + ψ†Lσi
1
2α

3σ3ψL + ψ†R
1
2α

3σ3σiψR + ψ†Rσi
1
2α

3σ3ψR

= −ψ†LσiψL + ψ†RσiψR = (ψ†L, ψ
†
R)
(
−σi 0
0 +σi

)(
ψL

ψR

)

= ψ†

(
0 1

1 0

)(
0 +σi
−σi 0

)
ψ = ψ†γ0γiψ = ψ̄γiψ .

(ψ̄γ3ψ)′ = (ψ†γ0γ3ψ)′ = (ψ†
(

0 1

1 0

)(
0 +σ3

−σ3 0

)
ψ)′

= ((ψ†L, ψ
†
R)
(
−σ3 0

0 +σ3

)(
ψL

ψR

)
)′ = (−ψ†Lσ3ψL + ψ†Rσ3ψR)′

= −ψ†L exp(−1
2α

3σ†3)σ3 exp(−1
2α

3σ3)ψL + ψ†R exp(1
2α

3σ†3)σ3 exp(1
2α

3σ3)ψR

= −ψ†L exp(−α3σ†3)σ3ψL + ψ†R exp(α3σ†3)σ3ψR

≈ −ψ†L(1− α3σ3)σ3ψL + ψ†R(1 + α3σ3)σ3ψR

= −ψ†Lσ3ψL + ψ†Rσ3ψR + α3ψ†L1ψL + α3ψ†R1ψR

= (ψ†L, ψ
†
R)
(
−σ3 0

0 +σ3

)(
ψL

ψR

)
+ α3(ψ†LψL + ψ†RψR)

= ψ†

(
0 1

1 0

)(
0 +σ3

−σ3 0

)
ψ + α3ψ†ψ

= ψ̄γ3ψ + α3ψ†γ0γ0ψ = ψ̄γ3ψ + α3ψ̄γ0ψ . 2
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Lemma 29.2.6 Da für den Vierervektor jµ ..= ψ̄γµψ gilt j0 ≥ 0 und ∂µjµ = 0 kann
jµ als Strom der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden.

Beweis:
j0 = ψ̄γ0ψ = ψ†ψ = |ψL|2 + |ψR|2 ≥ 0 , (29.2.20)

{
(i~cγµ∂µ −mc2

1)ψ(p, x) = ~0
ψ̄(p, x)(i~cγµ←−∂ µ +mc2

1) = ~0

}
⇒

∂µj
µ = ∂µψ̄γ

µψ = (∂µψ̄γµ)ψ + ψ̄(γµ∂µψ) (29.2.21)

= 1
i~c

(−mc2
1 +mc2

1) = 0 . 2

Da sich ψ̄γµψ unter Lorentztransformationen wie ein Vierervektor transformiert und
ψ̄ψ wie ein Viererskalar, können wir das folgende Wirkungsfunktional aufstellen, deren
Variation nach ψ̄ beim Verschwinden von ψ auf dem Rand die Dirac-Gleichung liefert:

S[ψ̄, ∂µψ̄, ψ, ∂µψ] ..=
∫
R4

ψ̄(i~cγµ∂µ −mc2
1)ψ d4x . (29.2.22)

29.3 Die Diracschen Gamma-Matrizen

Wir haben oben die Diracschen Gamma-Matrizen in der Weyl-Darstellung eingeführt:

γ0 ..=
(

0 1

1 0

)
, γi ..=

(
0 +σi
−σi 0

)
,

Diese Darstellung kann man mittels zwei Sätzen von erweiterten Pauli-Matrizen formal
noch etwas allgemeiner schreiben. Dazu führen wir σµ und σ̄µ, bzw. σµ und σ̄µ ein:

σµ ..= (−1, σi) und σ̄µ = (−1,−σi) bzw. (29.3.1)

σµ ..= (1, σi) und σ̄µ = (1,−σi) . (29.3.2)

Daraus folgt sofort

2σ0σ̄0 = 21 = −2η001 ,

2σiσ̄i = −2(σi)2 = −21 = −2ηii1 ,



666 29 Die Dirac-Gleichung

σ0σ̄i + σiσ̄0 = σi − σi = 0 = −2η0i1 ,

σiσ̄j + σjσ̄i = −σiσj − σjσi = 0 = −2ηij1 ,

also zusammengefaßt

σµσ̄ν + σν σ̄µ = −2ηµν1 . (29.3.3)

Damit können wir die Diracschen Gamma-Matrizen in der Weyl-Darstellung schreiben
als:

γµ ..=
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
. (29.3.4)

Für die Gamma-Matrizen in der Weyl-Darstellung und in der ’Plus’-Minkowski-Metrik
diag(−1,+1, . . . ,+1) gilt:

Lemma 29.3.1
{γµ, γν} ..= γµγν + γνγµ = −2ηµν1 . (29.3.5)

γ∗ ..= γ5 ..= γ5 ..= (−i)3γ0γ1γ2γ3 =
(

1 0
0 −1

)
. (29.3.6)

Beweis: Unsere Metrik ηµν ist die ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1) und
damit folgt:

{γ0, γ0} = 2γ0γ0 = 21 = −2η00
1 ,

{γi, γi} = 2γiγi = −21 = −2ηii1 ,

{γ0, γi} = γ0γi + γiγ0 =
(
−σi 0
0 +σi

)
+
(

+σi 0
0 −σi

)
= 0 = −2η0i

1 ,

und für i 6= j:

{γi, γj} = γiγj + γjγi =
(
−σiσj 0

0 −σiσj

)
+
(
−σjσi 0

0 −σjσi

)
= 0 · 1 = −2ηij1 .

γ5 ..= (−i)3γ0γ1γ2γ3 = i(−1)
(
−σ1 0

0 +σ1

)(
−σ2σ3 0

0 −σ2σ3

)

= −i
(

+σ1σ2σ3 0
0 −σ1σ2σ3

)
= −i

(
i1 0
0 −i1

)

=
(

1 0
0 −1

)
. 2
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Die Weyl-Darstellung heißt auch chirale Darstellung und in dieser Darstellung nehmen
die Projektoren auf linkshändige, bzw. rechtshändige Spinoren eine besonders einfache
Form an:

PL ..= 1
2(1 + γ5) und PR ..= 1

2(1− γ5) . (29.3.7)

Dirac selbst hat bei der Einführung seiner Dirac-Gleichung im Jahr 1928 eine andere
Darstellung verwendet, die man heute als Dirac-Darstellung oder Standard-Darstellung
bezeichnet. Um zu dieser Darstellung zu gelangen multipliziert man die Dirac-Gleichung
mit γ0 und wendet dann noch eine unitäre Transformation U an:

(γµpµ +mc1)ψ = 0 ⇒

γ0(γ0p0 + γipi +mc1)ψ = 0 ⇒

(1p0 + γ0γipi +mcγ0)ψ = 0 ⇒

(γ0γipi +mcγ0)ψ = −1p0ψ = 1
E

c
ψ .

Mit α̃i ..= γ0γi und β̃ ..= γ0 folgt die Dirac-Gleichung mit den Dirac-Matrizen α̃ und β̃
in der Weyl-Darstellung:

α̃i ..= γ0γi =
(

0 1

1 0

)(
0 +σi
−σi 0

)
=
(
−σi 0
0 +σi

)
,

β̃ ..= γ0 =
(

0 1

1 0

)
,

(cα̃ipi + β̃mc2)ψ = 1Eψ .

Jetzt wenden wir auf die Dirac-Gleichung die folgende unitäre Transformation an:

U ..= 1√
2π

(
1 1

−1 1

)
, U−1 = U † ..= 1√

2π

(
1 −1
1 1

)
.

α ..= Uα̃U † = 1
2

(
1 1

−1 1

)(
−σi 0
0 +σi

)(
1 −1
1 1

)
=
(

0 σi

σi 0

)
,

β ..= Uβ̃U † = 1
2

(
1 1

−1 1

)(
0 1

1 0

)(
1 −1
1 1

)
=
(

1 0
0 −1

)
,
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und erhalten die Dirac-Gleichung in der Dirac-Darstellung oder Standard-Darstellung:

(cαipi + βmc2)ψ = 1Eψ , bzw. (29.3.8)

Ĥψ = Eψ oder Ĥψ = i~
∂

∂t
ψ mit Ĥ ..= cαipi + βmc2 = −i~cαi∂i + βmc2 .

(29.3.9)

Manche Autoren, die wie wir die ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1) ver-
wenden, wünschen sich aber dennoch ein positives Vorzeichen in der Antikommutator-
Relation der Gamma-Matrizen γµ. Wenn man die Dirac-Matrizen mittels einer unitärer
Transformation abändert, dann bleibt die Dirac-Gleichung forminvariant, multipliziert
man jedoch die Dirac-Matrizen mit einem Faktor, so ändert sich natürlich auch der
Term mc1 in der Dirac-Gleichung entsprechend.
Freedman u. Van Proeyen (2012) errichen das positive Vorzeichen in der Antikommutator-
Relation der Gamma-Matrizen γµ durch den Übergang zu den Gammamatrizen γµF :

γ0
F =

(
0 1

−1 0

)
, γiF =

(
0 σi

σi 0

)
, (29.3.10)

{γµF , γ
ν
F} ..= γµFγ

ν
F + γνFγ

µ
F = 2ηµν1 . (29.3.11)

γF∗ ..= γ5
F ..= γF5 ..= (−i)3γF0γF1γF2γF3 = γ5 =

(
1 0
0 −1

)
. (29.3.12)

Weinberg (1995b) wählt γµW ..= −iγµ:

γ0
W = −i

(
0 1

1 0

)
, γiW = −i

(
0 σi

−σi 0

)
, (29.3.13)

{γµW , γ
ν
W} ..= γµWγ

ν
W + γνWγ

µ
W = 2ηµν1 . (29.3.14)

γW∗ ..= γ5
W ..= γW5 ..= (−i)3γW0γW1γW2γW3 = γ5 =

(
1 0
0 −1

)
. (29.3.15)

Die Weinberg- und die Freedman & Van Proeyen-Darstellungen sind unitär äquivalent
mit

U ..= 1√
2

(
1 i

1 −1

)
und γµF = UγµWU

† . (29.3.16)
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Allerdings ändert sich bei beiden Darstellungen dann auch die Form der Dirac-Gleichung
gegenüber unserer Weyl-Darstellung:

(γµpµ +mc1)ψ(p) = ~0 ⇒ (i(−i)γµpµ +mc1)ψ(p) = ~0 ⇒

iγµWpµ +mc1)ψ(p) ≈ iγµFpµ +mc1)ψ(p) = ~0 . (29.3.17)

Aus den Gamma-Matrizen kann man jetzt auch eine Darstellung der Lie-Algebra so(3, 1)
konstruieren. Diese Darstellung Σµν heißt Spintensor und findet Verwendung in der
Transformation des Diracschen Bispinors ψ unter Lorentztransformationen und in der
Dirac-Gleichung in gekrümmten Raumzeiten (s.u.).

Lemma 29.3.3
Σµν ..= −1

4[γµ, γν ] (29.3.18)

erfüllt die Beziehung

[Σµν ,Σρσ] = ηνρΣµσ − ηµρΣνσ − ηνσΣµρ + ηµσΣνρ (29.3.19)

und ist deshalb eine Darstellung der Lie-Algebra so(3, 1). Damit läßt sich eine Darstel-
lung Λ̃(Λ) einer Lorentztransformation auf einen Dirac-Spinor ψ schreiben als:

ψ′ = Λ̃(Λ)ψ = exp(1
2λ

ρσΣρσ)ψ . (29.3.20)

Anmerkung: das Minuszeichen in der Definition von Σµν korrespondiert mit dem
Minuszeichen im Antikommutator {γµ, γν} = −2ηµν1 in der Weyl-Darstellung der
Gamma-Matrizen γµ bei unserer ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1).

Beweis: Wir beginnen mit dem Kommutator von [Σµν , γρ]:

Σµν = −1
4(γµγν − γνγµ) = −1

4(2γµγν + 2ηµν1) = −1
2(γµγν + ηµν1) ,

[Σµν , γρ] = Σµνγρ − γρΣµν = −1
2(γµγνγρ + ηµνγρ − γργµγν − γρηµν)

= −1
2(γµγνγρ + γµγργν + 2ηρµγν)

= −1
2(γµγνγρ − γµγνγρ − 2ηρνγµ + 2ηρµγν)

= ηρνγµ − ηρµγν = γµηνρ − γνηρµ .
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Jetzt zum Kommutator von [Σµν ,Σρσ]:

[Σµν ,Σρσ] = −1
4([Σµν , γργσ]− [Σµν , γσγρ])

= −1
4(Σµνγργσ − γργσΣµν − Σµνγσγρ + γσγρΣµν)

= −1
4(γρΣµνγσ + (γµηνρ − γνηρµ)γσ − γρΣµνγσ + γρ(γµηνσ − γνησµ)

− γσΣµνγρ − (γµηνσ − γνησµ)γρ + γσΣµνγρ − γσ(γµηνρ − γνηρµ))

= −1
4(ηρµ(−γνγσ + γσγν)− ηνρ(−γµγσ + γσγµ)

+ ησµ(−γργν + γνγρ)− ηνσ(−γργµ + γµγρ))

= −(ηρµΣνσ − ηνρΣµσ + ησµΣρν − ηνσΣρµ)

= ηνρΣµσ − ηµρΣνσ + ηνσΣρµ − ηµσΣρν

= ηνρΣµσ − ηµρΣνσ − ηνσΣµρ + ηµσΣνρ .

Damit erfüllen die Σµν die Kommutator-Relationen der Lie-Algebra so(3, 1), siehe
26.7.10, stellen also eine Darstellung von so(3, 1) im Raum der 4-dimensionalen Di-
racschen Bispinoren ψ dar, die sich nach 26.7.13 unter einer Darstellung einer Lorentz-
transformation also folgendermaßen transformieren:

ψ′ = Λ̃ψ = exp(1
2λ

ρσΣρσ)ψ . 2

29.4 Dirac Gleichung mit elektromagnetischem Feld

Zunächst soll hier an die kovariante Darstellung der Maxwell-Gleichungen des elektro-
magnetischen Feldes erinnert werden. Auf die Beschreibung des Elektromagnetismus
als einer U(1)-Eichtheorie werden wir in Kapitel 31.2 eingehen.
Wir verwenden nach wie vor unsere ’Plus’-Minkowski-Metrik diag(−1,+1, . . . ,+1) und
für die EM-Felder die folgenden Bezeichungen:

Aµ ..=
(

1
c
φ
~A

)
, jµ ..=

(
cρ
~j

)
, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (29.4.1)

Die ersten beiden Maxwell-Gleichungen sind, wie wir später sehen werden, ’rein geome-
trischer’ Natur:

∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ = 0 . (Gauß-Faradaysches Gesetz) (29.4.2)
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Die beiden anderen Maxwell-Gleichungen sind dynamischer Natur und folgen aus dem
Extremum des Wirkungsfunktionals S:

S[Aν , ∂µAν ] ..=
∫
R4

L(Aν , ∂µAν)d4x ..=
∫
R4

(−1
4FµνF

µν + Aνj
ν)d4x , (29.4.3)

Natürlich soll die Lagrangefunktion L ein Skalar sein, aber daß L nun im Fall der Elek-
trodynamik genau diese Form hat ist nicht theoretischen Überlegungen zu verdanken,
sondern die Forderung nach Übereinstimmung mit den Experimenten. Inzwischen ist
allerdings klar, daß die Elektrodynamik der klassische Grenzfall der Quantenelektro-
dynamik ist, und wenn man versucht die Lagrangefunktion der QED aufzustellen, so
erhält man zusätzliche Einschränkungen an die Lagrangefunktion:
dort würde etwa ein Term der Form AνA

ν zu einer Masse der Photonen führen und
Terme mit einer Kombination von Aν und ∂µAν in höherer als vierter Potenz würden
die Theorie unrenormierbar machen.
Die Lagrange-Gleichungen lauten dann (siehe etwa 34.1.17):

−∂µ
∂L

∂(∂µAν)
+ ∂L
∂Aν

!= 0 . (29.4.4)

∂L
∂Aν

= jν .

∂Fαβ
∂(∂µAν)

= ∂

∂(∂µAν)
(∂αAβ − ∂βAα) = δµαδ

ν
β − δ

µ
βδ

ν
α .

∂L
∂(∂µAν)

= −1
4η

αα′ηββ
′ [(δµαδνβ − δ

µ
βδ

ν
α)Fα′β′ + Fαβ(δµα′δνβ′ − δ

µ
β′δ

ν
α′)]

= −1
4[(ηµα′ηνβ′ − ηνα′ηµβ′)Fα′β′ + Fαβ(ηαµηβν − ηανηβµ)]

= −1
4[(F µν − F νµ) + (F µν − F νµ)] = −F µν .

−∂µ
∂L

∂(∂µAν)
+ ∂L
∂Aν

!= 0 ⇒ ∂µF
µν + jν = 0 ⇒

∂µF
µν != −jν bzw.

∂µF
νµ != jν . (Gauß-Ampèresches Gesetz) (29.4.5)
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Die Maxwell-Gleichungen sind hier partielle Differentialgleichungen des Feldstärketen-
sors F µν . Eine Transformation von Aµ, die F µν und damit die Maxwell-Gleichungen
invariant läßt, heißt eine Eichtransformation. Zum Beispiel ist

A′µ = Aµ − ∂µχ(xµ) (29.4.6)

eine solche Eichtransformation.
Wenn man nun die Elektrodynamik mit der Dirac-Gleichung koppeln möchte, so ist ein
möglicher Weg die Ersetzung in der Wirkungsfunktion:

Aµj
µ → Aµqψ̄γ

µψ ,

d.h. man ersetzt den elektrodynamischen Viererstrom durch den Wahrscheinlichkeits-
dichten-Viererstrom der Dirac-Gleichung mal der elektrischen Ladung q des Teilchens.
Dadurch ergibt sich die folgende Wirkungsfunktion:

S =
∫
R4

Ld4x mit

L = ψ̄(i~cγµ∂µ −mc2
1)ψ + Aµqψ̄γ

µψ − 1
4FµνF

µν

= ψ̄(i~cγµ∂µ + Aµqγ
µ −mc2

1)ψ − 1
4FµνF

µν

= ψ̄(i~cγµ(∂µ − i
q

~c
Aµ)−mc2

1)ψ − 1
4FµνF

µν

= .. ψ̄(i~cγµ∇µ −mc2
1)ψ − 1

4FµνF
µν . (29.4.7)

Der Ausdruck

∇µ ..= (∂µ − i
q

~c
Aµ) (29.4.8)

heißt auch kovariante Ableitung, was aus der Darstellung des Elektromagnetismus als
einer Eichtheorie (siehe Kapitel 31.2) verständlich werden wird.
Anmerkung: in ∇µ = (∂µ − i q~cAµ) steht q für die elektrische Ladung des Dirac-
Teilchens, d.h. bei einem Elektron ist q = −e. In der ’Minus’-Minkowski-Metrik
diag(+1,−1, . . . ,−1) der meisten QM-Bücher wird natürlich aus unserem +q ein −q.
Das obige Vorgehen der Kopplung des elektromagnetischen Feldes an ein Dirac-Teilchen
heißt in der Physik minimale Kopplung, denn natürlich wären ja auch kompliziertere
Formen der Kopplung denkbar.
Diese minimale Kopplung hat nun die Eigenschaft, daß sie das Wirkungsfunktional S,
bzw. die Lagrangefunktion L, unter einer lokalen U(1)-Eichtransformation invariant
läßt:

ψ′(xµ) ..= e−i
q
~cχ(xµ)ψ(xµ) , A′µ = Aµ − ∂µχ(xµ) ⇒ (29.4.9)
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L′ = ψ̄
′(i~cγµ(∂µ − iA′µ

q

~c
)−mc2

1)ψ′ − 1
4FµνF

µν

= ψ̄(i~cγµ(∂µ − i∂µ
q

~c
χ(xµ)− i q

~c
(Aµ − ∂µχ(xµ)))−mc2

1)ψ − 1
4FµνF

µν

= ψ̄(i~cγµ(∂µ − i
q

~c
Aµ)−mc2

1)ψ − 1
4FµνF

µν = L .

Damit lautet die Dirac-Gleichung mit elektromagnetischem Vektorpotential:

(i~cγµ∇µ −mc2
1)ψ = (i~cγµ(∂µ − i

q

~c
Aµ)−mc2

1)ψ = ~0 . (29.4.10)

29.5 Die CPT-Symmetrien

Wir hatten bereits oben in 29.2.3 gesehen, daß für den Paritäts-Operator P , der eine
Rauminversion beschreibt, PψL = ψR gilt, und daß P in der Weyl-Darstellung die
folgende Form hat (29.2.2):

P = γ0 =
(

0 1

1 0

)
. (29.5.1)

Bei einer Rauminversion xi → −xi für i ∈ {1, 2, 3} geht also die Dirac-Gleichung über
in

P(i~cγµ∇µ −mc2
1)P−1Pψ = ~0 .

Bei einer Zeitinversion t→ −t geht die Dirac-Gleichung über in

T (i~cγµ∇µ −mc2
1)T −1T ψ = ~0 ,

wobei sich T in der Weyl-Darstellung ergibt als:

T ..= T0K ..= iγ1γ3K mit K ..= Komplexkonjugation . (29.5.2)

Beweis: Einerseits führt t′ = −t zu

x′0 = −x0 , j
′
i = −ji , A′i = −Ai für i ∈ {1, 2, 3} ,

i~cγµ∇′µ = i~cγµ[∂′µ − i
q

~c
A′µ]

= i~c[γ0(∂′0 − i
q

~c
A′0) + γi(∂′i − i

q

~c
A′i)]

= i~c[γ0(−∂0 − i
q

~c
A0) + γi(∂i + i

q

~c
Ai)] .
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Andererseits ist

T0T0 = iγ1γ3 · iγ1γ3 = −γ1γ3 · γ1γ3 = 1 ,

T (−T ) = T0K(−iγ1γ3K) = T0T0 = 1 , also

T −1 = −T = −iγ1γ3K , T † = (iγ1γ3K)† = iγ1γ3K = T ,

also ist T ein antiunitärer Operator. Weiter ist in unserer Weyl-Darstellung der Gamma-
Matrizen

(γ2)∗ = −γ2 ,

γ1γ3γ0γ1γ3 = −γ0 , γ1γ3γ1γ1γ3 = γ1 ,

γ1γ3γ2γ1γ3 = −γ2 , γ1γ3γ3γ1γ3 = γ3 .

T (i~cγµ∇µ)T −1 = iγ1γ3K[i~cγµ∇µ](−iγ1γ3K)

= iγ1γ3K[i~cγ0∇0 + i~cγ1∇1 + i~cγ2∇2 + i~cγ3∇3](−iγ1γ3K)

= iγ1γ3[−i~cγ0∇∗0 − i~cγ1∇∗1 − i~c(γ2)∗∇∗2 − i~cγ3∇∗3](iγ1γ3)

= i~c[−γ0∇∗0 + γ1∇∗1 + γ2∇∗2 + γ3∇∗3]

= i~c[γ0(−∂0 − i
q

~c
A0) + γ1(∂1 + i

q

~c
A1)

+ γ2(∂2 + i
q

~c
A2) + γ3(∂3 + i

q

~c
A3)]

= i~c[γ0(−∂0 − i
q

~c
A0) + γi(∂i + i

q

~c
Ai)] .

Also ist

[(i~cγµ∇µ −mc2
1)ψ]′ = ~0 ⇔

T (i~cγµ∇µ −mc2
1)T −1T ψ = ~0 . 2

Bei einer Ladungskonjugation q → −q geht die Dirac-Gleichung über in

C(i~cγµ∇µ −mc2
1)C−1Cψ = ~0 ,

wobei sich C in der Weyl-Darstellung ergibt als:

C ..= C0K ..= iγ2K mit K ..= Komplexkonjugation . (29.5.3)
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Beweis: Einerseits führt q′ = −q zu

i~cγµ∇′µ = i~cγµ[∂µ + i
q

~c
Aµ] .

Andererseits ist

C0C0 = iγ2 · iγ2 = 1 ,

CC = C0KC0K = iγ2K(iγ2K) = iγ2(−i(γ2)∗) = C0C0 = 1 , also

C−1 = C = iγ2K , C† = (iγ2)†K = iγ2K = C ,

also ist C ein unitärer Operator. Weiter ist in unserer Weyl-Darstellung der Gamma-
Matrizen

(γ2)∗ = −γ2 ,

γ2γ0γ2 = γ0 , γ2γ1γ2 = γ1 ,

γ2γ2γ2 = −γ2 , γ2γ3γ2 = γ3 .

C(i~cγµ∇µ)C−1 = iγ2K[i~cγµ∇µ](iγ2K)

= iγ2K[i~cγ0∇0 + i~cγ1∇1 + i~cγ2∇2 + i~cγ3∇3](iγ2K)

= iγ2[−i~cγ0∇∗0 − i~cγ1∇∗1 − i~c(γ2)∗∇∗2 − i~cγ3∇∗3](−i(γ2)∗)

= iγ2[−i~cγ0∇∗0 − i~cγ1∇∗1 + i~cγ2∇∗2 − i~cγ3∇∗3](iγ2)

= i~c[γ0∇∗0 + γ1∇∗1 + γ2∇∗2 + γ3∇∗3]

= i~c[γµ(∂0 + i
q

~c
Aµ)] .

Also ist

[(i~cγµ∇µ −mc2
1)ψ]′ = ~0 ⇔

C(i~cγµ∇µ −mc2
1)C−1Cψ = ~0 . 2

Wir haben also gezeigt, daß die Dirac-Gleichung mit minimaler Kopplung an die klas-
sische Elektrodynamik die Symmetrien der Ladungskonjugation C, der Partität P und
der Zeitinversion T einzeln erhält. Das Produkt dieser Symmetrien lautet in der Weyl-
Darstellung:

CPT = (iγ2K)(γ0)(iγ1γ3K) = (iγ2)(γ0)(−iγ1γ3)
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= γ2γ0γ1γ3 = γ0γ1γ2γ3 = iγ5 . (29.5.4)

Es zeigt sich, daß beim Übergang von dem hier beschriebenen Modell der Dirac-Gleichung
eines Teilchens mit minimaler Kopplung an die klassische Elektrodynamik zu einem
quantisierten minimal-gekoppelten Dirac- und Maxwell-Feld die Symmetrien C, P und
T einzeln erhalten bleiben.
Im Rahmen der Quantenfeldtheorie (QFT) tauchte die Aussage, daß das Produkt CPT
in einer lorentzinvarianten und lokalen QFT, welche den Zusammenhang von Spin &
Statistik berücksichtigt (d.h. Teilchen mit halbzahligen Spin: Fermionen-Operatoren,
die an raumartigen Punkten antikommutieren, Teilchen mit ganzzahligem Spin: Bosonen-
Operatoren, die an raumartigen Punkten kommutieren) zum ersten Mal implizit in einer
Arbeit von J. Schwinger 1951 auf.
G. Lüders (1954) und W. Pauli (1955) veröffentlichten dann ausführlichere Beweise, so
daß das CPT -Theorem heute auch unter dem Namen Lüders-Pauli-Theorem bekannt
ist. Diese Beweise stützen sich auf:
Lorentz-Invarianz, Kausalität, Lokalität, Vakuum (d.h. Existenz eines nach unten be-
schränkten Hamilton-Operators), S-Matrix-Theorie (d.h. Existenz wechselwirkungsfrei-
er In-Out-Zustände). Eine moderne Darstellung des Lüders-Pauli-Beweises findet sich
in Weinberg (1995a), S. 244 ff.
Etwas später veröffentlichte R. Jost (1957) einen etwas allgemeineren Beweis im Rah-
men der axiomatischen QFT. Dieser Weg ist ausführlich in dem inzwischen klassischen
Buch Streater u. Wightman (1969), S. 188 ff. (amerikanische Originalausgabe 1964)
beschrieben. Allerdings ist der heutige Stand der Dinge, daß man mit diesen analyti-
schen Axiomensystemen von Wightman, Haag-Kastler et al. letztlich nur relativ triviale
QFT’s beschreiben kann, wie die Konstruktionen von Segal, Glimm, Jaffe in den 1970’er
Jahren gezeigt haben. Das Auffinden einer exakten mathematischen Basis für die Yang-
Mills-QFTs des Standardmodells ist immer noch eine große ungelöste Frage und ein
Millenium-Preis-Problem.
Im Jahr 1956 schlugen die Theoretiker Lee und Yang nach einer Analyse zahlreicher Ex-
perimente die Verletzung der Parität P beim β-Zerfall der Schwachen Wechselwirkung
vor, was 1957 experimentell eindeutig verifiziert werden konnte. Im Jahr 1964 konnten
Cronin und Fitch die Verletzung von CP im Zerfall von neutralen Kaonen, ebenfalls ein
Prozeß der Schwachen Wechselwirkung, nachweisen.
Einige String-Theorien und die Loop-Quantum-Gravity (LQG) postulieren eine Verlet-
zung von CPT auf raumzeitlich deutlich kleineren Skalen als sie heute experimentell
zugänglich sind.

29.6 Majorana-Spinoren

Wir hatten soeben gesehen, daß die Ladungskonjugation C den Übergang von einem
geladenen Teilchen zu seinem Antiteilchen vermittelt, also etwa von einem Elektron zu
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einem Positron. Wenn wir es mit ungeladenen Dirac-Teilchen zu tun haben, dann muß
also für dessen Dirac-Spinor Cψ = ψ gelten.
In der Weyl-Darstellung hatten wir für C erhalten

C ..= C0K ..= iγ2K mit K ..= Komplexkonjugation , (29.6.1)

C0 = iγ2 = i

(
0 +σ2

−σ2 0

)
=


0 0 0 +1
0 0 −1 0
0 −1 0 0

+1 0 0 0

 . (29.6.2)

Aus Cψ = ψ mit ψT = (ψL,1, ψL,2, ψR,1, ψR,2) folgt

(ψ∗R,2,−ψ∗R,1,−ψ∗L,2, ψ∗L,1) = (ψL,1, ψL,2, ψR,1, ψR,2) ,

also

ψR,1 = −ψ∗L,2 , ψR,2 = ψ∗L,1 .

Damit kann man den Majorana-Spinor schreiben als

ψT = (ψL,1, ψL,2,−ψ∗L,2, ψ∗L,1) . (29.6.3)

Der Majorana-Spinor enthält also statt vier unabhängigen, komplexen Variablen nur
noch zwei unabhängige, komplexe Variable, oder vier unabhängige reelle Variable. Wenn
man für ψL,1 = ϕ1 + iϕ2 und ψL,2 = ϕ3 + iϕ4 mit reellen Variablen ϕ1, . . . , ϕ4 schreibt,
dann kann man den komplexen Majorana-Spinor ψ in einen reellen Majorana-Spinor ϕ
umwandeln:

Aψ ..= 1
2


1 0 0 1
−i 0 0 i

0 1 −1 0
0 −i −i 0




ϕ1 + iϕ2

ϕ3 + iϕ4

−ϕ3 + iϕ4

ϕ1 − iϕ2

 =


ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

 = ϕ . (29.6.4)

Wenn man zu dieser Darstellung übergeht, muß man natürlich auch die Diracschen
Gamma-Matrizen γµ zu AγµA−1 abändern, damit weiterhin die Dirac-Gleichung gültig
ist.

29.7 Die Dirac-Gleichung in einer gekrümmten
Raumzeit

Im Jahr 1928 fand Dirac die später nach ihm benannte Dirac-Gleichung als eine re-
lativistische, quantenmechanische Wellengleichung 1. Ordnung für Elektronen auf der
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Grundlage von Spinoren. Bereits im Jahr 1929 veröffentlichten Fock (Fock (1929)) und
Weyl (Weyl (1929)) unabhängig voneinander eine Erweiterung der Dirac-Gleichung auf
gekümmte differenzierbare Raumzeit-Mannifaltigkeiten. Der Gedanke von Weyl und
Fock liegt zunächst einmal nahe: wenn die Dirac-Spinoren Raumzeit-abhängige Felder
sind, dann kann man lokal an jedem Raumzeit-Punkt mittels eines Vierbeins in ein lo-
kales Koordinatensystem wechseln, wo dann eine gewöhnliche Dirac-Gleichung in einer
Minkowski-Raumzeit vorliegt. Die Wirkung der Raumzeit-Krümmung auf die Spinoren
zeigt sich dann in einem zusätzlichen Zusammenhangs-Term. Diese Konstruktion wollen
wir zunächst hier nachvollziehen.
Die nachfolgenden Jahrzehnte haben dann aber gezeigt, daß es in diesem Zusammen-
hang weitere subtile Probleme gibt. Zunächst einmal stellt sich die Frage, ob man über-
haupt auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M Spinoren definieren kann, d.h. ob
die Mannigfaltigkeit die Einführung einer Spinstruktur gestattet? Die Antwort auf diese
Frage hängt davon ab, ob es die Mannigfaltigkeit erlaubt, die Kartenwechselfunktionen
der lokalen SO(3, 1) Lorentztransformationen auf deren Universelle Überlagerungsgrup-
pe SL(2,C) ' SPIN(3, 1), bzw. im euklidischen Fall SO(4) auf SPIN(4), zu liften.
Aus mathematischer Sicht kann man beweisen, daß bei einer orientierbaren Mannigfal-
tigkeit M im euklidischen Fall SO(4) genau dann eine Spinstruktur existiert, wenn die
zweite Stiefel-Whitney Kohomologie-Klasse w2(M) trivial ist (Nakahara (2003), S. 450
ff.). Speziell für die Sphäre Sm und den Torus Σg mit dem Genus g gilt:

w2(Sm) = 1 , w2(Σg) = 1,

d.h. beide erlauben eine euklidische Spinstruktur.
Aus physikalischer Sicht argumentieren Penrose u. Rindler (1984), S. 55, daß eine
’vernünftige’ physikalische Forderung an eine orientierbare differenzierbare Raumzeit-
Mannigfaltigkeit M mit den Kartenwechselfunktionen der SO(3, 1) Lorentztransfor-
mationen die Nicht-Kompaktheit dieser Mannigfaltigkeit sein sollte, damit geschlosse-
ne zeitartige Trajektorien ausgeschlossen sind. Unter der Voraussetzung einer solchen
Nicht-Kompaktheit von M hat nun Geroch im Jahr 1968 bewiesen, daß hinreichend
und notwendig für die Existenz einer Spinstruktur auf M die globale Existenz eines
Vierbein-Feldes ist.
Soweit so gut. Damit aber enden die Probleme der Dirac-Gleichung in einer gerümmten
Raumzeit noch nicht. Bargmann (Bargmann (1932)), Pauli (Pauli (1936)) und spä-
ter Kofink (Kofink (1949)) haben dann darauf hingewiesen, daß die Dirac-Gleichung
in einer gekrümmten Raumzeit noch zahlreiche weitere Freiheitsgrade enthalten kann,
die auch das Energiespektrum der Dirac-Teilchen im Gravitationsfeld modifizieren kön-
nen. Bis jetzt im Jahr 2023 reichten die experimentellen Möglichkeiten noch nicht aus,
um solche Effekte zu messen, aber dies mag sich in naher Zukunft ändern und uns
neue Einsichten über den Zusammenhang von Elementarteilchen-Physik und Gravi-
tation vermitteln. Wir stellen am Ende dieses Unterkapitels kurz eine Einführung in
diese Thematik anhand zweier Arbeiten von Arminjon und Reifler (Arminjon u. Reifler
(2010), Arminjon u. Reifler (2013)) vor.
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Zunächst aber der Gedankengang von Fock und Weyl.

Es seien an einem Punkt p der gekrümmten 4-dimensionalen Raumzeit M die Vektoren
{∂µ} und {dxµ} die Basen des Tangentialraums TpM und des Kotangentialraums T ∗pM .
Die Dirac-Matrizen seien nun Felder aufM , d.h. γµ = γµ(p) mit p ∈M . Lokal kann man
mittels des Vierbeins e µ

a , bzw. eaµ, (siehe 15.2.1 und 15.2.3) einen Minkowski-Raum
mit den Orthonormalbasen {ea} und {θa} einführen:

ea ..= e µ
a ∂µ , θa ..= eaµdx

µ . (29.7.1)

Damit geht man lokal am Punkt p ∈M von der Metrik gµν der gekrümmten Raumzeit
zu einer Lorentz-Metrik ηab über:

gµν = eaµe
b
νηab . (29.7.2)

In Bezug auf diese Lorentz-Metrik definiert man jetzt die Diracschen Gamma-Matrizen:

{γa, γb} ..= γaγb + γbγa = −2ηab1 . (29.7.3)

Wir hatten in 29.3.20 für die Transformation eines Dirac-Spinors ψ gefunden:

Σµν ..= −1
4[γµ, γν ] ,

ψ′ = Λ̃(Λ)ψ = exp(1
2λ

ρσΣρσ)ψ .

Jetzt suchen wir eine kovariante Ableitung ∇aψ, die sich sowohl als lokaler Lorentz-
Vektor wie auch als Spinor transformieren soll, d.h. wir verlangen

(∇aψ)′ != Λ̃(Λ)Λ b
a ∇bψ .

Daß dies möglich ist, zeigt der folgende Satz Wir folgen hier Nakahara (2003), S. 300
ff.

Satz 29.7.1 (Fock-Weyl) Die kovariante Ableitung∇aψ mit dem Spin-Zusammenhang
Ωµ, bzw. dem Spintensor Σab aus 29.3.18

∇aψ ..= e µ
a (∂µ + Ωµ)ψ ..= e µ

a (∂µ + 1
2Γa′ b′µ Σa′b′)ψ (29.7.4)

transformiert sich unter einer Lorentztransformation Λ sowohl als lokaler Lorentz-Vektor,
wie auch als Spinor, d.h.

(∇aψ)′ != Λ̃(Λ)Λ b
a ∇bψ . (29.7.5)
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Beweis: Sei Λ eine lokale Lorentztransformation der Form (siehe 26.7.13)

Λ = exp(1
2λ

abm[ab]) ,

bzw. bei infinitesimalen λab (siehe 26.7.14):

Λa
b = δab + λab .

Die entsprechende Darstellung dieser Lorentztransformation im Raum der Dirac-Spinoren
ist (29.3.20):

Λ̃(Λ) = exp(1
2λ

abΣab) ,

bzw. bei infinitesimalen λab:

Λ̃(Λ) = 1 + 1
2λ

abΣab .

Wir machen den Ansatz

∇aψ ..= e µ
a (∂µ + Ωµ)ψ

und fragen zunächst nach dem Transformationsverhalten von e µ
a ∂µψ:

(e µ
a ∂µψ)′ = Λ b

a e
µ
b ∂µ(Λ̃(Λ)ψ) = Λ b

a e
µ
b ((∂µΛ̃(Λ))ψ + Λ̃(Λ)∂µψ) .

Für e µ
a Ωµψ als Vierervektor und Spinor ergibt sich:

(e µ
a Ωµψ)′ = Λ b

a e
µ
b Ω′µΛ̃(Λ)ψ .

Damit folgt für (∇aψ):

(∇aψ)′ = Λ b
a e

µ
b ((∂µΛ̃(Λ))ψ + Λ̃(Λ)∂µψ) + Λ b

a e
µ
b Ω′µΛ̃(Λ)ψ

Mit der Forderung, daß sich (∇aψ) folgendermaßen transformieren soll

(∇aψ)′ != Λ̃(Λ)Λ b
a ∇bψ

folgt also

Λ̃(Λ)Λ b
a ∇bψ = Λ b

a e
µ
b ((∂µΛ̃(Λ))ψ + Λ̃(Λ)∂µψ) + Λ b

a e
µ
b Ω′µΛ̃(Λ)ψ ⇒

Λ̃(Λ)Λ b
a e

µ
b (∂µ + Ωµ)ψ = Λ b

a e
µ
b (∂µΛ̃(Λ))ψ + Λ̃(Λ)∂µψ)

+ Λ b
a e

µ
b Ω′µΛ̃(Λ)ψ ⇒
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Λ̃(Λ)Ωµ = (∂µΛ̃(Λ) + Ω′µΛ̃(Λ) ⇒

Ω′µ = Λ̃(Λ)ΩµΛ̃−1(Λ)− (∂µΛ̃(Λ))Λ̃−1(Λ) .

Mit einer infinitesimalen Transformation Λ̃(Λ) wird dies zu

Ω′µ = (1 + 1
2λ

abΣab)Ωµ(1− 1
2λ

abΣab)

− (∂µ
1
2λ

abΣab)(1−
1
2λ

abΣab)

' Ωµ + 1
2λ

ab[Σab,Ωµ]− 1
2∂µλ

abΣab .

Im nächsten Schritt soll gezeigt werden, daß sich 1
2Γa b

µ Σab unter einer infinitesimalen
Transformation Λ̃(Λ) genauso wie Ωµ transformiert. Für die Cartansche Zusammen-
hangs-1-Form ωab (15.9.1) hatten wir das folgende Transformationsverhalten gefunden
(15.10.13):

ω′ = ΛωΛ−1 − dΛ · Λ−1 ,

und mit einer infinitesimalen Transformation Λ (siehe 26.7.14)

Λa
b ' δab + λab

erhalten wir also

(ω′)ab = (δac + λac)ωcd(δdb − λdb)− dλad · (δdb − λdb)

' ωab + λacω
c
b − ωadλdb − dλab .

Von der Zusammenhangs-1-Form ωab kann man zu den Zusammenhangs-Koeffizienten
Γaµb übergehen

ωab = .. Γaµb dxµ .

Für diese Zusammenhangs-Koeffizienten Γ gilt dann folgendes Transformationsverhal-
ten:

(Γaµb)′ = Γaµb + λacΓcµb − Γaµcλcb − dλab .

Und damit folgt für 1
2Γa b

µ Σab:

(1
2Γa b

µ Σab)′ =
1
2(Γa b

µ )′Σab

= 1
2(Γa b

µ Σab + λacΓc b
µ Σab − Γa c

µ λ
b
c Σab − (dλab)Σab) .
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Nun ist Σab eine Darstellung der Lie-Algebra so(3, 1), siehe 29.3.19, und erfüllt daher
die Kommutatorrelation:

[Σab,Σcd] = ηbcΣad − ηacΣbd − ηbdΣac + ηadΣbc .

Daraus ergibt sich mit λab = −λba und Σab = −Σba:

1
2λ

ab[Σab ,
1
2Γc d

µ Σcd] = 1
4λ

abΓc d
µ [Σab , Σcd]

= 1
4λ

abΓc d
µ (ηbcΣad − ηacΣbd − ηbdΣac + ηadΣbc)

= 1
4(λacΓc d

µ Σad − λabηacΓc d
µ Σbd

− λadΓc d
µ Σac + λabηadΓc d

µ Σbc)

= 1
4(λacΓc d

µ Σad + λbcΓc d
µ Σbd

− λadΓc d
µ Σac − λbdΓc d

µ Σbc)

= 1
2(λacΓc d

µ Σad − λadΓc d
µ Σac)

= 1
2(λacΓc d

µ Σad − Γa d
µ λ

b
dΣba)

= 1
2(λacΓc d

µ Σad − Γa c
µ λ

b
cΣba)

= 1
2(λacΓc b

µ Σab − Γa c
µ λ

b
c Σab) .

Damit können wir also (1
2Γa b

µ Σab)′ schreiben als

(1
2Γa b

µ Σab)′ =
1
2(Γa b

µ Σab + λab[Σab ,
1
2Γc d

µ Σcd]− (dλab)Σab)

und damit transformiert sich
1
2Γa b

µ Σab ebenso wie Ωµ . 2

Anmerkung-1: die kovariante Ableitung eines Tangential-Vektors (∇µY )λ mit einem
Raumzeit-Index λ beim Vorliegen eines metrisch-affinen Zusammenhangs lautet ja be-
kannterweise (15.5.10, 15.11.7):

ωκµν =
{

κ

µν

}
+Kκ

µν Christoffelsymbol + Kontorsionstensor , (29.7.6)
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(∇µY )λ = ∂µY
λ + ωλµνY

ν . (29.7.7)

Entsprechend ergibt sich die kovariante Ableitung eines Spinors (∇µψ)λ mit einem
Spinorindex λ beim Vorliegen eines Spin-Zusammenhangs Ωµ als:

(∇µψ)λ = ∂µψ
λ + Ωλ

νµψ
ν . (29.7.8)

Anmerkung-2: wir haben an die Zusammenhangs-Koeffizienten Γa b
µ keine weiteren

Forderungen gestellt, insbesondere können sie also neben der Krümmung auch eine
Torsion der Raumzeit beschreiben. Da aber Σab antisymmetrisch ist, spielt also im
Spin-Zusammenhang Ωµ nur der antisymmetrische Teil von Γa b

µ eine Rolle, d.h.

Ωµ = 1
2Γa b

µ Σab = 1
4Γ[a b]

µ Σab . (29.7.9)

Mit Hilfe dieser kovarianten Ableitung können wir jetzt die Lagrangefunktion LFW
(siehe 29.4.7, 29.4.8) und die Wirkungsfunktion SFW in einer gekrümmten Raumzeit
formulieren:

LFW = ψ̄(i~cγae µ
a ∇µ −mc2)ψ mit (29.7.10)

∇µ ..= (∂µ + Ωµ) , Ωµ = 1
2Γa b

µ Σab , (29.7.11)

bzw. mit dem elektromagnetischen Feldstärketensor Fµν :

LFW = ψ̄(i~cγae µ
a ∇µ −mc2)ψ − 1

4FµνF
µν mit (29.7.12)

∇µ ..= (∂µ + Ωµ − i
q

~c
Aµ) , Ωµ = 1

2Γa b
µ Σab . (29.7.13)

SFW =
∫
M

√
−gLd4x . (29.7.14)

Der Differential-Operator in LFW heißt der Dirac-Operator in einer gekrümmten Man-
nigfaltigkeit:

i~c /∇ ..= i~cγµ∇µ = i~cγae µ
a ∇µ , (29.7.15)

und die Dirac-Gleichung in einer gekrümmten Mannigfaltigkeit folgt jetzt aus der Funk-
tionalableitung δSFW/δψ̄

!= 0:
∂LFW
∂ψ̄

− ∂µ(∂LFW
∂ψ̄µ

) != 0 ⇒ (29.7.16)

(i~cγµ∇µ −mc2)ψ = (i~cγae µ
a ∇µ −mc2)ψ != 0 . (29.7.17)
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—————————————————————————————

Nun zur Frage der zusätzlichen Freiheitsgrade der Dirac-Gleichung in einer gekrümmten
Raumzeit nach Bargmann (1932), Pauli (Pauli (1936)) und Kofink (Kofink (1949)).
Dabei orientieren wir uns an den folgenden zwei Arbeiten von Arminjon und Reifler
(Arminjon u. Reifler (2010), Arminjon u. Reifler (2013)).

Zunächst hatten wir mit Fock-Weyl gesehen, daß wir die Wirkung der Raumkrümmung
auf die Dirac-Spinoren durch eine kovariante Ableitung ausdrücken können:

∇µψ = (∂µ + Ωµ)ψ mit Ωµ = 1
2Γa′ b′µ Σa′b′ , bzw.

∇aψ ..= e µ
a (∂µ + Ωµ)ψ mit e µ

a Ωµ = e µ
a

1
2Γa′ b′µ Σa′b′ .

Im Folgenden lassen wir der Einfachheit halber die Lokalisierung mittels des Vierbeins
e µ
a , bzw. eaµ, fort, d.h. wir tun so, als ob wir die ganze MannigfaltigkeitM mit nur einer
Karte lokaler Koordinaten beschreiben könnten. Die nachträgliche Einfügung lokaler
Koordinaten mittels des Vierbeins e µ

a geschieht bei Bedarf genau wie oben.

In der Diskussion der Dirac-Gleichung in der Minkowski-Raumzeit hatten wir gesehen,
daß ψ̄ψ = ψ†γ0ψ eine Lorentz-Skalar ist und ψ̄γµψ = ψ†γ0γµψ ein Lorentz-Vierervektor
(siehe: 29.2.4). Der Gedanke von Pauli war jetzt, daß man in diesen Ausdrücken die
Hermitizität herstellende Matrix γ0 durch eine beliebige hermitesche Matrix A gleicher
Dimension mit der folgenden Definition ersetzen kann

A† ..= A und (Aγµ)† ..= Aγµ und ∇µA = ∂µA und ∇µψ ..= (∇µψ)†A .
(29.7.18)

Offensichtlich erfüllt γ0 all diese Forderungen an A. Auch A ist jetzt aber bezüglich der
gekrümmten Raumzeit ein Feld, d.h. A = A(p) mit p ∈M . In der Minkowski-Raumzeit
ist A = γ0 ein Lorentz-Skalar.

Der erste Schritt der Verallgemeinerung für die gekrümmte Raumzeit ist jetzt die De-
finition einer kovarianten Ableitung ∇µ unter Berücksichtigung der Spinorindizes, hier
am Beispiel von (γν)ρσ. Dabei sind µ, ν Raumzeitindizes, ρ, σ sind Spinorindizes und
ωνλµ ist der Tensor des metrisch-affinen Riemannschen Zusammenhangs (inkl. einer
evtl. Torsion, siehe 15.11.7):

(∇µγ
ν)ρσ = ∂µ(γν)ρσ + ωνλµ(γλ)ρσ + Ωρ

λµ(γν)λσ − Ωλ
σµ(γν)ρλ

= ∂µ(γν)ρσ + ωνλµ(γλ)ρσ + Ωρ
λµ(γν)λσ − (γν)ρλΩλ

σµ

= {∂µ(γν) + ωνλµ(γλ) + [Ωµ, γ
ν ]}ρσ . (29.7.19)
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Bereits für das Fock-Weyl Modell hat man ja gefordert, daß die Diracschen γν-Matrizen
kovariant konstant sein sollen!

∇µγ
ν != 0 . (29.7.20)

Die Größe ψ̄ψ = ψ†Aψ soll ein Spinor-Skalar sein, d.h.

∇µ(ψ̄ψ) != ∂µ(ψ̄ψ) ⇒ (29.7.21)

∇µ(ψ̄ψ) = ∇µ(ψ̄)ψ + ψ̄∇µ(ψ)

= (∇µ(ψ))†Aψ + ψ̄∇µ(ψ)

= ((∂µ + Ωµ)ψ)†Aψ + ψ̄(∂µ + Ωµ)ψ

= ∂µ(ψ̄ψ) + ψ†AA−1Ω†µAψ + ψ̄Ωµψ

= ∂µ(ψ̄ψ) + ψ̄A−1Ω†µAψ + ψ̄Ωµψ ⇒

Ωµ = −A−1Ω†µA ⇒ (29.7.22)

1. ∇µA = ∂µA = ∂µA+ AΩµ − AΩµ = ∂µA+ A(−A−1Ω†µA)− AΩµ

= ∂µA− AΩµ − Ω†µA . (29.7.23)

2. ∇µ(ψ) = (∇µψ)†A = ((∂µ + Ωµ)ψ)†A = ((∂µ − A−1Ω†µA)ψ)†A

= (∂µψ†)A− ψ†AΩµA
−1A = (∂µψ̄)− ψ̄Ωµ . (29.7.24)

Den Ausdruck jµ ..= ψ̄γµψ für den Strom der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
verallgemeinert man zu:

jµ ..= ψ†Aγµψ = ψ†Bµψ mit B ..= Aγµ . (29.7.25)

Dies ist jetzt ein Spinor-Vierervektor.

∇µj
µ = ∇µ(ψ†Aγµψ) = ∇µ(ψ†Bµψ)

= (∇µψ
†)Bµψ + ψ†(∇µB

µ)ψ + ψ†Bµ(∇µψ) . (29.7.26)

Für den mittleren Term auf der rechten Seite mit ∇µB
µ ergibt sich wie oben - dabei

sind µ, ν Raumzeitindizes, ρ, σ sind Spinorindizes und ωνλµ ist der Tensor des metrisch-
affinen Riemannschen Zusammenhangs (inkl. einer evtl. Torsion, siehe 15.11.7):

(∇µB
µ)ρσ = ∂µ(Bµ)ρσ + ωµλµ(Bλ)ρσ − Ωλ

ρµ(Bµ)λσ − Ωλ
σµ(Bµ)ρλ . (29.7.27)
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Interessant ist es jetzt, sich die kovariante Ableitung ∇µj
µ noch genauer anzuschauen.

Da die Matrizen A und B hermitesch sind folgt für den ersten Term von ∇µj
µ:

(∇µψ
†)Bµψ = (Bµ∇µψ)†ψ = (Aγµ∇µψ)†ψ = (γµ∇µψ)†Aψ .

Falls jetzt die oben abgeleitete Dirac-Gleichung 29.7.17

(γµ∇µ + imc

~
)ψ = 0

gültig ist, so folgt daraus für die Summe aus dem ersten und dritten Term von ∇µj
µ:

(γµ∇µψ)†Aψ + ψ†A(γµ∇µψ) = imc

~
ψ†Aψ + ψ†A(−imc

~
ψ) = 0 ⇒

∇µj
µ = ψ†(∇µB

µ)ψ . (29.7.28)

Das heißt, genau dann, wenn die Dirac-Gleichung 29.7.17 gültig ist und zusätzlich
∇µB

µ = 0 gilt, kommt es bei Fock-Weyl mit der Erweiterung der Matrizen A und
B nach Bargmann-Pauli-Kofink (BPK) zu einer Erhaltung des Stroms der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte jµ.

Nun kann man die oben hergeleitete Lagrange-Funktion LFW aus 29.7.10 unter Einbe-
ziehung von A und B zu einer hermiteschen Lagrange-Funktion LBPK verallgemeinern.

Definition 29.7.3 (Kovariante Euler-Lagrange-Gleichung) Die Dirac-Lagrange-
Funktionen LFW und LBPK sind beide aufgrund der Konstruktion invariant unter Trans-
formationen der Lorentzgruppe SO(3, 1), bzw. deren Universeller Überlagerungsgruppe
SL(2,C) ' SPIN(3, 1). Sind zunächst nicht invariant unter allgemeinen Koordina-
tentransformationen. Wenn man nun die Dirac-Gleichung als eine Euler-Lagrange-
Gleichung aus den Lagrange-Funktionen LFW und LBPK ableiten möchte bei gleich-
zeitiger Kovarianz unter allgemeinen Koordinatentransformationen, dann fordert man
eine verallgemeinerte Euler-Lagrange-Gleichung mit kovarianten Ableitungen anstelle
der gewöhnlichen Ableitungen.

L(φ,∇µφ) ,

S =
∫
M

√
−gdetLd4x ,

∂L
∂φ
−∇µ

∂L
∂(∇µφ)

!= 0 .

Für das folgende Beispiel benötigen wir zwei Beziehungen zwischen der Metrik g und
deren Determinate gdet und den Christoffel-Symbolen eines metrisch-affinen Zusam-
menhangs, die wir in folgendem Lemma zusammenfassen. Siehe auch 15.11 und dort
speziell15.11.8:
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Lemma 29.7.4
1.∂ρgdet = gdetg

µν∂ρgµν ,

2.
{

ν

νµ

}
= 1√
−gdet

∂µ
√
−gdet .

Beweis: 1. Für diese Behauptung nutzt man die Beziehung ln(gdet) = ln(det gµν) =
tr(ln gµν) aus, die man für diagonale Matrizen gµν sofort verifizieren kann, und da gµν
symmetrisch ist und nur innerhalb einer Determinante oder Spur vorkommt, darf man
hier ohne Beschränkung der Allgemeinheit von einem diagonalen gµν ausgehen. Auf der
linken Seite von ln(gdet) = tr(ln gµν) erhalten wir:

∂ρ(ln gdet) = 1
gdet

∂ρgdet

und auf der rechten Seite:

∂ρ(tr(ln gµν) = tr(∂ρ ln gµν) = tr(
∑
κ

(g−1)µκ∂ρgκν)

= tr(gµκ∂ρgκν) = gνκ∂ρgκν = gµν∂ρgµν .

Damit folgt

1
gdet

∂ρgdet = gµν∂ρgµν bzw. ∂ρgdet = gdetg
µν∂ρgµν .

2. {
ν

νµ

}
= 1

2g
νλ(∂µgµλ + ∂µgνλ − ∂λgνµ)

= 1
2g

νλ∂µgνλ + 1
2(gνλ∂νgµλ − gνλ∂λgνµ)

= 1
2g

νλ∂µgνλ + 1
2(gνλ∂νgµλ − gλν∂λgµν)

= 1
2g

νλ∂µgνλ = 1
2gdet

(gdetgνλ∂µgνλ)

= 1
2gdet

∂µgdet = 1
2(−gdet)

∂µ(−gdet) = 1√
−gdet

∂µ
√
−gdet . 2

Beispiel: An dem folgenden Beispiel mit einem skalaren Feld φ kann man sehen, daß
diese Definition sinnvoll ist. Wir zeigen hier nur den einfachsten Fall einer Lagrange-
Funktion L(φ, ∂µφ). Eine ausführlichere Darstellung unter Einbeziehung der Zusatzter-
me lokaler Eichgruppen in die Lagrange-Funktion L findet sich z.B. der Arbeit von
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Lewis (2009).

S =
∫
M

√
−gdetL(φ, ∂µφ)d4x .

Da in unserem Beispiel das Feld φ ein skalares Feld ist gilt ∂µφ = ∇µφ. Die normale
Euler-Langrange-Gleichung lautet:

∂(
√
−gdetL)
∂φ

− ∂µ(∂(
√
−gdetL)

∂(∂µφ) )

=
√
−gdet ∂(L)
∂φ

− ∂µ(
√
−gdet(

∂L)
∂(∂µφ)))

=
√
−g ∂(L)
∂φ

− ∂µ(
√
−gdet)

∂L
∂(∂µφ) −

√
−gdet∂µ( ∂L

∂(∂µφ))

=∂(L)
∂φ
− 1√
−gdet

∂µ(
√
−gdet)

∂L
∂(∂µφ) − ∂µ( ∂L

∂(∂µφ))

=∂(L)
∂φ
−

(
∂µ +

{
ν

νµ

})
∂L

∂(∂µφ)

=∂(L)
∂φ
−∇µ

∂L
∂(∂µφ) = ∂(L)

∂φ
−∇µ

∂L
∂(∇µφ)

!= 0 . 2

Satz 29.7.7 (Bargmann-Pauli-Kofink)
LBPK = i

2~c[ψ̄γ
µ∇µψ − (∇µψ)γµψ]−mc2ψ̄ψ (29.7.29)

= i

2~c[ψ
†Aγµ∇µψ − (∇µψ

†)Aγµψ]−mc2ψ†Aψ , mit (29.7.30)

∇µ ..= (∂µ + Ωµ) , Ωµ = 1
2Γa b

µ Σab , (29.7.31)

SBPK =
∫
M

√
−gLAd4x . (29.7.32)

Die Funktionalableitung δSBPK/δψ†
!= 0 als kovariante Euler-Lagrange-Gleichung lau-

tet:
∂LBPK
∂ψ†

−∇µ
∂LBPK
∂(∇µψ†)

!= 0 (29.7.33)

und daraus folgt eine verallgemeinerte Dirac-Gleichung:
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γµ∇µψ + 1
2A
−1(∇µB

µ)ψ + i
mc

~
ψ = 0 , mit Bµ ..= Aγµ . (29.7.34)

Wenn ∇µB
µ = ∇µ(Aγµ) = 0 ist ergibt sich wieder die gewöhnliche Dirac-Gleichung in

einer gekrümmten Raumzeit:

γµ∇µψ + i
mc

~
ψ = 0 .

Beweis:
LBPK = i

2~c[ψ
†Aγµ∇µψ − (∇µψ

†)Aγµψ]−mc2ψ†Aψ .

Aus der Funktionalableitung δSBPK/δψ†
!= 0 folgt die verallgemeinerte Euler-Lagrange-

Gleichung:

∂LBPK
∂ψ†

−∇µ
∂LBPK
∂(∇µψ†)

!= 0 ⇒

0 = i

2~cAγ
µ∇µψ −mc2Aψ + i

2~c∇µ(Aγµψ) ⇒

0 = 1
2γ

µ∇µψ + 1
2A
−1∇µ(Aγµ)ψ + 1

2γ
µ∇µψ + imc

~
ψ

= γµ∇µψ + 1
2A
−1∇µ(Aγµ)ψ + imc

~
ψ

= γµ∇µψ + 1
2A
−1(∇µB)ψ + imc

~
ψ . 2

Lemma 29.7.9 Jetzt kann man diese verallgemeinerte Dirac-Gleichung in einer ge-
krümmten Raumzeit physikalisch auch dadurch charakterisieren, daß sie die Übergangs-
Wahrscheinlichkeits-Stromdichte zwischen zwei Lösungen ψ1 und ψ2 von 29.7.34 erhält,
d.h.

∇µK
µ(ψ1, ψ2) ..= ∇µ(ψ†1Bµψ2) = 0 . (29.7.35)

Beweis:
∇µK

µ(ψ1, ψ2) = ∇µ(ψ†1Bµψ2)

= (∇µψ
†
1)Bµψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1B
µ(∇µψ2)

= (∇µψ
†
1)(Bµ)†ψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1Aγ
µ(∇µψ2)
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= (∇µψ
†
1)(Aγµ)†ψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1Aγ
µ(∇µψ2)

= (∇µψ
†
1)(γµ)†A†ψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1Aγ
µ(∇µψ2)

= (γµ∇µψ
†
1)Aψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1A(γµ∇µψ2) .

Da ψ1 und ψ2 Lösungen der verallgemeinerten Dirac-Gleichung 29.7.34 sind folgt mit
der Abkürzung C ..= −1

2A
−1(∇µB) :

∇µK
µ(ψ1, ψ2) = (Cψ1 −

imc

~
ψ1)†Aψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1A(Cψ2 −
imc

~
ψ2)

= (Cψ1)†Aψ2 + ψ†1(∇µB
µ)ψ2) + ψ†1A(Cψ2)

= ψ†1C
†Aψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1ACψ2

= ψ†1(−1
2A
−1(∇µB))†Aψ2 + ψ†1(∇µB

µ)ψ2) + ψ†1A(−1
2A
−1(∇µB))ψ2

= −1
2ψ
†
1(∇µB

†)(A−1)†Aψ2 + ψ†1(∇µB
µ)ψ2)− 1

2ψ
†
1(∇µB)ψ2

= −1
2ψ
†
1(∇µB

†)A−1Aψ2 + ψ†1(∇µB
µ)ψ2)− 1

2ψ
†
1(∇µB)ψ2

= −1
2ψ
†
1(∇µB

†)ψ2 + ψ†1(∇µB
µ)ψ2)− 1

2ψ
†
1(∇µB)ψ2

= 0 . 2

Dies bedeutet nun, daß für die verallgemeinerte Dirac-Gleichung 29.7.34 auch die Er-
haltung des Stroms der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte jµ gilt, denn mit 29.7.25
folgt:

∇µj
µ = ∇µ(ψ†Bµψ) = ∇µK

µ(ψ, ψ) = 0 .

Insofern ist die Erweiterung auf die verallgemeinerte Dirac-Gleichung 29.7.34 konsistent.

In der Festkörper-Physik verwendet man zur Beschreibung der Periodizität eines Kri-
stallgitters periodische Randbedingungen (Born-von-Kármán-Modell), und damit wird
die zugrunde liegende 2l-dimensionale Mannigfaltigkeit M zu einem Torus T 2l = S1 ×
. . .×S1. Interessant ist nun, daß in zeitunabhängigen 2-dimensionalen Systemen in der
Lagrangefunktion LBPK der Raumkrümmungsterm Ωµ = 1

2Γa b
µ Σab mit dem Spintensor

Σab wegfällt!
Nebenbei: diese Tatsache ist dem Autor erst aufgefallen, als er sich mit der zeitunabhän-
gigen Dirac-Gleichung bei 2-dimensionalem Graphen in der Nähe der ’Dirac-Punkte’
beschäftigt und dort den einem Torus entsprechenden Raumkrümmungsterm Ωµ mit
dem Spintensor Σab in allen theoretischen Arbeiten ohne jeglichen Kommentar vermißt
hat :-)
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Lemma 29.7.11 Die Lagrangefunktion LBPK sei in der folgenden Form gegeben:

LBPK = i

2~c[ψ̄γ
µ∇µψ − (∇µψ)γµψ]−mc2ψ̄ψ

= i

2~c[ψ
†Aγµ∇µψ − (∇µψ

†)Aγµψ]−mc2ψ†Aψ ,

mit ∇µ ..= (∂µ + Ωµ) , Ωµ = 1
2Γa b

µ Σab .

Bei stationären Lösungen in 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten fällt der Raumkrüm-
mungsterm Ωµ = 1

2Γa b
µ Σab mit dem Spintensor Σab weg.

Beweis: Bei stationären Lösungen der verallgemeinerten Dirac-Gleichung 29.7.34 in
2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist wegen der Schiefsymmetrie von Σab die einzige
von Null verschiedene Komponente Σ12.

Ωµ = 1
2Γa b

µ Σab , Σab ..= −
1
4[γa, γb] .

LBPK = i

2~c[ψ̄γ
µ∇µψ − (∇µψ)γµψ]−mc2ψ̄ψ

= i

2~c[ψ
†Aγµ∇µψ − (∇µψ

†)Aγµψ]−mc2ψ†Aψ

= i

2~c[ψ
†Aγµ(∂µψ + Ωµψ)− (∂µψ† − ψ†AΩµA

−1)Aγµψ]−mc2ψ†Aψ

= i

2~c[ψ
†Aγµ(∂µψ)− (∂µψ†)Aγµψ

+ ψ†AγµΩµψ + ψ†AΩµγ
µψ]−mc2ψ†Aψ

= i

2~c[ψ
†Aγµ(∂µψ)− (∂µψ†)Aγµψ + ψ†A{γµ,Ωµ}ψ]−mc2ψ†Aψ .

Jetzt betrachten wir den Term {γµ,Ωµ} genauer:

{γµ,Ωµ} = {γµ, 1
2Γa b

µ Σab} = −1
8Γa b

µ {γµ, [γa, γb]} .

Nun ist in 2 Dimensionen µ ∈ {1, 2}. Damit folgt:

{γ1, [γ1, γ2]} = {γ1, (γ1γ2 − γ2γ1)}

= γ1γ1γ2 − γ1γ2γ1 + γ1γ2γ
1 − γ2γ1γ

1

= 0 .
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{γ2, [γ1, γ2]} = {γ2, (γ1γ2 − γ2γ1)}

= γ2γ1γ2 − γ2γ2γ1 + γ1γ2γ
2 − γ2γ1γ

2

= 0 . 2

Und damit ist in der Langrangefunktion LBPK der Raumkrümmungsterm
ψ†A{γµ,Ωµ}ψ = 0 .

29.8 Elliptische lineare partielle Differential-Operatoren

Aufgrund der Minkowski-Metrik ist /∂ = γµ∂µ ein hyperbolischer linearer Differential-
operator. Da man über elliptische lineare Differentialoperatoren aber wesentlich mehr
weiß, als über hyperbolische, haben sich viele Physiker für das Euklidische Programm
entschieden: durch analytische Fortsetzung der Zeit x0 ins Komplexe zu x0

E ..= ix0, eine
sog. Wick-Rotation, ergibt sich:

ds2 = −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 ⇒ ds2
E = +(x0

E)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 .

Statt in der Minkowski-Raumzeit rechnet man also im 4-dimensionalen Euklidischen
Raum E4, statt der nichtkompakten Lorentz-Gruppe O(3, 1) benutzt man die kompak-
te Gruppe O(4), und statt des hyperbolischen d’Alembert-Operators 2f = ∂µ∂µf = 0,
der eine Wellengleichung beschreibt, den 4-dimensionalen elliptischen Laplace-Operator
2E = ∂µE∂Eµf = 0, der eine Potentialgleichung beschreibt. Auch wenn dieses Euklidische
Programm in der Störungstheorie des Standardmodells funktioniert sind aus mathe-
matischer wie physikalischer Sicht ernsthafte Zweifel an diesem Vorgehen angebracht,
insbesondere bei der Quantisierung der Gravitation (siehe etwa Penrose (2004), und
insb. die Arbeiten von Renate Loll et al., z.B. in Guilini u. a. (2003)).
Da wir aber in diesem Manuskript den Zusammenhang zwischen Geometrie, Topo-
logie und Festkörper-Physik beleuchten und dabei auch von den berühmten Atiyah-
Singer-Indexsätzen als einer umfassenden Verallgemeinerung des Satzes von Gauß-
Bonnet Gebrauch machen wollen, und da all diese tiefen Sätze eben nur für ellip-
tische lineare Differential- und Pseudodifferential-Operatoren gelten, führen wir den
elliptischen Dirac-Operator ein, sobald wir wissen, was denn ein elliptischer linearer
partieller Differentialoperator (LPDO) genau ist. Wir fassen uns hier kurz, lassen die
Pseudodifferential-Operatoren völlig beiseite und verweisen für eine ausführlichere Dis-
kussion auf den Anhang Pseudodifferential-Operatoren in unserem Buch Schiekel (2019),
aus dem wir hier auch einige einleitende Definitionen und Betrachtungen zitieren.
Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M entspricht auf einer lokalen Karte einem n-
dimensionalen Raum Rn. Auf einer solchen lokalen Karte der Mannigfaltigkeit führt
man für LPDOs der Ordnung d die übliche Multiindex-Schreibweise ein:

x ..= (x1, . . . , xn) ,
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α ..= (α1, . . . , αn), |α| ..= α1 + α2 + . . .+ αn, α! ..= α1!α2! · · ·αn! ,

β ≤ α :⇔ βj ≤ αj , für j = 1, . . . , n ,

Dxj ..=
1
i

∂

∂xj
, für j = 1, . . . , n ,

Dα
x ..=

n∏
j=1

D
αj
xj
,

P (x,D) ..=
d∑
|α|=0

aα(x)Dα
x . (29.8.1)

Für einen LPDO 2. Ordnung sieht das ausführlich aufgeschrieben so aus:

P (x,D) = a0(x) +
n∑
j=1

aj1(x) 1
i

∂

∂xj
+

n∑
j,k=1

ajk2 (x) (−1) ∂2

∂xj∂xk
. (29.8.2)

Hierbei wurde die Multiindex-Schreibweise vereinfacht zu:

a0 ..= a|α|=0 ..= a(0,...,0) ,

aj1 ..= aj|α|=1 ..= a(0,...,0,1,0,...,0) ,

ajk2 ..= ajk|α|=2 ..=
{
a(0,...,0,2,0,...,0) für j = k ,

a(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) für j 6= k .

Von diesem Typ ist z.B. der in der Physik häufig auftauchende Laplace-Operator

Lx = −
n∑

j,k=1

gjk(x) ∂2

∂xj∂xk
−

n∑
j=1

pj(x) ∂

∂xj
− q(x) . (29.8.3)

Für das Differenzieren von Produkten von Funktionen in Rn gilt eine verallgemeinerte
Leibniz-Formel, die wie im gewöhnlichen Fall mittels vollständiger Induktion bewiesen
wird. Seien α, β Multiindizes, dann ist:

Dα
x (f(x)g(x)) =

∑
β≤α

(
α

β

)
(Dβ

xf(x)) (Dα−β
x g(x)) . (29.8.4)

Eine Standard-Methode der Behandlung von linearen partiellen Differentialgleichungen
(LPDGL) ist die Fouriertransformation, da sich hierdurch Differentialgleichungen in al-
gebraische Gleichungen umwandeln lassen. Die üblichste Fouriertransformation ist eine
Abbildung F : L1(Rn) → C(Rn). Hierbei ist L1 der Raum der Lebesgue-meßbaren
komplex-wertigen Funktionen mit der 1-Norm, d.h. ‖f‖1 =

∫
dt |f(t)|, und C der Raum
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der komplex-wertigen stetigen Funktionen. Aus funktionalanalytischer Sicht ist es je-
doch günstiger die Fouriertransformation als eine symmetrische Abbildung zwischen
zwei gleichen Räumen zu definieren. Optimal ist dabei eine Einschränkung auf eine
Teilmenge aus L1, den sog. Schwartzraum S(Rn), nämlich den Teilraum der komplex-
wertigen glatten Funktionen, d.h. C∞(Rn) Funktionen, die für |x| → ∞ schneller als
jedes Polynom in x abfallen:

Definition 29.8.1 Der Raum der schnellfallenden Funktionen (für |x| → ∞) heißt
Schwartzraum S(Rn):

S(Rn) ..= {f ∈ C∞(Rn) |Dα
xf(x) ≤ Cm,α(1 + |x|)−m , für alle m,α} . (29.8.5)

Sei P (x,D) ..=
∑
|α|≤d aα(x)Dα

x ein LPDO der Ordnung d auf S(Rn). Sei f ∈ S(Rn),
dann kann man mittels der Fouriertransformation zur folgenden Darstellung von P (x,D)
gelangen:

(P (x,D)f)(x) =
∑
|α|≤d

aα(x)Dα
xf(x)

=
∑
|α|≤d

aα(x) (2π)−n2
∫
eixξ ξαf̃(ξ) dnξ

= (2π)−n2
∫
eixξ (

∑
|α|≤d

aα(x) ξα) f̃(ξ) dnξ

= (2π)−n2
∫
eixξ σ(x, ξ)f̃(ξ) dnξ , (29.8.6)

σ(x, ξ) ..=
∑
|α|≤d

aα(x) ξα . (29.8.7)

Der Einfachheit halber setzen wir x ∈ K ⊂ Rn mit einer kompakte Menge K voraus.
Wenn man nichtkompakte Mengen für x zulassen möchte, dann braucht man zusätzlich
entsprechende Regularitätsbedingungen im Unendlichen.
Man nennt σ(x, ξ) das Symbol des Operators P (x,D). Dieses Symbol eines LPDO ist
ein Polynom des Grades d in ξ. Der in ξd homogene Teil des Symbols, also σH(x, ξ) ..=∑
|α|=d aα(x) ξα, heißt Hauptteil des Symbols.

Es zeigt sich, daß wesentliche Aussagen über eine LPDGL nur vom Hauptteil des
Symbols abhängen! Wir stellen jetzt nur die einfache Definition der Elliptizität für
LPDOs vor. Für die deutlich aufwändigere und mächtigere Definition der Elliptizität
von Pseudo-DO verweisen wir wieder auf den Anhang Pseudodifferential-Operatoren in
Schiekel (2019).

Definition 29.8.2 Das Symbol σ(x, ξ) eines LPDO heißt elliptisch, wenn sein Haupt-
teil keine Nullstelle hat, d.h. wenn |σH(x, ξ)| ≥ 0 für alle x ∈ K und alle |ξ| 6= 0. Ein
LPDO P (x,D) heißt elliptisch, wenn sein Symbol σ(x, ξ) elliptisch ist.
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Diese Elliptizitätsbedingung läßt sich in Mannigfaltigkeiten der Dimension n ≥ 2 noch
verschärfen.

Lemma 29.8.3 Sei das Symbol σ(x, ξ) eines LPDO elliptisch, dann gilt auch

|σH(x, ξ)| ≥ C1|ξ|d für |ξ| 6= 0 , (29.8.8)

|σH(x, ξ)| ≥ C2(1 + |ξ|)d für |ξ| 6= 0 . (29.8.9)

Beweis: Für x ∈ K ⊂ Rn und ξ ∈ U ..= {ξ | |ξ| = 1} ⊂ Rn ist die Menge K ×U ⊂ R2n

eine kompakte Menge. Der Hauptteil des Symbols σH(x, ξ) ist eine stetige und positive
Funktion auf der kompakten Menge K×U und nimmt dort also ein positives Minimum
C1 > 0 an. Damit folgt

1
|ξ|d
|σH(x, ξ)| = |σH(x, ξ

|ξ|
)| ≥ C1 ⇒ |σH(x, ξ)| ≥ C1|ξ|d .

Auch der Hauptteil des Symbols σH(x, ξ
1+|ξ|) ist eine stetige und positive Funktion auf

der kompakten Menge K × U und nimmt dort also ein positives Minimum C2 > 0 an.
Damit folgt

1
(1 + |ξ|)d |σH(x, ξ)| = |σH(x, ξ

1 + |ξ|)| ≥ C2 ⇒ |σH(x, ξ)| ≥ C2(1 + |ξ|)d . 2

29.9 Der euklidische Dirac-Operator

Wir führen jetzt die Gamma-Matrizen für einen euklidischen Dirac-Operator ein:

γ0 ..=
(

0 i1

−i1 0

)
, γi ..=

(
0 σi

σi 0

)
, (29.9.1)

und daraus folgt in der euklidischen Metrik diag(+1,+1,+1,+1) :

{γa, γb} = 2δab1 . (29.9.2)

Beweis: Mit der euklidischen Metrik δab folgt:

{γ0, γ0} = 2γ0γ0 = 21 = 2δ00
1 ,

{γi, γi} = 2γiγi = 21 = 2δii1 ,

{γ0, γi} = γ0γi + γiγ0 =
(
iσi 0
0 −iσi

)
+
(
−iσi 0

0 iσi

)
= 0 = 2δ0i

1 ,
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{γi, γj} = γiγj + γjγi =
(
σiσj 0

0 σiσj

)
+
(
σjσi 0

0 σjσi

)
= 0 = 2δij1 , für i 6= j .

γ5 ..= −γ0γ1γ2γ3 = (−i)
(
σ1 0
0 −σ1

)(
σ2σ3 0

0 σ2σ3

)

= (−i)
(
σ1σ2σ3 0

0 −σ1σ2σ3

)
= (−i)

(
i1 0
0 −i1

)

=
(

1 0
0 −1

)
. 2

In 29.7.10 und 29.7.11 hatten wir für den Dirac-Operator in einer gekrümmten Raumzeit
erhalten

P (x,D) ..= i~c /∇ = (i~cγae µ
a ∇µ) mit (29.9.3)

∇µ ..= (∂µ + Ωµ − i
q

~c
Aµ) , Ωµ = 1

2Γa b
µ Σab . (29.9.4)

Der Hauptteil des Symbols ist also

σH(x, ξ) = i~cγae µ
a ξµ = i~cγaξa . (29.9.5)

Nun ist

(γaξa)(γbξb) = ξaξbγ
aγb = ξaξbδ

ab = ξbξb = |ξ|2 .

Damit ist

σH(x, ξ) > 0 für ξ 6= 0 , (29.9.6)

und damit ist der Dirac-Operator P (x,D) mit den Gamma-Matrizen der euklidischen
Metrik tatsächlich ein elliptischer LPDO.



30 Faserbündel und Krümmung

30.1 Charles Ehresmann (1905-1979)

Abbildung 30.1: C. Ehresmann,
unbekannt (1949), CC-BY-SA-2.0 de.

Bildausschnitt des Originals.
(Math. Inst. Oberwolfach)

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Charles_Ehresmann]

Ehresmann wurde in Straßburg im Elsass ge-
boren und besuchte dort die Schule. Ab 1924
studierte er an der berühmten École norma-
le supérieure (ENS) in Paris. Nach Militär-
dienst und einer kurzen Zeit als Gymnasial-
lehrer setzte er seine mathematischen Studien
1930-1931 in Göttingen und 1932-1934 in Prin-
ceton fort. 1934 wurde er in Paris bei Élie Car-
tan promoviert und forschte dann am Centre
national de la recherche scientifique (CNRS).
Danach arbeitete er als Dozent in Straßburg,
in Clermont-Ferrand (wohin die Universität
Straßburg kriegsbedingt ausgelagert worden
war), und schließlich als Professor für Topo-
logie in Paris. Daneben nahm er Einladungen
zu Gastprofessuren weltweit an.
Für einige Jahre arbeitete Ehresmann in der
von Jean Dieudonné, Henri Cartan, u.a. ge-
gründeten berühmten Gruppe Nicolas Bourba-
ki mit, die sich um einen streng axiomatischen
Aufbau der Mathematik auf den Spuren Hil-
berts bemühte. Ehresmann arbeitete zunächst
wie sein Doktorvater Élie Cartan über Lie-Gruppen, dann wandte er sich Untersuchun-
gen der Homologie verschiedener Mannigfaltigkeiten, der Grundlegung der Theorie der
Faserbündel und Differentialtopologie und schließlich der Kategorientheorie zu. 1957
gründete er die mathematische Zeitschrift Cahiers de Topologie et Géometrie Différen-
tielle Categoriques. 1965 veröffentlichte er das Lehrbuch Catégories et structures und
1969 das Lehrbuch Algèbre. Nach seinem Tod erschienen von 1980-1983 seine gesam-
melten Werke in sieben Bänden.
Jean Dieudonné beschrieb Ehresmann einmal so:

„... er zeichnete sich aus durch seine Ehrlichkeit, seine Einfachheit und die
völlige Abwesenheit von jedem Dünkel und Karrierestreben. Er war ein her-
ausragender Lehrer, und zwar nicht so sehr wegen der Brillianz seiner Vor-
lesungen, sondern vor allem wegen der Inspiration und unermüdlichen Un-

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
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terstützung, die er seinen fortgeschrittenen Studenten großzügig schenkte.
...”

[Quelle: en.wikipedia: Charles_Ehresmann].

30.2 Faserbündel

In der theoretischen Physik haben wir es immer wieder mit Vektorfeldern, Tensorfel-
dern, Spinorfeldern und Symmetriefeldern über der Raumzeit-Mannigfaltigkeit zu tun.
Wenn M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist und TM ..= ∪p∈MTpM der zuge-
hörige Tangentialraum, dann kann man die Dynamik des Systems im einfachsten Fall
in dem Produktraum M ⊗ TM beschreiben. Wenn nun aber im betrachteten System
nichttriviale Randbedingungen vorliegen, dann kann es sein, daß das System nur noch
lokal als Produktraum beschrieben werden kann, daß aber global eine Verdrehung vor-
liegt. Als einfaches Beispiel einer solchen globalen Verdrehung sei hier das Möbiusband
angeführt: die MannigfalltigkeitM ist hier S1, eine Kreislinie, und darüber befindet sich
als Faser das Intervall [−1, 1]. Ohne Verdrehung erhalten wir den Zylinder als Produk-
traum S1× [−1, 1], mit einer Verdrehung jedoch das Möbiusband, das nur noch lokal als
Produktraum darstellbar ist. Die geeignete mathematische Struktur zur Beschreibung
solcher topologischer Räume ist das Faserbündel. Grundlegende Untersuchungen zur
Theorie der Faserbündel wurden von Charles Ehresmann und Norman Steenrod durch-
geführt. Steenrod schrieb auch eines der ersten Lehrbücher zu diesem Thema (Steenrod
(1951)). Wir folgen in dieser kurzen Einführung häufig Nakahara (2003), S. 348 ff., aller-
dings mit gelegentlich abweichenden Bezeichnungen und Beweisen (und immer wieder
gilt: „Notation is a nightmare” (Evans, 1998)).

Definition 30.2.1 Ein differenzierbares Faserbündel wird bezeichnet als (E,M, π, F,G),
bzw. abgekürzt als E π−→M und besteht aus folgenden Strukturen:

1. der differenzierbaren Mannigfaltigkeit E als dem Totalraum,
2. der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M als der Basis,
3. der differenzierbaren Mannigfaltigkeit F als der Faser,
4. der Projektion π, einer surjektiven Abbildung π : E → M , welche die lokale

Produkttopologie definiert:
p ∈ M , π−1(p) = Ep ∼= F , d.h. das Urbild von p, die sog. Faser über p, sei also
homöomorph zu F. Lokal ist also Ep ∼= p × F , und dies soll auch für eine offene
Umgebung U von p ∈M gelten, d.h. π−1(U) ∼= U × F ,

5. einer offenen Überdeckung vom M mit sog. Karten Ui, M =
⋃
i Ui, mit Diffeo-

morphismen φi : EUi = π−1(Ui) → Ui × F , die lokale Trivialisierungen genannt
werden,

6. einer Menge von Diffeomorphismen, genannt Kartenwechsel,
tij ..= φiφ

−1
j : Uj×F → Ui×F , welche den Übergang zwischen zwei überlappenden

Trivialisierungen Ui × F und Uj × F beschreiben. Dabei sollen die Kartenwechsel

https://en.wikipedia.org/wiki/Charles_Ehresmann
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Elemente einer topologischen Gruppe G sein, genannt Strukturgruppe, die von
links auf die Faser wirkt, d.h. φ−1

j (p, fj) = φ−1
i (p, tijfj).

Mit tij ∈ G folgt: tii(p) = e (Identität), tij(p) = t−1
ji (p) und tij(p)tjk(p) = tik(p).

Die Definition eines Faserbündels wird mit der folgenden Zeichnung klarer:

M⨯F

M
  p ∊ U

i 
∩U

j

u ∊ E

(p,f
i
) (p,f

j
)

π
ϕ

j
(p)ϕ

i
(p)

t
ij
(p)=ϕ

i
ϕ

j

-1 ∊ G
M⨯F

Abbildung 30.2: Faserbündel (E,M, π, F,G), bzw. E π−→M

Die Kartenwechsel tij(p), welche die Karten Ui und Uj miteinander verknüpfen, heißen
in der Physik Eichtransformationen. Sie sind jedoch nicht eindeutig bestimmt, denn
seien etwa tij und t̃ij zwei verschiedene Kartenwechsel, dann gilt

t̃ij(p) = φ̃i(p, fi)φ̃−1
j (p, fj)

= φ̃i(p, fi)φ−1
i (p, fi)φi(p, fi)φ−1

j (p, fj)φj(p, fj)φ̃−1
j (p, fj) ,

und mit gi(p) ..= φi(p, fi)φ̃−1
i (p, fi) ∈ G über Ui folgt

t̃ij(p) = g−1
i (p)tij(p)gj(p) . (30.2.1)

Diese gi(p) heißen in der Physik die Eichungs-Freiheitsgrade in der Karte Ui.
Eine wichtige Struktur eines Faserbündels ist ein sog. Schnitt, eine Abbildung der Basis
in den Totalraum. Ein lokaler Schnitt ist eine Abbildung σ : Ui ⊂ M → E, so daß
π ◦ σ = IdUi , ein globaler Schnitt eine Abbildung σ : M → E mit π ◦ σ = IdM . Die
Frage, unter welchen Bedingungen es globale Schnitte in einem Faserbündel gibt und
wann ein Faserbündel isomorph zu einem trivialen Bündel ist, läßt sich im Allgemeinen
nicht trivial beantworten und wird u.a. in der Theorie der Charakteristischen Klassen
der algebraischen Topologie behandelt (siehe Kapitel 32).
Ein sehr häufig auftauchendes Faserbündel ist das Vektorbündel (E,M, π, V,GL(k,R)),
mit R = R oder R = C, bei welchem die Faser F ein k-dimensionaler Vektorraum über
der m-dimensionalen Basis M ist. Das Standardbeispiel für ein Vektorbündel ist das
Tangentialbündel (TM,M, π,Rm, GL(m,R)). Wenn für p ∈ Ui ∩ Uj zwei verschiedene
Trivialisierungen φi(u) = (p, Vi) und φj(u) = (p, Vj) gegeben seien, dann ist der Kar-
tenwechsel tij(p) eine lineare Abbildung, d.h. Vi = tij(p)Vj mit tij(p) ∈ GL(m,R). Ein
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Vektorfeld ist in der Sprache der Faserbündel also einfach ein Schnitt im Vektorbündel
TM . Jedes Vektorbündel hat zumindest einen globalen Schnitt, den Nullschnitt, denn
der Vektor 0 bleibt unter jedem Kartenwechsel invariant. Entsprechendes gilt für das
Kotangentialbündel und beliebige Tensorbündel.

Im Zusammenhang mit den erwähnten Charakteristischen Klassen, insb. den Chern-
Klassen (siehe Kapitel 32.5), spielen die komplexen Linienbündel eine Rolle. Bei einem
Linienbündel (L,M, π,C,C), bzw. abgekürzt als L π−→ M , ist die Faser einfach eine
komplexe Linie F = C und auch die Strukturgruppe ist G = GL(1,C) = C.

Lemma 30.2.2 Wenn es in einem komplexen Linienbündel (L,M, π,C,C) einen nicht-
verschwindenden, globalen Schnitt σ : M → L gibt, dann ist das Linienbündel isomorph
zu einem trivialen Bündel.

Beweis: Sei Lp = C die Faser an der Stelle p ∈M und σ : M → L ein globaler Schnitt
mit σ(p) 6= 0. Dann ist σ(p) eine Basis für Lp. Damit ist die folgende Abbildung f ein
Isomorphismus:

f : M × C→ L mit f : (p, λ) 7→ λ · σ(p) , λ ∈ C. 2

Man sieht sofort, daß dies nur funktioniert, falls für alle p ∈M tatsächlich σ(p) 6= 0 ist.

Korollar 30.2.4 Eine Anwendung findet dieses Lemma, wenn man das Produktbündel
aus L mit seinem dualen Bündel L∗ betrachtet. Sei also E π−→ M mit E ..= L ⊗ L∗ '
C ⊗ C. Der Schnitt σ(p) = (z, z∗) mit z ∈ C und |z|2 = 1 ist ein globaler, nichtver-
schwindender Schnitt und also ist L⊗ L∗ isomorph zu einem trivialen Bündel.

Grundlegend für die modernen physikalischen Eichfeldtheorien und speziell die Yang-
Mills-Theorien ist die Struktur des Prinzipalbündels (P,M, π,G,G), bzw. kurz P π−→M ,
gelegentlich auch Hauptfaserbündel genannt. Hierbei besteht die Faser aus der Struk-
turgruppe G mit einer zusätzlichen Rechtsmultiplikation innerhalb der Faser π−1(p).
Seien p ∈ Ui ⊂M , u ∈ P , gi, a ∈ G, dann gilt

φi(u) = (p, gi) ⇒ φi(ua) ..= (p, gia) . (30.2.2)

Da ua ∈ π−1(p) gilt also π(ua) = π(u) = p. Diese Definition ist unabhängig von der
Trivialisierung, denn

ua = φ−1
i (p, gia) = φ−1

i (p, tij(p)gja) = φ−1
j (p, gja) .

Weil bei einem Prinzipalbündel die Faser und die Strukturgruppe übereinstimmen, gibt
es hier nun eine ausgezeichnete lokale Trivialisierung, die sog. kanonische lokale Trivia-
lisierung. Sei σi ein lokaler Schnitt in P über Ui, p ∈ Ui ⊂ M und u ∈ π−1(p), dann
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gibt es ein eindeutiges gi(u) ∈ G mit u = σi(p)gi(u). Jetzt definiert man die kanonische
lokale Trivialisierung φi als

φi(u) ..= (p, gi(u)) ⇔ φi(σi(p)) = (p, e) ⇔ σi(p) = φ−1
i (p, e) . (30.2.3)

Daraus folgt dann auch, daß bei einem Prinzipalbündel zwei lokale Schnitte σi(p) über
Ui und σj(p) über Uj in p ∈ Ui ∩ Uj mittels eines Kartenwechsels tij(p) miteinander
zusammenhängen:

σi(p) = φ−1
i (p, e) = φ−1

j (p, tji(p)e) = φ−1
j (p, e tji(p))

= φ−1
j (p, e)tji(p) = σj(p)tji(p) . (30.2.4)

Satz 30.2.5 Ein Prinzipalbündel (P,M, π,G,G) ist genau dann trivial, d.h. global als
Produktraum P ∼= M ×G darstellbar, wenn es einen globalen Schnitt gibt.

Beweis: Seien P ∼= M×G und φ : P →M×G eine globale Trivialisierung und g ∈ G,
dann ist σ(p) ..= φ−1(p, g) ein globaler Schnitt.
Sei umgekehrt σ(p) ein globaler Schnitt in P . Jedes Element u ∈ π−1(p) ⊂ P läßt
sich eindeutig darstellen als u = σ(p)gu mit einem gu ∈ G. Dann ist die Abbildung
φ : u 7→ (p, gu) ein Homöomorphismus und damit P ∼= M ×G. 2

Aus Sicht der Physik möchte man Felder in Form von Vektoren, Tensoren oder Spinoren
mit einer inneren topologischen SymmetriegruppeG über der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
M beschreiben. Daher benötigt man als Struktur eine Verbindung eines Prinzipalbün-
dels mit Vektoren, etc. Diese Struktur liefern sog. assoziierte Faserbündel, die zu Beginn
der 1940’er Jahre von dem französischen Mathematiker Charles Ehresmann eingeführt
wurden.

Definition 30.2.7 Sei P ein Prinzipalbündel (P,M, π,G,G), und F eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit, auf welche G von links wirkt, dann wird im Produktraum P × F
eine Wirkung von G definiert als

(u, f) 7→ (ug, g−1f) für u ∈ P, f ∈ F, (u, f) ∈ P × F, g ∈ G . (30.2.5)

Das assoziierte Faserbündel (E,M, π,G,G, F ) ist dann die Menge der Äquivalenzklas-
sen (P ×F )/ ∼, in welcher die Punkte (u, f) ∼ (ug, g−1f) äquivalent sind (d.h. G wird
als eine innere Symmetrie von P × F betrachtet). In der Sprache der Physik ist das
assoziierte Faserbündel E also gleich P × F mod Eichtransformationen.

In der Physik wird häufig die Spezialisierung eines assoziierten Faserbündels auf das
assoziierte Vektorbündel E ..= (P ×ρ V )/ ∼ benutzt, in welchem F ein k-dimensionaler
Vektorraum V ist und G auf V mittels einer k-dimensionalen Darstellung ρ(g) wirkt mit
der Äquivalenzrelation (u, v) 7→ (ug, ρ(g−1)v). Die Projektion πE : E → M wird dann
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als πE(u, v) ..= π(u) = p definiert und ist invariant unter der Wirkung von G, denn
πE(ug, ρ(g−1)v) = π(ug) = p = π(u) = πE(u, v). Die Kartenwechsel in E sind durch
ρ(tij(p)) gegeben, wobei die tij(p) die Kartenwechsel des Prinzipalbündels P sind.
Man kann auch den umgekehrten Weg gehen und mit dem Vektorbündel (E,M, π, V,G)
starten. Mit dessen Kartenwechsel tij(p) ∈ G definiert man ein assoziiertes Prinzipal-
bündel P (E) ..= (P,M, π,G,G) und daraus dann den Produktraum E ′ ..= (P×ρV )/ ∼.
Ein spezielles mit einem Vektorbündel (E,M, π, V,GL(k,R)) assoziiertes Prinzipalbün-
del, das letztlich auf das von Élie Cartan im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen
von Spinoren eingeführte Rahmenfeld (moving frame, repère mobile) zurückgeht, ist
das sog. Rahmenbündel LM ..= (E,M, π,GL(k,R), GL(k,R)). Hierbei errichtet man
zunächst über p ∈ M eine Faser, die aus allen (lokalen) Basen von V besteht, und die
Menge all dieser Basen ist ja homöomorph zuGL(k). Also ist LM das zum Vektorbündel
E assoziierte Prinzipalbündel. Da nun GL(k,R) und GL(k,C) keine Spinordarstellun-
gen erlauben, nutzen Physiker lieber eine Faser, die aus orthonormierten Basen besteht,
denn dann ist die Strukturgruppe im Fall einer Riemannschen Mannigfaltigkeit SO(k),
bzw. im Fall einer Lorentzschen Mannigfaltigkeit über der 4-dimensionalen Raumzeit
SO(1, 3), und es können problemlos assoziierte Spinorbündel definiert werden.
Da nun ein Prinzipalbündel und ein assoziiertes Vektorbündel über die gleichen Kar-
tenwechsel tij(p) ∈ G verfügen und alle globalen topolischen Informationen in diesen
Kartenwechsln enthalten sind, kann man das folgende Korrolar zu obigem Satz formu-
lieren:

Korollar 30.2.8 Ein Vektorbündel E ist genau dann trivial, d.h. global als Produk-
traum E ∼= M × V darstellbar, wenn es in seinem assoziierten Prinzipalbündel einen
globalen Schnitt gibt.

30.3 Faserbündel-Abbildungen

Sei (E,M, π, F,G), bzw. kurz E π−→ M , ein Faserbündel mit der Faser F über der
Basis-Mannigfaltigkeit M . Sei weiter f : N → M eine Abbildung von einer Basis-
Mannigfaltigkeit N in die Basis-Mannigfaltigkeit M , dann kann man über N auf die
folgende Weise ein Rücktransport-Bündel konstruieren:

f ∗E

π1
��

π2
// E

π
��

N
f
// M

f ∗E wird als Teilraum von N × E mit der Faser F definiert:

f ∗E ..= {(p, u) ∈ N × E | f(p) = π(u)} , (30.3.1)
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wobei für p ∈ N die Faser Fp von f ∗E eine Kopie der Faser Ff(p) von E sein soll. Aus
dieser Konstruktion folgt für die Kartenwechsel:

t∗ij(p) = tij(f(p) . (30.3.2)

Des weiteren werden häufiger auch Produkt- und Summen-Faserbündel benötigt. Das
Produkt-Faserbündel wird folgendermaßen definiert:
seien (E,M, π, F,G) und (E ′,M ′, π′, F ′, G′) zwei Faserbündel, dann ist das Produkt-
Faserbündel

(E × E ′,M ×M ′, π × π′, F ⊕ F ′, G⊕G′) . (30.3.3)

Man beachte, daß die Faser von E × E ′ als F ⊕ F ′ über M ×M ′ erklärt wird.
Das üblichste Summen-Faserbündel ist das Whitney-Summen-Bündel:
seien (E,M, π, F,G) und (E ′,M, π′, F ′, G′) zwei Faserbündel über der gleichen Basis-
MannigfaltigkeitM , dann ist das Whitney-Summen-Bündel E⊕E ′ das Rücktransport-
Bündel von E × E ′ bezüglich der Abbildung f : M →M ×M :

E ⊕ E ′

π1
��

π2
// E × E ′

π×π′
��

M
f

// M ×M

Konkret heißt das mit:

E ⊕ E ′ ..= {(u, u′) ∈ E × E ′ |π × π′(u, u′) = (p, p)} , (30.3.4)

mit der Fiber F ⊕ F ′ = π−1(p)⊕ (π′)−1(p) ' (π × π′)−1(p, p).
Aus dieser Konstruktion folgt für die Kartenwechsel:

tE⊕E
′

ij (p) =
(
tEij(p) 0

0 tE
′

ij (p)

)
. (30.3.5)

30.4 Zusammenhang und Krümmung von
Prinzipalbündeln

Wir hatten bei der Diskussion der Riemannschen Geometrie gesehen, daß die Tangen-
tialräume TpM (d.h. die Fasern) über verschiedenen Punkten p der Mannigfaltigkeit M
zunächst nicht miteinander verknüpft sind. Erst durch die Definition eines Zusammen-
hangs können Vektoren der Fasern TpM und Tp+εM miteinander verglichen und eine
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kovariante Ableitung definiert werden. Dabei hatten wir den sog. affinen Zusammen-
hang (oder Koszul-Zusammenhang) als eine bilineare Abbildung mit Leibniz-Regel auf
Vektorfeldern über der Mannigfaltigkeit M eingeführt.
Diese Gedanken hat nun Ehresmann für allgemeinere Faserbündeln erweitert. Wir wol-
len hier eine kurze Einführung in den Ehresmann-Zusammenhang und die Definition
einer Krümmung im Fall von Prinzipalbündeln geben. Eine ausführliche Diskussion
über die verschiedenen Zusammenhang-Definitionen und ihre Äquivalenz im Fall von
Tangentialbündeln findet sich in Spivak (1979), II. Wir folgen Choquet-Bruhat u. a.
(1978), S. 287 ff., Nakahara (2003), S. 374 ff. und Bleecker (1981), S. 29 ff..
Das Ziel der folgenden Überlegungen ist die Klärung des Begriffs Paralleltransport in
einem Prinzipalbündel, analog zum Paralleltransport in einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit. Vor den Details soll zunächst eine Übersicht über den Gedankengang dargestellt
werden.

M⨯G

M
  p ∊ U

i 
∩U

j

u=σ
i
(p) ∊ P

(p,g
i
) (p,g

j
)

π
ϕ

j
(p)ϕ

i
(p)

t
ij
(p)=ϕ

i
ϕ

j

-1 ∊ G

σ
i

M⨯G

Abbildung 30.3: Prinzipalbündel (P,M, π,G,G), bzw. P π−→M

Übersicht:
Seien P

π−→ M , bzw. (P,M, π,G,G), ein Prinzipalbündel über der Basis M und die
Strukturgruppe G eine Liegruppe. Nun betrachtet man an der Stelle u ∈ P mit
π(u) = p ∈ M den Tangentialraum TuP des Totalraums P (nicht zu verwechseln mit
TpM , dem Tangentialraum der Basis M). Ein spezieller Teilraum von TuP , genannt
vertikaler Teilraum VuP , besteht aus jenen Tangentialvektoren in u, die tangential zur
Faser π−1(p) durch u sind. Der durch TuP = VuP ⊕ HuP definierte, zu VuP komple-
mentäre Raum HuP heißt horizontaler Teilraum. Um einen Zusammenhang zwischen
den einzelnen Fasern herzustellen, verlangt man daß die Räume HuP differenzierbar
von u ∈ P abhängen sollen. Um die Kompatibilität mit der Gruppenstruktur innerhalb
einer Faser π−1(p) herzustellen definiert man den Zusammenhang im vertikalen Teil-
raum VuP wie folgt:
sei g ∈ G und die Rechtsmultiplikation in einer Faser Rg : π−1(p) → π−1(p) mit
Rgu = ug, dann sollen die horizontalen Teilräume HuP und HugP über die induzierte
lineare Abbildung Rg∗ mit Hug = Rg∗Hu zusammenhängen.
Im nächsten Schritt betrachtet man eine beliebige Kurve γ(t) ∈ M , t ∈ [0, 1] zwischen
zwei Punkten p, p′ ∈ M und liftet diese Kurve in P , so daß γ̃(0) = u, π(γ̃(t)) = γ(t)
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und alle Tangentialvektoren X̃γ̃(t) an γ̃(t) in den horizontalen Teilräumen Hγ̃(t)P liegen.
Dann liegt der Punkt u′ = γ̃(1) über p′ und wir haben einen Paralleltransport des
Tangentialvektors X̃γ̃(0) in den Tangentialvektor X̃γ̃(1) konstruiert.
Details:

Wir folgen hier (mit abweichenden Bezeichnungen) Choquet-Bruhat u. a. (1978), S. 287,
und stellen zum besseren Verständnis drei verschiedene äquivalente Definitionen eines
Zusammenhangs in einem Prinzipalbündel P π−→M vor.

Definition 30.4.1 (Z1) Sei P ein Prinzipalbündel P π−→M mit u ∈ P , π(u) = p ∈M ,
in der Karte Ui ⊂M , dann heißt die Abbildung σi∗ : TpM → TuP ein Zusammenhang,
wenn sie folgende Bedingungen erfüllt:

1. σi∗ ist linear,
2. π∗(σi∗) = Id auf TpM ,
3. (σig)∗ = Rg∗σi∗ für alle g ∈ G,
4. σi∗ hängt differenzierbar von u ∈ P ab.

Sei γ(t) ∈ M , t ∈ [0, 1] eine beliebige Kurve zwischen zwei Punkten p, p′ ∈ M . Jetzt
können wir γ(t) folgendermaßen in die Kurve γ̃(t) in P liften:

d

dt
γ̃(t) = σi∗(

d

dt
γ(t)) mit γ̃(0) = u .

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung für γ̃(t), für die lokal um u herum eine
eindeutige Lösung existiert. Durch γ̃∗(t) ..= d

dt
γ̃(t) wird der Paralleltransport eines

Vektors γ̃∗(0) = σi∗(γ∗(0)) definiert. Der lineare Raum HuP mit π(u) = p

HuP ..= σi∗(TpM)

heißt horizontaler Teilraum von TuP .
Dies bringt uns sofort zur zweiten Definition eines Zusammenhangs in einem Prinzipal-
bündel, der Definition von Ehresmann.

Definition 30.4.2 (Z2) Sei P ein Prinzipalbündel P π−→ M mit π(u) = p ∈ M . Dann
heißt die eindeutige Zerlegung des Tangentialraums TuP in einen horizontalen Teilraum
HuP und einen vertikalen Teilraum VuP der Ehresmann-Zusammenhang, wenn gilt:

1. VuP ..= {X̃V ∈ TuP |π∗(X̃V ) = 0},
2. TuP = HuP ⊕ VuP ,
3. jedes glatte Vektorfeld X̃ auf P ist in jedem Punkt u ∈ P darstellbar als

X̃ = X̃H + X̃V mit X̃H ∈ HuP und X̃V ∈ VuP ,
4. HugP = Rg∗HuP ,
5. HuP hängt differenzierbar von u ∈ P ab.
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Sei g die Liealgebra der Liegruppe G und A ∈ g. Wir setzen jetzt voraus, daß eine
parametrisierte Kurve g(t) ∈ G mit t ∈ R geschrieben werden kann als

g(t) = etA ∈ G ⇔ d

dt
g(t)|t=0 = A ∈ g , (30.4.1)

was insbesondere für Matrix-Liegruppen gilt. Dann führt die Rechtsmultiplikation
Rg : Pp → Pp mit u 7→ ug und g(t) = etA ∈ G zu einer durch t ∈ R parametri-
sierten Kurve innerhalb der Faser π−1(p) = Pp ∼= G, denn π(u) = π(ug) = p. Der
Tangentialvektor an die Kurve ug(t) im Punkt u ∈ P ist

A#(u) ..= d

dt
(uetA)|t=0 = uA . (30.4.2)

A# ist tangential zu Pp = π−1(p) an jeder Stelle u ∈ P . Daher kannA# als ein Vektorfeld
in der Faser Pp betrachtet werden und wird gelegentlich als das fundamentale Vektorfeld
bezeichnet. Dieses Vektorfeld A# definiert den vertikalen Teilraum VuP von TuP und
das entsprechende Komplement dazu heißt der horizontale Teilraum HuP , also

TuP = VuP ⊕HuP . (30.4.3)

Zunächst einmal ist klar, daß die Abbildung # : g→ VuP mit A 7→ A# ein Isomorphis-
mus zwischen den Vektorräumen g und VuP ist. Darüber hinaus erhält die Abbildung
# aber auch die Lie-Algebra Struktur, d.h.

[A#, B#] = [A,B]# , (30.4.4)

denn

A#B#(u) = A#( d
dt2

(uet2B)|t=0) = A#(u)B

= d

dt1
(uet1A)|t1=0B = uAB ⇒

[A#, B#](u) = u[A,B] = d

dt
(uet[A,B])|t=0 = [A,B]#(u) .

Nun ist man ja an der Möglichkeit eines Paralleltransports von Vektoren aus TuP in-
teressiert. Mit der Rechtsmultiplikation Rgu = ug innerhalb einer Faser ist bereits der
Paralleltransport eines Vektors X̃V aus dem vertikalen Teilraum VuP als Rg∗X̃

V fest-
gelegt. Andererseits gibt es jedoch bislang noch keinen Paralleltransport für Vektoren
X̃H des horizontalen Teilraums HuP , weder in vertikaler noch in horizontaler Richtung.
Dies leistet nun die folgende g-wertige Zusammenhang 1-Form ω, eine Projektion von
TuP nach g ∼= VuP .

Definition 30.4.3 (Z3) 1. ω : TuP → g ∼= VuP ,
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2. ωu(A#) = A für A ∈ g ∼= VuP ,
3. R∗gωug = g−1ωug für g ∈ G, d.h.

R∗gωug(X̃) = ωug(Rg∗X̃) = g−1ωu(X̃)g mit X̃ ∈ TuP ,
4. ωu hängt differenzierbar von u ∈ P ab.

Statt ωu schreiben wir häufig auch einfach ω, wenn es eindeutig ist, daß ω am Punkt
u ∈ P gemeint ist.
Zunächst einmal ist die adjungierte Abbildung Adg−1ωu ..= g−1ωug eine Abbildung nach
g, d.h. Ad : G× g→ g, denn nach Definition ist die Lie-Algebra

g = TeG = {a ∈ G | a = d

dt
g(t)|t=0, g(t) = exp(ta) ∈ G}

und mit a ∈ g folgt sofort g−1ag ∈ g. Weiter folgt aus der Definition von ω auch die
Definition von HuP :

ω : TuP → g ∼= VuP ⇒ HuP ..= kerω = {X̃ ∈ TuP |ω(X̃) = 0} . (30.4.5)

Zunächst soll gezeigt werden, daß die obige Definition Z3 einer g-wertigen Zusammen-
hang 1-Form ω tatsächlich auch zur Definition Z2 des Ehresmann-Zusammenhangs
führt. Sei g ∈ G, dann gilt

u ∈ P , X̃H ∈ HuP ⊂ TuP ⇒ ωu(X̃H) = 0 ,

ωug(Rg∗X̃
H) = R∗gωug(X̃H) = g−1ωu(X̃H)g = 0 ⇒ Rg∗HuP ⊂ HugP .

Umgekehrt ist Rg∗ invertierbar, denn R−1
g∗ = Rg−1∗ , und daraus folgt, daß jeder Vektor

Ỹ H ∈ HugP sich als Ỹ H = Rg∗X̃
H mit einem vorgegebenen X̃H ∈ HuP ausdrücken

läßt, also HugP ⊂ Rg∗HuP . Und damit folgt HugP = Rg∗HuP .
In der Physik arbeitet man nun vorwiegend nicht mit dieser globalen Zusammenhang-
form ω, sondern mit lokalen Zusammenhangformen Ai, die auf lokalen Karten Ui ⊂M
definiert sind. Diese heißen in der Physik Eichpotentiale oder Yang-Mills-Potentiale.
Natürlich stellt sich die Frage, ob es überhaupt in jedem Prinzipalbündel eine globale
Zusammenhangform ω gibt. Die Frage läßt sich bejahen, indem man aus lokalen Zu-
sammenhangformen Ai explizit eine globale Zusammenhangform ω konstruiert. Dies
soll im Folgenden gezeigt werden. Dabei bezeichne dp das Differential auf P , im Ge-
gensatz zu d, dem Differential auf M . Wenn γ̃(t) eine Kurve in P mit u = γ̃(0) und
der Tangente X̃ = d

dt
γ̃(t)|t=0 in u ist, dann gilt für dPgi, wie für jede Differentialform,

dPgi(X̃) = X̃(gi) = d
dt
gi|t=0.

Definition 30.4.4 Seien Ui eine Karte einer offenen Überdeckung von M , σi : Ui → P
ein lokaler Schnitt und ω ∈ g×T ∗P eine globale Zusammenhangform, dann ist die lokale
Zusammenhangform Ai auf Ui definiert als

Ai ..= σ∗i ω ∈ g× Ω1(Ui) . (30.4.6)
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Satz 30.4.5 Seien Ai eine g-wertige 1-Form auf Ui, σi : Ui → P ein lokaler Schnitt
mit der Trivialisierung φi(u) = (p, gi(u)), dann gibt es eine globale g-wertige 1-Form ω
auf P mit Ai ..= σ∗i ω, die auf Ui die folgende Form hat:

ωi = g−1
i π∗Aigi + g−1

i dPgi . (30.4.7)

Damit die einzelnen ωi auf überlappenden Karten Ui und Uj tatsächlich eine eindeutige
Zusammenhangform ω bilden, müssen die Ai zusammen mit den Kartenwechseln tij ∈ G
die folgende Kompatibilitätsbedingung erfüllen:

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij . (30.4.8)

Beweis: Zunächst soll σ∗i ωi = Ai gezeigt werden. Wir verwenden jetzt für u = σi(p)
die kanonischen Trivialisierung, so daß gi(u) = e gilt und damit

ωi = π∗Ai + dPgi .

Sei X ∈ TpM , dann wenden wir den Rücktransport (pullback) σ∗i auf ωi an, so daß σ∗i ωi
jetzt eine g-wertige 1-Form über Ui ist:

σ∗i ωi(X) = ωi(σi∗X) = π∗Ai(σi∗X) + dP e(σi∗X)

= Ai(π∗σi∗X) = Ai(X) .

Im nächsten Schritt soll gezeigt werden, daß dieses ωi aus 30.4.7 die Bedingungen der
obigen Definition Z3 des Ehresmann-Zusammenhangs erfüllt. Sei A# ∈ VuP mit A ∈ g,
dann ist π∗(A#) = 0 und damit

ωi(A#) = g−1
i π∗Ai(A#)gi + g−1

i dPgi(A#) = g−1
i Ai(π∗A#)gi + g−1

i dPgi(A#)

= g−1
i dPgi(A#) = g−1

i (u)A#gi(u) = g−1
i (u) d

dt
gi(uetA)|t=0

= g−1
i (u) d

du′
gi(u′)|u′=u

d

dt
(uetA)|t=0 .

In der kanonischen Trivialisierung gilt für ein festes u ∈ P

u = σi(p) = e · σi(p) = gi(u) · σi(p) , wegen g(u) = g−1(u) = e .

Jeder Punkt u′ ∈ P läßt sich damit als u′ = gi(u′) · u schreiben und daraus folgt:

d

du′
gi(u′)|u′=u =1 ,

und daraus folgt für ωi(A#):

ωi(A#) = A .
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Also ist die Bedingung 2 der Definition Z3 erfüllt.
Nun zur Bedingung 3 der Definition Z3. Sei X ∈ TuP und h ∈ G. Wir betrachten den
Rücktransport (pullback) R∗h auf ωi,uh, d.h. auf ωi an der Stelle uh. Dabei sei γ̃(t) eine
Kurve in P mit u = γ̃(0) und der Tangente X̃ = d

dt
γ̃(t)|t=0.

R∗hωi,uh(X̃) = ωi,uh(Rh∗X̃) = g−1
i,uhπ

∗Ai(Rh∗X̃)gi,uh + g−1
i,uhdPgi,uh(Rh∗X̃)

= h−1g−1
i,uAi(π∗Rh∗X̃)gi,uh+ g−1

i,uhdPgi,uh(Rh∗X̃)

= h−1g−1
i,uAi(π∗X̃)gi,uh+ h−1g−1

i,u

d

dt
gi,γ̃(t)h|t=0

= h−1g−1
i,uπ

∗Ai(X̃)gi,uh+ h−1g−1
i,u

d

dt
gi,γ̃(t)|t=0 h

= h−1g−1
i,uπ

∗Ai(X̃)gi,uh+ h−1g−1
i,udPgi,u(X̃)h

= h−1ωi,u(X̃)h .

Damit ist die Bedingung 3 der Definition Z3 erfüllt.
Es bleibt nun nur noch zu zeigen, daß die lokalen Zusammenhänge ωi und ωj im über-
lappenden Gebiet Ui ∩ Uj konsistent zu einem globalen Zusammenhang ω verbunden
werden können. Seien γ(t) eine Kurve in M mit γ(0) = p und d

dt
γ(t)|t=0 = X und

u = σj(p) = σi(p)tij(p), dann folgt

σj∗X = d

dt
σj(γ(t))|t=0 = d

dt
(σi(γ(t)) tij(γ(t)))|t=0

= d

dt
σi(γ(t))|t=0 tij(γ(0)) + σi(γ(0)) d

dt
tij(γ(t))|t=0

= Rtij(p)∗
d

dt
σi(γ(t))|t=0 + u t−1

ij (p) d
dt
tij(γ(t))|t=0

= Rtij(p)∗(σi∗X) + u
d

dt
(t−1
ij (p) tij(γ(t)))|t=0 .

Nun ist t−1
ij (p)tij(γ(t))|t=0 = e an der Stelle γ(0) = p und daraus folgt mit 30.4.1

d

dt
(t−1
ij (p) tij(γ(t)))|t=0 ∈ TeG = g ⇒

u
d

dt
(t−1
ij (p) tij(γ(t)))|t=0 = ( d

dt
(t−1
ij (p) tij(γ(t)))|t=0)# = (t−1

ij (p) dtij(X))# .

Damit erhalten wir schließlich für σj∗X

σj∗X = Rtij(p)∗(σi∗X) + (t−1
ij (p) dtij(X))# .
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Jetzt wenden wir ω auf diese Gleichung an und erhalten

ω(σj∗X) = ω(Rtij(p)∗(σi∗X)) + ω((t−1
ij (p) dtij(X))#) ⇒

σ∗jω(X) = R∗tij(p)ω(σi∗X) + t−1
ij (p) dtij(X)

= t−1
ij (p)ω(σi∗X)tij(p) + t−1

ij (p) dtij(X) ⇒

Aj(X) = t−1
ij Ai(X)tij + t−1

ij dtij(X) bzw.

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij . 2

Möglicherweise gibt es auf dem Prinzipalbündel P mehrere globale Zusammenhänge ω.
Jeder globale Zusammenhang ω enthält aber im Gegensatz zu einem einzelnen lokalen
Zusammenhang Ai auf Ui die globalen topologischen Informationen von P .
Mit dem globalen Zusammenhang ω läßt sich jetzt der Paralleltransport definieren.
Dazu betrachtet man einen sog. horizontalen Lift einer beliebige Kurve γ(t) ∈ M ,
t ∈ [0, 1] zwischen zwei Punkten p0, p1 ∈ M und sucht eine geliftete Kurve γ̃(t) in
P , so daß γ̃(0) = u0, π(γ̃(t)) = γ(t) und daß alle Tangentialvektoren X̃γ̃(t) an γ̃(t) in
den horizontalen Teilräumen Hγ̃(t)P liegen. Der nächste Satz zeigt, daß dies eindeutig
möglich ist.

Satz 30.4.7 Sei γ(t) ∈ M , t ∈ [0, 1] eine beliebige Kurve zwischen zwei Punkten
p0, p1 ∈ M und u0 ∈ π−1(γ(0)). Dann gibt es einen eindeutigen horizontalen Lift
γ̃(t) ∈ P mit γ̃(0) = u0 und γ̃(t) = σi(γ(t))gi(γ(t)), wobei gi(γ(t)) die Lösung fol-
gender Differentialgleichung ist:

d

dt
gi(γ(t)) = −Ai(X)|γ(t)gi(γ(t)) . (30.4.9)

Beweis: Sei σi : Ui ⊂ M → P ein Schnitt. Wenn es einen horizontalen Lift γ̃(t)
gibt, dann kann dieser geschrieben werden als γ̃(t) = σi(γ(t))gi(γ(t)), wobei man ohne
Beschränkung der Allgemeinheit gi(γ(0)) = gi(p0) = e wählen kann, wodurch γ̃(0) =
σi(γ(0)) = σi(p0) = u0 wird. X sei der Tangentenvektor an γ(t) an der Stelle t′ mit
t0 ≤ t′ ≤ t1, d.h. γ(t′) = p und X̃ = γ̃∗X sei der Tangentenvektor an γ̃(t) an der Stelle
t′, d.h. γ̃(t′) = u. Wie im vorherigen Beweis folgt

X̃ = γ̃∗(t′)X = d

dt
γ̃(t)|t=t′ = d

dt
(σi(γ(t)) gi(γ(t)))|t=t′

= d

dt
σi(γ(t))|t=t′ gi(γ(t′)) + σi(γ(t′)) d

dt
gi(γ(t))|t=t′

= Rgi(γ(t′))∗
d

dt
σi(γ(t))|t=t′ + u g−1

i (γ(t′)) d
dt
gi(γ(t))|t=t′
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= Rgi(γ(t′))∗(σi∗X) + u
d

dt
(g−1
i (γ(t′)) gi(γ(t)))|t=t′ .

Nun ist g−1
i (γ(t′))gi(γ(t))|t=t′ = e und daraus folgt mit 30.4.1

d

dt
(g−1
i (γ(t′)) gi(γ(t)))|t=t′ ∈ TeG = g ⇒

u
d

dt
(g−1
i (γ(t′)) gi(γ(t)))|t=t′ = ( d

dt
(g−1
i (γ(t′)) gi(γ(t)))|t=t′)# = (g−1

i (γ(t′)) dgi(X)|t′)# .

Damit erhalten wir schließlich für X̃ an der Stelle t′

X̃ = Rgi(γ(t′))∗(σi∗X) + (g−1
i (γ(t′)) dgi(X)|t′)# .

Nun soll ja X̃γ̃(t′) im horizontalen Teilraum Hγ̃(t′)P liegen, d.h. ω(X̃) = 0, und daraus
folgt

ω(X̃) = ω(Rgi(γ(t′))∗(σi∗X)) + ω((g−1
i (γ(t′)) dgi(X)|t′)#)

= g−1
i (γ(t′))ω(σi∗X)gi(γ(t′)) + g−1

i (γ(t′)) dgi(X) = 0 ⇒

dgi(X) = −ω(σi∗X)gi(γ(t′)) = −σ∗i ω(X)gi(γ(t′)) = −Ai(X)|γ(t′)gi(γ(t′)) ⇒

d

dt
gi(γ(t)) = −Ai(X)|γ(t)gi(γ(t)) .

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung für gi(γ(t)), die nach dem Satz von
Picard-Lindelöf für die Anfangswerte γ(0) = p0 und gi(γ(0)) = e in einer geeigne-
ten Umgebung von p0 eine eindeutige Lösung hat (siehe etwa: Eschenburg u. Jost
(2007), S. 238). In dieser Umgebung um p0 hat dann auch der horizontale Lift γ̃(t) =
σi(γ(t))gi(γ(t)) eine eindeutige Lösung.
Wenn der Punkt p1 im Existenzbereich dieser Lösung liegt, so ist mit gi(p1) = gi(γ(1))
auch γ̃(1) = σi(γ(1))gi(γ(1)) gegeben und damit der Paralleltransport von γ̃(0) nach
γ̃(1) definiert. 2

Mit diesem Ergebnis kann man jetzt eine kovariante Ableitung in HuP definieren. Wir
folgen Nakahara (2003), S. 385 ff., und definieren die äußere kovariante Ableitung für
vektorwertige r-Formen.

Definition 30.4.9 Sei φ ∈ Ωr(P ) × V eine r-Form auf dem Prinzipalbündel P mit
Werten in einem k-dimensionalen Vektorraum V , d.h. φ : TP ∧ . . . ∧ TP → V . Im
allgemeinen Fall hat dann φ die Darstellung

φ =
k∑

α=1

φα ⊗ eα mit φα ∈ Ωr(P ) und {eα} einer Basis von V . (30.4.10)
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Seien weiter X̃ i = X̃H
i + X̃V

i mit 1 ≤ i ≤ r + 1 Tangentialvektoren aus TuP mit
X̃H
i ∈ HuP und X̃V

i ∈ VuP , dann wird die äußere kovariante Ableitung Dφ ∈ Ωr+1×V
definiert als Differential dPφ auf Vektoren in horizontaler Richtung HuP :

Dφ(X̃1,. . .,X̃r+1) ..= dPφ(X̃H
1 , . . . , X̃

H
r+1) (30.4.11)

..=
k∑

α=1

dpφ
α(X̃H

1 , . . . , X̃
H
r+1)⊗ eα .

Aus der Linearität von φ und von D folgt, daß Dφ(X̃1, . . . , X̃r+1) = 0 ist, wenn ein
X̃H
i = 0 ist (1 ≤ i ≤ r + 1).

Definition 30.4.10 Die Krümmungs 2-Form Ω wird als die äußere kovariante Ablei-
tung der Zusammenhangs 1-Form ω definiert, bzw. am Ort u ∈ P als ωu, also als:

Ω ..= Dω ∈ Ω2(P )× g ⇔ Ωu ..= Dωu ∈ Ω2(P )× VuP . (30.4.12)

Lemma 30.4.11 Für die Krümmungs 2-Form Ω gilt für Verschiebungen in VuP ebenso
wie für die Zusammenhangs 1-Form ω der Ausdruck

R∗gΩug = g−1Ωug mit g ∈ G . (30.4.13)

Beweis: Aus 11.3.4 folgt dPR∗gΩ = R∗gdPΩ und aus der Definition des Zusammenhangs
HugP = Rg∗HuP folgt für X̃, Ỹ ∈ TuP : (Rg∗X̃u)H = Rg∗X̃

H
u . Damit ergibt sich

R∗gΩug(X̃, Ỹ ) = Ωug(Rg∗X̃, Rg∗Ỹ ) = dpωug((Rg∗X̃)H , (Rg∗Ỹ )H)

= dpωug((Rg∗X̃
H), (Rg∗Ỹ

H)) = R∗gdpωug(X̃H , Ỹ H)

= dpR
∗
gωug(X̃H , Ỹ H) = dp(g−1ωug)(X̃H , Ỹ H)

= g−1dpωu(X̃H , Ỹ H)g = g−1Ωu(X̃, Ỹ )g . 2

Wenn ζ ∈ Ωp(M) eine p-Form auf M ist und η ∈ Ωq(M) eine q-Form, dann gilt

ζ ∧ η = (−1)pqη ∧ ζ bzw. ζ ∧ η − (−1)pqη ∧ ζ = 0 .

Dies gilt natürlich nicht mehr, wenn jetzt ζ und η keine einfachen Differentialformen
sind, sondern wie hier im Fall der Prinzipalbündel g-wertige Differentialformen. Daher
definiert man den Kommutator für g-wertige Differentialformen:

Definition 30.4.13 Seien ζ ∈ Ωp(P )×g und η ∈ Ωq(P )×g, dann ist der Kommutator
[ζ, η] definiert als

[ζ, η] ..= ζ ∧ η − (−1)pqη ∧ ζ . (30.4.14)
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Ausführlich formuliert erhält man mit einer Basis {Tα} von g für den Kommutator [ζ, η]
also

ζ = ζα ⊗ Tα , η = ηβ ⊗ Tβ ⇒

[ζ, η] = ζα ∧ ηβTαTβ − (−1)pqηβ ∧ ζαTβTα

= ζα ∧ ηβTαTβ − ζα ∧ ηβTβTα = ζα ∧ ηβ ⊗ [Tα, Tβ]

= ζα ∧ ηβ ⊗ f γ
αβ Tγ . (30.4.15)

Völlig analog zur Krümmung in der Riemannschen Geometrie (siehe 15.9.5) gilt auch
für die Krümmung von Prinzipalbündeln wieder eine wichtige Cartansche Strukturglei-
chung:

Satz 30.4.14 (Cartansche Strukturgleichung) Seien X̃, Ỹ ∈ TuP , dann gilt für
die Krümmungs 2-Form Ω und die Zusammenhangs 1-Form ω:

Ω(X̃, Ỹ ) = Dω(X̃, Ỹ ) = dPω(X̃, Ỹ ) + 1
2[ω, ω](X̃, Ỹ ) ⇔ (30.4.16)

Ω(X̃, Ỹ ) = Dω(X̃, Ỹ ) = dPω(X̃, Ỹ ) + [ω(X̃), ω(Ỹ )] (30.4.17)

= (dPω + ω ∧ ω) (X̃, Ỹ ) .

Beweis: Die Gleichheit der beiden Formulierungen folgt sofort aus 30.4.14, denn da ω
eine g-wertige 1-Form ist gilt:

[ω, ω] = ω ∧ ω − (−1)1ω ∧ ω = 2ω ∧ ω und

(ω ∧ ω)(X̃, Ỹ ) = ω(X̃)ω(Ỹ )− ω(Ỹ )ω(X̃) = [ω(X̃), ω(Ỹ )] .

Jetzt zum eigentlichen Beweis.
(1) Seien X̃, Ỹ ∈ HuP , dann ist ω(X̃) = 0 und ω(Ỹ ) = 0 und für Ω gilt

Ω(X̃, Ỹ ) = Dω(X̃, Ỹ ) = dPω(X̃H , Ỹ H) = dPω(X̃, Ỹ )

= dPω(X̃, Ỹ ) + [ω(X̃), ω(Ỹ )] .

(2) Seien jetzt X̃ ∈ HuP und Ỹ ∈ VuP , also Ỹ H = 0, dann ist

Ω(X̃, Ỹ ) = Dω(X̃, Ỹ ) = dPω(X̃H , Ỹ H) = 0 und ω(X̃) = 0 .

Es gilt also zu beweisen, daß auch dPω(X̃, Ỹ ) = 0 ist. Hierfür greifen wir auf die immer
wieder hilfreiche Formel 15.2.12 zurück und erhalten

dPω(X̃, Ỹ ) = X̃ω(Ỹ )− Ỹ ω(X̃)− ω([X̃, Ỹ ]) = X̃ω(Ỹ )− ω([X̃, Ỹ ]) .
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Nun kann man Ỹ ∈ VuP schreiben als Ỹ = .. B# = d
dt

(uetB)|t=0 mit B ∈ g (siehe
30.4.2) und damit ist X̃ω(Ỹ ) = X̃B = 0, weil ja B konstant ist. Also bleibt nur noch
der Ausdruck ω([X̃, Ỹ ]) übrig. Hierfür erinnern wir uns an den Zusammenhang von
Kommutator und Lie-Ableitung (15.3.3). Sei Ỹ das von g(t) erzeugte Vektorfeld, dann
gilt

LỸ X̃ = lim
t→0

1
t
(Rg−1(t)∗X̃|ug − X̃|u) .

Nach Definition des Ehresmann Zusammenhangs gilt HugP = Rg∗HuP , und damit folgt

LỸ X̃ = [Ỹ , X̃] ∈ HuP ⇒ ω([X̃, Ỹ ]) = 0 ⇒ dPω(X̃, Ỹ ) = 0 .

(3) Der Fall X̃ ∈ VuP und Ỹ ∈ HuP ist völlig analog zum soeben behandelten Fall
X̃ ∈ HuP und Ỹ ∈ VuP .
(4) Nun zum letzten Fall mit X̃, Ỹ ∈ VuP . Zunächst ist wieder wie oben

Ω(X̃, Ỹ ) = Dω(X̃, Ỹ ) = dPω(X̃H , Ỹ H) = 0 .

Und ebenso wie oben können wir X̃, Ỹ ∈ VuP schreiben als X̃ = .. A# = d
dt

(uetA)|t=0 und
Ỹ = .. B# = d

dt
(uetB)|t=0 mit A,B ∈ g (siehe 30.4.2) und damit sind X̃ω(Ỹ ) = X̃B = 0

und Ỹ ω(X̃) = Ỹ A = 0, weil ja A und B konstant sind und wir erhalten mit 15.2.12:

dPω(X̃, Ỹ ) = X̃ω(Ỹ )− Ỹ ω(X̃)− ω([X̃, Ỹ ]) = −ω([X̃, Ỹ ]) .

Sei nun [X̃, Ỹ ] = .. C#, dann folgt mit 30.4.4

dPω(X̃, Ỹ ) = −ω(C#) = −C = −[A,B] = −[ω(A#), ω(B#)] = −[ω(X̃)ω(Ỹ )] ,

also

Ω(X, Y ) = 0 = dPω(X̃, Ỹ ) + [ω(X̃), ω(Ỹ )] . 2

Analog zur Bianchi-2 Identität 15.9.7 in der Riemannschen Geometrie kann man auch
für die Krümmung von Prinzipalbündeln eine Bianchi Identität ableiten:

Lemma 30.4.16 Sei Ω eine Krümmungs 2-Form, dann gilt

DΩ = 0 . (30.4.18)

Beweis: Sowohl die Zusammenhangs 1-Form ω als auch die Krümmungs 2-Form Ω
sind g-wertige Formen und können also nach einer Basis {Tα} von g entwickelt werden:

ω = ωαTα , Ω = ΩαTα .

Mit 30.4.15 und 30.4.17 erhält man

Ω = dPω + ω ∧ ω = (dPωα)Tα + (ωβ ∧ ωγ)f α
βγ Tα ,
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Ωα = dPω
α + (ωβ ∧ ωγ)f α

βγ .

dPΩα = (dPωβ ∧ ωγ − ωβ ∧ dPωγ)f α
βγ .

DΩ(X̃, Ỹ , Z̃) = dPΩ(X̃H , Ỹ H , Z̃H) =

= (dPωβ(X̃H , Ỹ H) ∧ ωγ(Z̃H)− ωβ(X̃H) ∧ dPωγ(Ỹ H , Z̃H))f α
βγ Tα

= 0 wegen ω(X̃H) = ω(Z̃H) = 0 . 2

Wie bereits oben beschreiben, arbeitet man in der Physik nun vorwiegend nicht mit der
globalen Zusammenhangform ω, sondern mit den lokalen g-wertigen Zusammenhang 1-
FormenAi, den sogenannten Eich-Potentialen, oder Yang-Mills-Potentialen, die auf den
lokalen Karten Ui ⊂ M definiert sind. Die entsprechenden lokalen g-wertigen Krüm-
mungs 2-Formen Fi heißen in der Physik Feldstärken, oder Yang-Mills Feldstärken.

Definition 30.4.18 Seien Ui eine Karte einer offenen Überdeckung von M , σi : Ui →
P ein lokaler Schnitt und Ω eine globale Krümmungsform, dann ist die lokale Krüm-
mungsform Fi auf Ui definiert als

Fi ..= σ∗i Ω . (30.4.19)

Entsprechend der Cartanschen Strukturgleichung (30.4.16, 30.4.17) gilt für die lokalen
Krümmungsformen:

Satz 30.4.19 Mit X, Y ∈ TpM , p ∈ Ui ⊂M gilt:

Fi(X, Y ) = dAi + 1
2[Ai,Ai](X, Y ) ⇔ (30.4.20)

Fi(X, Y ) = dAi(X, Y ) + [Ai(X),Ai(Y )] = (dAi +Ai ∧ Ai)(X, Y ) . (30.4.21)

Beweis: Es ist Ai = σ∗i ω, mit 11.3.4 folgt σ∗i dPω = dσ∗i ω und mit 11.2.1 folgt σ∗i (ω ∧
ω) = (σ∗i ω) ∧ (σ∗i ω) und damit folgt die Behauptung sofort aus der Cartansche Struk-
turgleichung 30.4.16, bzw. 30.4.17. 2

Dieses Ergebnis legt nun die Definition einer kovarianten Ableitung einer g-wertigen
p-Form ηi ∈ Ωp(Ui) auf Ui ⊂M nahe:

Definition 30.4.21
Dηi(X, Y1, . . . , Yp) ..= dηi(X, Y1, . . . , Yp) + [Ai(X), ηi(Y1, . . . , Yp)]

..= (dηi + (Ai ∧ ηi − (−1)pηi ∧ Ai))(X, Y1, . . . , Yp) . (30.4.22)
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Damit schreibt sich 30.4.21 als

Fi(X, Y ) = DAi(X, Y ) = dAi(X, Y ) +Ai ∧ Ai(X, Y ) . (30.4.23)

In dieser Schreibweise wird dann aus der Bianchi-2 Identität 30.4.18

DFi = DDAi = 0 ⇔ (30.4.24)

DFi(X, Y1, Y2) = dFi(X, Y1, Y2) + [Ai(X),Fi(Y1, Y2)] = 0 .

Beweis: Man beginnt wieder mit 30.4.17 und projiziert diese Gleichung mit σ∗i auf M :

Ω = dPω + ω ∧ ω ⇒ dPΩ = (dPω) ∧ ω − ω ∧ (dPω) ⇒

σ∗i dPΩ = σ∗i ((dPω) ∧ ω − ω ∧ (dPω)) ⇒

dσ∗i Ω = (dσ∗i ω) ∧ (σ∗i ω)− (σ∗i ω) ∧ (dσ∗i ω) ⇒

dFi = dAi ∧ Ai −Ai ∧ dAi

= dAi ∧ Ai +Ai ∧ Ai ∧ Ai − (Ai ∧ dAi +Ai ∧ Ai ∧ Ai)

= Fi ∧ Ai −Ai ∧ Fi = [Fi,Ai] ⇒

DFi = dFi + [Ai,Fi] = 0 . 2

Wenn man in der Karte Ui Koordinaten einführt, dann schreibt sich die Feldstärke Fi
als Funktion des Eichpotentials Ai in der Form der Yang-Mills Gleichungen

Ai = Ai,νdxν ⇒ dAi = (∂µAi,ν)dxµ ∧ dxν = 1
2(∂µAi,ν − ∂νAi,µ)dxµ ∧ dxν

und

Ai ∧ Ai = (Ai,µdxµ) ∧ (Ai,νdxν) = 1
2(Ai,µAi,ν −Ai,νAi,µ)dxµ ∧ dxν ⇒

1
2Fi,µνdx

µ ∧ dxν = 1
2(∂µAi,ν − ∂νAi,µ)dxµ ∧ dxν

+ 1
2(Ai,µAi,ν −Ai,νAi,µ)dxµ ∧ dxν ⇒
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Fi,µν = ∂µAi,ν − ∂νAi,µ + [Ai,µ,Ai,ν ] . (30.4.25)

Wenn man jetzt noch berücksichtigt, daß Fi,µν und Ai,µ ja g-wertige Formen sind und
diese nach der Basis {Tα} von g entwickelt, dann nehmen die Yang-Mills Gleichungen
die folgende explizite Form an:

[Ai,µ,Ai,ν ] = [A β
i,µ Tβ,A

γ
i,ν Tγ] = A β

i,µ A
γ

i,ν [Tβ, Tγ] = A β
i,µ A

γ
i,ν f

α
βγ ⇒

F α
i,µν = ∂µA α

i,ν − ∂νA α
i,µ + f α

βγ A
β

i,µ A
γ

i,ν . (30.4.26)

Als letztes soll noch gezeigt werden, daß sich die lokalen Krümmungs 2-Formen Fi
(Feldstärken) bei einem Kartenwechsel Ui → Uj wie Tensoren transformieren.

Lemma 30.4.23 Seien Ui und Uj überlappende Karten vonM mit den Kartenwechseln
tij ∈ G, dann gilt die folgende Kompatibilitätsbedingung:

Fj = t−1
ij Fi tij .

Beweis: Seien auf Ui ∩Uj zwei lokale Krümmungen (Feldstärken) Fi = dAi +Ai ∧Ai
und Fj = dAj +Aj ∧ Aj gegeben. Zunächst soll dt−1

ij bestimmt werden.

0 = d(1) = d(t−1
ij tij) = (dt−1

ij )tij + t−1
ij (dtij) ⇒ d(t−1

ij ) = −t−1
ij (dtij)t−1

ij . (30.4.27)

Das Transformationsverhalten der lokalen Zusammenhang 1-Form (Eichpotential) Ai
bei einem Kartenwechsel kennen wir aus 30.4.8

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij ,

und damit folgt

Fj = dAj +Aj ∧ Aj

= d(t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij)

+ (t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij) ∧ (t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij)

= {−t−1
ij (dtij) ∧ t−1

ij Aitij + t−1
ij dAitij + (−1)1t−1

ij Ai ∧ dtij}

+ {−t−1
ij dtijt

−1
ij ∧ dtij}

+ {t−1
ij Ai ∧ Aitij + t−1

ij Ai ∧ dtij + t−1
ij dtij ∧ t−1

ij Aitij + t−1
ij dtij ∧ t−1

ij dtij}

= t−1
ij {dAi +Ai ∧ Ai}tij = t−1

ij Fi tij . 2
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30.5 Kovariante Ableitung in assoziierten
Vektorbündeln

So schön die Theorie der Prinzipalbündel auch ist, in der Physik benötigt man zu dem
geeigneten Prinzipalbündel, das die innere Symmetrie des Systems beschreibt, auch
ein assoziiertes Vektorbündel, Tensorbündel, oder Spinorbündel zur Beschreibung des
entsprechenden Feldes. Hier beschreiben wir jetzt die Konstruktion des assoziiierten
Vektorbündels.
Das zu einem Prinzipalbündel P assoziierte Vektorbündel ist E ..= (P ×ρ V )/ ∼,
das ist die Menge der Äquivalenzklassen von (P ×ρ V ) mit der Äquivalenzrelation
(u, v) ∼ (ug, ρ(g−1)v). Hierbei ist V ein k-dimensionaler Vektorraum und G wirkt
auf V mittels einer k-dimensionalen Darstellung ρ(g), d.h. (u, v) 7→ (ug, ρ(g−1)v). Die
Projektion πE : E → M wird dann als πE(u, v) ..= π(u) = p definiert und ist invariant
unter der Wirkung von G, denn πE(ug, ρ(g−1)v) = π(ug) = p = π(u) = πE(u, v). Die
Kartenwechsel in E sind durch ρ(tij(p)) gegeben, wobei die tij(p) die Kartenwechsel
des Prinzipalbündels P sind. Die Multiplikation mit einem Skalar ist im Vektorbündel
definiert als c · [u, v] ..= [u, cv], wenn [u, v] eine Äquivalenzklasse aus E und c ∈ R ist.
Achtung: [·, ·] bezeichnet hier und im Folgenden keinen Kommutator, sondern eine
Äquivalenzklasse von (P ×ρ V )/ ∼.
Wenn man eine kovariante Ableitung in diesem assoziierten Vektorbündel konstruieren
will, dann definiert man zunächst genau wie beim reinen Prinzipalbündel einen Par-
alleltransport mittels eines horizontalen Lifts. Sei γ(t) ∈ M , t ∈ [0, 1] eine beliebige
Kurve zwischen zwei Punkten p0, p1 ∈ M und γ̃(t) die geliftete Kurve in P , so daß
γ̃(0) = u0, π(γ̃(t)) = γ(t) und daß alle Tangentialvektoren X̃γ̃(t) an γ̃(t) in den hori-
zontalen Teilräumen Hγ̃(t)P liegen. Ein Schnitt s(γ(t)) in E ist dann die t-abhängige
Äquivalenzklasse

s(γ(t)) ..= [γ̃(t), v(γ(t))] , (30.5.1)

s(γ(t)) parallel transportiert :⇔ d

dt
v(γ(t)) = 0 . (30.5.2)

Diese Definition des Paralleltransports ist tatsächlich unabhängig vom speziellen Lift
γ̃(t), denn wenn γ̃2(t) ..= γ̃(t) ·a, mit a ∈ G, ein anderer Lift von γ(t) ist, so ergibt sich:

[γ̃(t), v(γ(t))] = [γ̃(t)a, ρ(a−1)v(γ(t))] = [γ̃2(t), ρ(a−1)v(γ(t))] .

Wegen

d

dt
v(γ(t)) = 0 ⇒ d

dt
ρ(a−1)v(γ(t)) = ρ(a−1) d

dt
v(γ(t)) = 0

folgt aus dem Paralleltransport bzgl. γ̃(t) der Paralleltransport bzgl. γ̃2(t).
Infolgedessen definiert man also die kovariante Ableitung eines Schnitts eines assoziier-
ten Vektorbündels als:
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Definition 30.5.1 Sei X ∈ Tp0M der Tangentialvektor an γ(t) am Punkt p0 ∈ M .
Dann ist die kovariante Ableitung des Schnitts s(γ(t)) definiert als

∇Xs(γ(t))|t=0 ..= [γ̃(0), d
dt
v(γ(t))|t=0] . (30.5.3)

Ein kovariantes Differential kann definiert werden als

∇s(X) ..= ∇Xs . (30.5.4)

Zunächst einmal sieht man, daß die hier definierte kovariante Ableitung∇X die Leibniz-
Regeln erfüllt, denn sei etwa c ∈ C1(R), dann folgt

∇X(c(t)s(γ(t)))|t=0 = ∇X [γ̃(t), c(t)v(γ(t))]|t=0 = [γ̃(0), d
dt

(c(t)v(γ(t)))]|t=0

= [γ̃(0), dc(t)
dt

v(γ(t))]|t=0 + [γ̃(0), c(t) d
dt
v(γ(t))]|t=0

= dc(t)
dt

[γ̃(0), v(γ(t))]|t=0 + c(t)[γ̃(0), d
dt
v(γ(t))]|t=0

= (dc(t)
dt

s(γ(t))|t=0) + (c(t)∇Xs(γ(t))|t=0).

Die anderen Leibniz-Regeln für ∇X folgen aufgrund der Eigenschaften von d
dt

und der
Linearität im zweiten Argument von [·, ·] analog.
Diese Definition ist unabhängig vom speziellen Lift γ̃(t), denn sei wieder γ̃2(t) ..= γ̃(t) ·a
mit a ∈ G ein anderer Lift von γ(t), dann ist das entsprechende Element der Äquiva-
lenzklasse [γ̃(t), v(γ(t))] jetzt [γ̃(t) · a, ρ(a−1)v(γ(t))], und daraus folgt unmittelbar

∇Xs(γ(t))|t=0 ..= [γ̃(0)a, d
dt
ρ(a−1)v(γ(t))|t=0]

= [γ̃(0)a, ρ(a−1) d
dt
v(γ(t))|t=0]

= [γ̃(0), d
dt
v(γ(t))|t=0] .

Wiederum interessieren Physiker sich vornehmlich für die lokale Form der kovarianten
Ableitung ∇X . Sei σi : Ui ⊂ M → P ein lokaler Schnitt im Prinzipalbündel P und
γ(t) ∈ Ui, t ∈ [0, 1] eine beliebige Kurve zwischen zwei Punkten p0, p1 ∈ Ui und γ̃(t) der
horizontale Lift von γ(t) in P mit γ̃(t) = σi(γ(t))gi(γ(t)), wobei man ohne Beschränkung
der Allgemeinheit gi(γ(0)) = gi(p0) = e wählen kann, wodurch γ̃(0) = σi(γ(0)) =
σi(p0) = u0 wird. In 30.4.9 hatten wir für gi(γ(t)) die folgende Differentialgleichung
gefunden

d

dt
gi(γ(t)) = −Ai(X)|γ(t)gi(γ(t)) . (30.5.5)
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Hier benötigen wir aber k-dimensionale Darstellungen von G, bzw. g, die auf V wirken,
und damit schreibt sich die obige Differentialgleichung als

d

dt
ρ(gi(γ(t))) = −ρ(Ai(X))|γ(t) ρ(gi(γ(t))) . (30.5.6)

Wir wählen eine orthonormale Basis {eVα }α=1,...,k im Vektorraum V und konstruieren
damit einen lokalen Schnitt eα(p) mit p ∈ Ui in E:

Definition 30.5.2
eα(p) ..= [σi(p), eVα ] mit p ∈ Ui . (30.5.7)

Dann ist

eα(γ(t)) = [σi(γ(t)), eVα ] = [γ̃(t)g−1
i (γ(t)), eVα ] = [γ̃(t), ρ(g−1

i (γ(t)))eVα ] .

Wie in 30.4.27 gilt

d

dt
(ρ(g−1

i (γ(t)))) = −ρ(g−1
i (γ(t))) ( d

dt
ρ(gi(γ(t)))) ρ(g−1

i (γ(t))) .

Damit und mit 30.4.9 ergibt sich für die kovariante Ableitung von eα(γ(t))

∇Xeα(γ(t))|t=0 = [γ̃(0), d
dt
ρ(g−1

i (γ(t)))eVα |t=0]

= [γ̃(0),−ρ(g−1
i (γ(t))) ( d

dt
ρ(gi(γ(t)))) ρ(g−1

i (γ(t)))eVα |t=0]

= [γ̃(0)(g−1
i (γ(0))), ρ(Ai(X))|γ(0)e

V
α ]

= [σi(γ(0)), ρ(Ai(X))|γ(0)e
V
α ] . (30.5.8)

Die ρ(Ai) sind k × k dimensionale Darstellungen der g-wertigen 1-Formen Ai. Wenn
man nun die ρ(Ai) nach der Basis {ρ(Tα)} von ρ(g) entwickelt so folgt:

ρ(Ai) = ρ(Ai,µ)dxµ = A β
i,µ ρ(Tβ)dxµ

und mit X = d
dt

folgt

∇Xeα(γ(t))|t=0 = [σi(γ(0)), dx
µ

dt
A β
i,µ ρ(Tβ)eVα ]

= dxµ

dt
A β
i,µ ρ(Tβ)[σi(γ(0)), eVα ]

= dxµ

dt
A β
i,µ ρ(Tβ)eα(γ(0)) . (30.5.9)
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Wenn γ(t) = xµ eine Koordinatenlinie ist, dann ist X = ∂µ und der obige Ausdruck
vereinfacht sich zu

∇∂µeα(xµ(t))|t=0 = A β
i,µ ρ(Tβ)eα(xµ(0)) . (30.5.10)

Wenn jetzt s(γ(t)) ein Schnitt in E ist mit

s(γ(t)) ..= [σi(γ(t)), vi(γ(t))] = [σi(γ(t)), vαi (γ(t))eVα ]

= vαi (γ(t))[σi(γ(t)), eVα ] = vαi (γ(t)) eα(γ(t)) , (30.5.11)

dann ergibt sich für die kovariante Ableitung mit der Leibniz-Regel sofort

∇Xs(γ(t))|t=0 = [σi(γ(0)), {dv
α
i (γ(t))
dt

+ dxµ

dt
A β
i,µ ρ(Tβ)}|t=0 e

V
α ]

= {dv
α
i (γ(t))
dt

+ dxµ

dt
A β
i,µ ρ(Tβ)}|t=0 [σi(γ(0)), eVα ]

= dxµ

dt
{∂v

α
i (γ(t))
∂xµ

+A β
i,µ ρ(Tβ)}|t=0 eα(γ(0)) . (30.5.12)

Diese Definition ist tatsächlich von der verwendeten lokalen Karte unabhängig, denn
seien in Ui∩Uj die Schnitte σi(p) und σj(p) in P durch einen Kartenwechsel tij verknüpft,
d.h. σj(p) = σi(p)tij(p), dann folgt

∇Xs(γ(t))|t=0 = [σi(γ(0)), {dv
α
i (γ(t))
dt

+ dxµ

dt
A β
i,µ ρ(Tβ)}|t=0 e

V
α ]

= [σj(γ(0))t−1
ij , {

dvαj (γ(t))
dt

ρ(tij) + dxµ

dt
A β
j,µ ρ(tij)ρ(Tβ)}|t=0 e

V
α ]

= [σj(γ(0)), {
dvαj (γ(t))

dt
+ dxµ

dt
A β
j,µ ρ(Tβ)}|t=0 e

V
α ] .





31 Eichtheorien

Wir folgen hier Nakahara (2003), S. 399 ff., Jost (1995), S. 86 ff. und Zeidler (2011), S.
843 ff.

31.1 Chen Ning Yang (*1922)

Abbildung 31.1: C.N. Yang
Alanmak (2005), CC-BY-SA-3.0.
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Chen_Ning_Yang]

Yang ist einer der bedeutendsten theoretischen
Physiker des 20. Jh. Er wurde in Hefei in Chi-
na als Sohn eines Mathematikprofessors gebo-
ren und verbrachte seine Kindheit und Jugend
bei seinen Eltern auf dem Campus der Tsin-
ghua Universität von Peking. Während des
japanisch-chinesischen Krieges war die Tsing-
hua Universität zur Universität von Kunming
ausgelagert worden und dort in Kunming stu-
dierte Yang Physik. Nach dem Krieg erhielt
Yang im Jahr 1946 ein Forschungsstipendium
für die USA und er ging an die Universi-
tät von Chicago zu Enrico Fermi und wurde
1948 mit einer Arbeit „Über die Winkelver-
teilung von Kernreaktionen und Koinzidenz-
messungen” bei Edward Teller promoviert. Im
Jahr 1949 wurde er ans ’Institute for Advanced
Study’ in Princeton eingeladen und im Jahr
1965 nahm er eine Professur an der ’State University of New York at Stony Brook’
(SUNYSB) an und wirkte als Direktor am dort neugegründeten Institut für Theoreti-
sche Physik.
Im Jahr 1971 war es Yang zum ersten Mal wieder möglich China zu besuchen. In den
Jahren davor nutzte er regelmäßig seine Aufenthalte am CERN in Genf für Treffen mit
seinem Vater, der dazu aus China anreiste. Nach der chinesischen Kulturrevolution half
Yang intensiv dabei die chinesische Physik-Community wieder aufzubauen, nahm nach
seiner Emeritierung am SUNYSB im Jahr 1999 eine Ehrenprofessur an der Tsinghua
Universität von Peking an, übersiedelte später nach Peking und nahm eine Professur
am dortigen ’Center for Advanced Study’ (CASTU) an.
Seine wichtigsten Beiträge zur theoretischen Physik sind:

• zusammmen mit Robert L. Mills die später sog. Yang-Mills-Theorie, eine nicht-
abelsche Eichtheorie. Interessanterweise wurde diese Theorie unabhängig und etwa

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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gleichzeitig von Ronald Shaw in seiner Dissertation bei Abdus Salam entwickelt.
Yang und Mills erkannten, daß sich ihr Modell nicht wie von ihnen gewünscht
auf die starke Wechselwirkung anwenden ließ, da die Austauschbosonen masse-
los sein mußten, um die Eichinvarianz zu gewährleisten - was sie aber wegen der
Kurzreichweitigkeit der Starken Wechselwirkung nicht sein konnten. Dennoch pu-
blizierten sie ihre Arbeit, weil sie nach eigenen Worten von der mathematischen
Schönheit der Theorie beeindruckt waren. Erst 1974 entdeckte Yang die schon
lange in der Mathematik vorhandene geometrische Struktur der Prinzipalbündel
als die angemessene Beschreibung für die Yang-Mills Theorien. Diesen Zugang
wandte er dann auf eine Theorie der ’Magnetischen Monopole’ (eine Lieblingsidee
von Dirac) und auf ’globale Phasenfaktoren’ in der Quantenmechanik (z.B. den
Aharanov-Bohm-Effekt) an.

• zusammen mit Tsung-Dao Lee im Jahr 1956 die Vorhersage einer möglichen Pari-
tätsverletzung der Schwachen Wechselwirkung, die dann 1957 von Chien-Shiung
Wu von der Columbia Universität experimentell bestätigt wurde. Hierfür erhiel-
ten Yang & Lee 1957 den Nobelpreis - wobei leider Frau Wu nicht berücksichtigt
wurde.

• Yang forschte auch intensiv über Fragen der Statistischen Mechanik, so etwa
über Vielteilchenprobleme der Quantenmechanik und über Lösungen von Ising-
Modellen (Spin-Gitter-Modellen). Aus der Beschäftigung mit der Quanten–Sta-
tistischen Mechanik entwickelte er die berühmte Yang-Baxter-Gleichung, die ein
eindrückliches Anwendungsbeispiel des mathematischen Gebiets der ’Quanten-
gruppen’ und ’Hopf-Algebren’ in der theoretischen Physik darstellt.

In dem unten referierten Interview von Dianzhou Zhang mit Chen Ning Yang findet
sich der schöne Satz, den Yang wohl auf einer Konferenz in Seoul im Jahr 1983 geäußert
hat:

„About ten years ago, I gave a talk on physics in Seoul, South Korea. I joked:
"There exist only two kinds of modern mathematical books: one which you
cannot read beyond the first page, and one which you cannot read beyond
the first sentence. The Mathematical Intelligencer later reprinted this yoke
of mine. But I suspect many mathematicians themselves agree with me.”

Yang erhielt neben dem Nobelpreis von 1957 zahlreiche Preise und Ehrungen, darunter
die National Medal of Science (1986), die Albert Einstein Medal (1995) und den Lars
Onsager Prize (1999).
Quelle: de.wikipedia: Chen_Ning_Yang, An Interview with Chen Ning Yang: Zeidler
(2011), S. 4-7].

31.2 Elektromagnetismus als U(1) Eichtheorie

Das einfachste Beispiel ist Maxwells Theorie des Elektromagnetismus, die als eine Eich-
theorie mit der Eichgruppe U(1) ..= {eiΘ|Θ ∈ R} beschrieben werden kann. Als Prin-
zipalbündel wählt man P (M,U(1)) und als assoziiertes Vektorbündel E = P ×ρ C,

https://de.wikipedia.org/wiki/Chen_Ning_Yang
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wobei ρ die natürliche Identifikation eines Elements von U(1) mit einer komplexen Zahl
ist. Die Liegruppe U(1) ist eindimensional und abelsch, also sind alle Strukturkonstan-
ten f γ

αβ = 0 und man benötigt auch keine Gruppenindizes α, β. Weiter wählen wir
für dieses Beispiel den topologisch trivialen Fall, bei dem P einfach der Produktraum
P (M,U(1)) = M × U(1) ist, mit der vierdimensionalen Minkowski-Raumzeit M als
Basismannigfaltigkeit, d.h. M = R4. Die Minkowski-Metrik sei mit c = 1 wie üblich
ηµν = diag(−1,+1,+1,+1). Die lokale Zusammenhang 1-Form A = Aµdxµ, das Eich-
potential, ist wegen der Trivialität des Prinzipalbündels global gültig.
Die lokale Krümmungs 2-Form F , die Feldstärke, ist dann mit 30.4.21:

F = dA+A ∧A = dA

= (∂µAν)dxµ ∧ dxν = (∂µAν − ∂νAµ)dxµ ⊗ dxν . (31.2.1)

Die Bianchi-2 Identität 30.4.24 schreibt sich wegen der abelschen Gruppenstruktur ein-
fach als

DF = dF + [A,F ] = dF = d2A = 0 ⇒

dF = d( 1
2!Fµνdx

µ ∧ dxν) = 1
2!(∂λFµν)dx

λ ∧ dxµ ∧ dxν

= 1
2!(∂λFµν − ∂λFνµ + ∂νFλµ − ∂νFµλ + ∂µFνλ − ∂µFλν)dxλ ⊗ dxµ ⊗ dxν

= (∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ)dxλ ⊗ dxµ ⊗ dxν = 0 ⇒

∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ = 0 . (Bianchi-2 Identität) (31.2.2)

In der Physik verwendet man anstelle von A und F das Eichpotential A und den
Feldstärketensor F , die sich von A und F gerade um den Lie-Algebra-Faktor i unter-
scheiden:

A = .. iA und Fµν = .. iFµν . (31.2.3)

Die Bianchi-2 Identität für Fµν heißt auch Jacobi-Identität und liefert die beiden ’geo-
metrischen’ Maxwell-Gleichungen:

∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ = 0 . (Gauß-Faradaysches Gesetz) (31.2.4)

Die Komponenten des dreidimensionalen elektrischen Feld-Vektors E = Ei∂i und des
dreidimensionalen magnetischen Feld-Pseudovektors B = Bi∂i, mit i, j, k ∈ {1, . . . , 3},
werden in der Physik als spezielle Komponenten des Feldstärketensors F µν definiert.
Das heißt, E und B sind keine Vierervektoren!

Ei ..= Ei ..= F 0i , (31.2.5)
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Bi ..= Bi ..=
1
2ε

ijkFjk . (31.2.6)

Aufgrund unserer Minkowski-Metrik ηµν = diag(−1,+1,+1,+1) ist F0i = −F 0i und
Fjk = F jk .
Die Beziehung zwischen Bi und Fjk kann umgekehrt werden, denn für das Levi-Civita-
Symbol εijk in R3 gilt

εijkε
ilm = δljδ

m
k − δmj δlk = ηljη

m
k − ηmj ηlk ⇒ (31.2.7)

εijkB
i = 1

2εijkε
ilmFlm = 1

2(ηljηmk − ηmj ηlk)Flm

= 1
2(Fjk − Fkj) = Fjk . (31.2.8)

B1 = F23 , B
2 = F31 , B

3 = F12 ⇒ (31.2.9)

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 . (31.2.10)

Der entsprechende kontravariante Feldstärketensor ergibt sich zu

F µν = ηµµ
′
Fµ′ν′η

ν′ν

=


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0



−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



=


0 E1 E2 E3

−E1 0 B3 −B2

−E2 −B3 0 B1

−E3 B2 −B1 0

 . (31.2.11)

Die Bianchi-2 Identität 31.2.2 liefert die ersten beiden Maxwell-Gleichungen der Elek-
trodynamik, die also rein geometrischer Natur sind.
Setzt man jetzt in 31.2.4 λ = 0, µ = j, ν = k so folgt

0 = ∂0Fjk + ∂kF0j + ∂jFk0 ⇒
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0 = 1
2ε

ijk(∂0Fjk + ∂kF0j + ∂jFk0) = ∂0B
i + 1

2ε
ijk∂jFk0 + 1

2ε
ijk∂kF0j

= ∂0B
i + 1

2ε
ijk∂jFk0 + 1

2ε
ikj∂jF0k = ∂0B

i + εijk∂jFk0 ⇒

0 = ∂

∂t
Bi + (~∇× ~E)i . (Faradaysches Gesetz) (31.2.12)

Setzt man λ = i, µ = j, ν = k so folgt

0 = ∂iFjk + ∂kFij + ∂jFki ⇒

0 = 1
2ε

ijk(∂iFjk + ∂kFij + ∂jFki) = ∂iB
i + 1

2ε
ijk∂kFij + 1

2ε
ijk∂jFki

= ∂iB
i + 1

2ε
jki∂iFjk + 1

2ε
kij∂iFjk = ∂iB

i + 1
2ε

ijk∂iFjk + 1
2ε

ijk∂iFjk

= ∂iB
i + εijk∂iFjk = ∂iB

i + 2∂iBi = 3∂iBi ⇒

0 = ∂iB
i = ~∇ ~B . (Gaußsches Gesetz für Magnetfelder) (31.2.13)

Die beiden anderen Maxwell-Gleichungen sind dynamischer Natur und folgen aus dem
Extremum des Wirkungsfunktionals S[A]:

S[A] ..=
∫
R4

L(Aν , ∂µAν)d4x ..=
∫
R4

(1
4FµνF

µν + 1
i
Aνjν)d4x , (31.2.14)

L(Aν , ∂µAν) = −1
4FµνF

µν + Aνj
ν = −1

4Fαβη
αα′ηββ

′
Fα′β′ + Aαη

αβjβ . (31.2.15)

Natürlich soll die Lagrangefunktion L ein Skalar sein, aber daß L nun im Fall der
klassischen Elektrodynamik genau diese Form hat ist nicht theoretischen Überlegun-
gen zu verdanken, sondern der Forderung nach Übereinstimmung mit den Experimen-
ten. Inzwischen ist allerdings klar, daß die Elektrodynamik der klassische Grenzfall der
Quantenelektrodynamik ist, und wenn man versucht die Lagrangefunktion der QED
aufzustellen, so erhält man zusätzliche Einschränkungen an die Lagrangefunktion:
dort würde etwa ein Term der Form AνA

ν zu einer Masse der Photonen führen und
Terme mit einer Kombination von Aν und ∂µAν in höherer als vierter Potenz würden
die Theorie unrenormierbar machen.
Die Lagrange-Gleichungen lauten dann (siehe etwa 34.1.17):

−∂µ
∂L

∂(∂µAν)
+ ∂L
∂Aν

!= 0 . (31.2.16)

Im Einzelnen ergibt sich:
∂L
∂Aν

= δναη
αβjβ = jν .
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∂Fαβ
∂(∂µAν)

= ∂

∂(∂µAν)
(∂αAβ − ∂βAα) = δµαδ

ν
β − δ

µ
βδ

ν
α .

∂L
∂(∂µAν)

= −1
4η

αα′ηββ
′ [(δµαδνβ − δ

µ
βδ

ν
α)Fα′β′ + Fαβ(δµα′δνβ′ − δ

µ
β′δ

ν
α′)]

= −1
4[(ηµα′ηνβ′ − ηνα′ηµβ′)Fα′β′ + Fαβ(ηαµηβν − ηανηβµ)]

= −1
4[(F µν − F νµ) + (F µν − F νµ)] = −F µν .

−∂µ
∂L

∂(∂µAν)
+ ∂L
∂Aν

!= 0 ⇒ ∂µF
µν + jν = 0 ⇒

∂µF
νµ != jν . (Gauß-Ampèresches Gesetz) (31.2.17)

Wie oben kann man dies wieder in Differentialgleichungen für ~E und ~B umschreiben.
Mit ν = 0 folgt

∂µF
0µ = ∂iF

0i = ~∇ ~E = j0 . (Gaußsches Gesetz) (31.2.18)

Mit ν = i folgt

∂F i0

∂t
+ ∂kF

ik = ji ⇒

−∂E
i

∂t
+ εlik∂kBl = −∂E

i

∂t
+ εikl∂kBl = ji ⇒

(~∇× ~B)i − ∂Ei

∂t
= ji . (Ampèresches Gesetz) (31.2.19)

Nachtrag:

1. Aus dem Feldstärketensor lassen sich sofort zwei Invarianten bilden:

FµνF
µν = 2( ~B2 − ~E2) . (31.2.20)

Und mit dem Levi-Civita-Symbol εµναβ in R4 folgt die zweite Invariante:

F ∗µνF
µν ..= 1

2εµναβF
αβF µν = 4 ~E · ~B . (31.2.21)
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Beweis:
FµνF

µν = −FµνF νµ

= −[ ~E2 + (E1)2 − (B3)2 − (B2)2 + (E2)2 − (B3)2 − (B1)2

+ (E3)2 − (B2)2 − (B1)2] = 2( ~B2 − ~E2) .

F ∗µν ..=
1
2εµναβF

αβ =


0 B1 B2 B3

−B1 0 E3 −E2

−B2 −E3 0 E1

−B3 E2 −E1 0

 ,

F ∗µνF
µν = −F ∗µνF νµ

= −[− ~B · ~E −B1E1 − E3B3 − E2B2 −B2E2 − E3B3

− E1B1 −B3E3 − E2B2 − E1B1] = 4 ~E · ~B . 2

2. Aus dem Feldstärketensor läßt sich auch der Energie-Impulstensor für ein freies elek-
tromagnetisches Feld konstruieren.

Lemma 31.2.2 Sei die Lagrange-Dichte eines freien elektromagnetischen Feldes gege-
ben durch

LEM(Aν , ∂µAν) = −1
4FµνF

µν , (31.2.22)

dann läßt sich hieraus ein Energie-Impuls-Tensor T µν konstruieren:

T µν = ∂LEM
∂(∂µAα)∂

νAα − gµνLEM . (31.2.23)

Wenn es sich um ein abgeschlossenes System handelt, dann hängt LEM nicht explizit
von den Koordinaten xµ ab und es folgt

∂µT
µν = 0 . (31.2.24)

Dieser Energie-Impuls-Tensor T µν ist nicht symmetrisch in µ und ν, er kann aber durch
Addition eines divergenzfreien Zusatzterms symmetrisiert werden zu:

T̃ µν = F µαF ν
α −

1
4g

µνFαβF
αβ . (31.2.25)

T̃ 00 ist hierbei die Energiedichte und wird daher auch als Hamiltondichte bezeichnet:

HEM ..= T̃ 00 = 1
2( ~E2 + ~B2) . (31.2.26)
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Beweis: LEM hänge nicht explizit von den Koordinaten xµ ab, also gilt

∂νLEM = ∂LEM
∂xν

!= 0 .

∂νLEM = ∂LEM
∂(∂µAα)

∂(∂µAα)
∂xν

+ ∂LEM
∂Aα

∂Aα
∂xν

.

Für ∂LEM
∂Aα

setzen wir die Lagrange-Gleichungen 31.2.16 ein und erhalten:

∂νLEM = ∂LEM
∂(∂µAα)∂

ν(∂µAα) + ∂µ( ∂LEM
∂(∂µAα))∂νAα

= ∂LEM
∂(∂µAα)∂µ(∂νAα) + ∂µ( ∂LEM

∂(∂µAα))∂νAα

= ∂µ

[
∂LEM
∂(∂µAα)(∂νAα)

]
⇒

∂µ

[
∂LEM
∂(∂µAα)(∂νAα)

]
− ∂µ(gµνLEM) = 0 ⇒

∂µ

[
∂LEM
∂(∂µAα)(∂νAα)− (gµνLEM)

]
= 0 ⇒

T µν ..= ∂LEM
∂(∂µAα)(∂νAα)− (gµνLEM) mit ∂µT

µν = 0 , bzw.

T µν ..= −F µα(∂νAα)− (gµνLEM) mit ∂µT
µν = 0 .

Dies ist ein schönes Ergebnis, doch findet sich heute häufig in der Literatur eine andere,
symmetrische Form des Energie-Impulstensors, nämlich T̃ µν . Wie gelangt man nun von
T µν nach T̃ µν? Hier kann uns ein altes, aber großartiges Lehrbuch der theoretischen
Physik weiterhelfen, nämlich Landau u. Lifschitz (1963), S. 91, 94:

Wir addieren den Ausdruck (∂αAν)F µ
α zu T µν und erhalten

T̃ µν ..= (∂αAν)F µ
α + T µν

= (∂αAν)F µ
α − (∂νAα)F µ

α − (gµνLEM)

= FανF µ
α − (gµνLEM)

= F µαF ν
α − (gµνLEM) .
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Tatsächlich erfüllt auch dieser symmetrisierte Energie-Impulstensor die gewünschte Di-
vergenzfreiheit ∂µT̃ µν = 0, denn wenn keine Ladungen vorhanden sind, dann folgt mit
31.2.17

∂αF
µα = ∂αF µ

α = 0 ⇒ (∂αAν)F µ
α = ∂α(AνF µ

α) ⇒

∂µ∂α(AνF µ
α) = 0 , da F µ

α = −F µ
α .

Also folgt

∂µT̃
µν = ∂µ(∂αAν)F µ

α + ∂µT
µν = ∂µ∂

α(AνF µ
α) + ∂µT

µν = 0 .

Für die Hamiltondichte HEM ..= T̃ 00 ergibt sich mit F ν
α = ηνν

′
Fµν′ und mit 31.2.20:

F ν
α =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 =


0 E1 E2 E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 ,

HEM ..= T̃ 00 = F 0αF 0
α + (g00 1

4FµνF
µν) = F 0αF 0

α + 1
2( ~B2 − ~E2)

= ~E2 + 1
2( ~B2 − ~E2) = 1

2( ~E2 + ~B2) . 2

31.3 Yang-Mills SU(n) Eichtheorie

Im Jahr 1954 erweiterten Yang und Mills das Konzept der Beschreibung der Elektrody-
namik als einer U(1)-Eichtheorie auf die nichtabelschen Liegruppen SU(n). Ihr Ziel war
eine mögliche Anwendung dieses Ansatzes auf die ’Starke Wechselwirkung’. Dieser erste
Versuch wurde zunächst als erfolglos aufgegeben, weil die Austauschbosonen der Theorie
masselos sein mußten, um die Eichinvarianz sicherzustellen. Erst als in den 1960’er Jah-
ren durch die Arbeiten von Goldstone, Higgs u.a. ein Mechanismus gefunden war, wie
die Eichbosonen durch spontane Symmetriebrechung Masse erhalten konnten, wurden
die Arbeiten an den SU(n)-Theorien wieder aufgenommen. Im Jahr 1967 formulierten
Salam, Glashow und Weinberg die SU(2)-Theorie der Schwachen Wechselwirkung, und
ab 1969 entwickelten Gell-Mann, Fritzsch und Leutwyler die Quantenchromodynamik
(QCD) als eine SU(3)-Eichtheorie. Doch erst mit dem Nachweis der Renormierbar-
keit der quantisierten Yang-Mills-Theorien durch Gerardus ’t Hooft Anfang der 1970’er
Jahre fanden diese Theorien große Anerkennung und etablierten sich als das Standard-
modell der Teilchenphysik. Einen gewissen Abschluß fanden diese Forschungen als im
Jahr 2012 am LHC-Beschleuniger des CERN der erste experimentelle Nachweis eines
Higgs-Bosons gelang.
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Wegen der massiven Nichtlinearitäten der Yang-Mills-Theorien erfolgen heute physika-
lische Untersuchung hierzu nicht mehr über störungstheoretische analytische Methoden,
sondern numerisch über Gitterrechnungen (Gittereichtheorien). In der Mathematik sind
die quantisierten Yang-Mills-Theorien ein aktuelles Forschungsgebiet und eines der be-
rühmten, ungelösten Millennium-Probleme des ’Clay Mathematics Institute’ (CMI) in
Cambridge/Massachusetts.
Feynman startete einen ersten, aber erfolglosen Versuch einer Quantisierung der Gra-
vitation als einer Yang-Mills-Theorie. Erst Ashtekar, Smolin und Rovelli gelang auf
diesem Weg Ende der 1980’er Jahre mit der sog. Schleifenquantengravitation (Loop-
Quantum-Gravity, LQG) ein Durchbruch.

Wir wählen für dieses Beispiel wieder den topologisch trivialen Fall, bei dem P ein-
fach der Produktraum P (M,SU(n)) = M × SU(n) ist, mit der vierdimensionalen
Minkowski-RaumzeitM als Basismannigfaltigkeit, d.h.M = R4. Die Minkowski-Metrik
sei mit c = 1 wie üblich ηµν = diag(−1,+1,+1,+1). Die lokale Zusammenhang 1-Form
A = Aµdxµ = A α

µ Tαdx
µ, das Yang-Mills-Potential, ist wegen der Trivialität des Prin-

zipalbündels global gültig. Dabei haben wir Aµ als eine g-wertige Form wieder nach
der Basis {Tα} von g = su(n) entwickelt. Die lokale Krümmungs 2-Form F , die Yang-
Mills-Feldstärke, ist dann mit 30.4.26:

F = 1
2Fµνdx

µ ∧ dxν = F α
µν Tαdx

µ ⊗ dxν mit (31.3.1)

F α
µν = ∂µA α

ν − ∂νA α
µ + f α

βγ A β
µ A γ

ν . (31.3.2)

Die Bianchi-2 Identität 30.4.24 ist unverändert gültig:

DF ..= dF + [A,F ] = 0 . (31.3.3)

Die beiden anderen Yang-Mills-Gleichungen sind dynamischer Natur und folgen aus
dem Extremum des Wirkungsfunktionals S[A]:

S[A] ..=
∫
R4

L(Aν , ∂µAν)d4x ..=
∫
R4

(1
4 tr(FµνFµν) + tr(AνJ ν))d4x , (31.3.4)

L(Aν , ∂µAν) = 1
4 tr(F α

µν TαFµνβTβ) + tr(A α
ν TαJ νβTβ) . (31.3.5)

Hierbei erfolgt die Spurbildung über die Matrix TαTβ ∈ su(n). Diese Spurbildung ergibt
eine Invariante, da sie in su(n) ja gerade das inneres Produkt gg ist (26.5.6). Wir wählen
die Tα jetzt orthonormal, d.h.

tr(TαTβ) = gg,αβ = δαβ (31.3.6)
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und erhalten für die Lagrangefunktion

L(Aν , ∂µAν) = 1
4(F α

µν Fµνα) +A α
ν J ν

α .

Die Lagrange-Gleichungen lauten dann (siehe etwa 34.1.17):

−∂µ
∂L

∂(∂µA α
ν ) + ∂L

∂A α
ν

!= 0 . (31.3.7)

Im Einzelnen ergibt sich:

−∂µ
∂L

∂(∂µA α
ν ) = −∂µ( ∂

∂(∂µA α
ν )

1
4F

ζ
κλ F

κλ
ζ)

= −1
4∂µ( ∂

∂(∂µA α
ν )F

ζ
κλ g

κκ′gλλ
′
gg,ζζ′F ζ′

κ′λ′ )

= −1
2∂µ( ∂F ζ

κλ

∂(∂µA α
ν ) g

κκ′gλλ
′
gg,ζζ′ F ζ′

κ′λ′ )

= −1
2∂µ( ∂F ζ

κλ )
∂(∂µA α

ν ) F
κλ
ζ)

= −1
2∂µ(∂(∂κA ζ

λ − ∂λA ζ
κ )

∂(∂µA α
ν ) Fκλζ)

= −1
2∂µ((δµκδνλδζα − δνκδ

µ
λδ

ζ
α)Fκλζ)

= −1
2∂µ[(Fµνα −Fνµα) = −∂µFµνα .

∂L
∂A α

ν

= ∂

∂A α
ν

(1
4F

ζ
κλ F

κλ
ζ +A ζ

κ J κ
ζ)

= 1
4

∂

∂A α
ν

[F ζ
κλ g

κκ′gλλ
′
gg,ζζ′F ζ′

κ′λ′ ] + J ν
α

= 1
2

∂

∂A α
ν

[F ζ
κλ ] gκκ′gλλ′gg,ζζ′F ζ′

κ′λ′ + J ν
α

= 1
2

∂

∂A α
ν

[F ζ
κλ ]Fκλζ + J ν

α

= 1
2[f ζ

βγ δ
ν
κδ

β
αA

γ
λ + f ζ

βγ δ
ν
λδ

γ
αA β

κ ]Fκλζ + J ν
α
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= 1
2[f ζ

αβ δ
ν
κA

β
λ + f ζ

βα δ
ν
λA β

κ ]Fκλζ + J ν
α

= 1
2[−f ζ

βα δ
ν
κA

β
λ + f ζ

βα δ
ν
λA β

κ ]Fκλζ + J ν
α

= 1
2f

ζ
βα [δνλA β

κ − δνκA
β
λ ]Fκλζ + J ν

α

= 1
2f

ζ
βα [A β

κ Fκνζ −A
β
λ F

νλ
ζ ] + J ν

α

= 1
2f

ζ
βα [A β

κ Fκνζ −A β
κ Fνκζ ] + J ν

α

= f ζ
βα A

β
κ Fκνζ + J ν

α = fβαζA β
κ Fκνζ + J ν

α

= −fβζαA β
κ Fκνζ + J ν

α .

Hierbei haben wir in der letzten Zeile von der totalen Antisymmetrie von fβαζ Gebrauch
gemacht (siehe 26.5.7).
Wenn man jetzt die Lagrange-Gleichung mit dem zu Tα dualen su(n)-Basisvektor Tα
multipliziert, so folgt

(−∂µ
∂L

∂(∂µA α
ν ) + ∂L

∂A α
ν

)Tα = −∂µFµναTα − fβζαA β
κ FκνζTα + J ν

αT
α

= −∂µFµναTα −A β
κ Fκνζf α

βζ Tα + J ναTα

= −∂µFµν −A β
κ Fκνζ [Tβ, Tζ ] + J ν

= −∂µFµν − [A β
κ Tβ,FκνζTζ ] + J ν

= −∂µFµν − [Aκ,Fκν ] + J ν

= −∂µFµν − [A,F ]ν + J ν != 0 ⇒

DµFµν ..= ∂µFµν + [A,F ]ν != J ν . (31.3.8)

Häufig findet man diese Yang-Mills Gleichung auch in einer Formulierung mit dem
Hodge-Stern-Operator (siehe Kapitel 25.1).
Mit 25.1.21 läßt sich jetzt das Yang-Mills Wirkungsfunktional S[A] sehr kompakt schrei-
ben als

S[A] = −1
2

∫
R4

tr(F ∧ ?F) +
∫
R4

tr(A ∧ ?J ) . (31.3.9)
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Satz 31.3.1 Die Yang-Mills Gleichung 31.3.8 lautet dann:

−D(?F) != ?J . (31.3.10)

Mit dem Hodge-adjungierten Operator D† läßt sich dies auch schreiben als

−D†F = J . (31.3.11)

Beweis: In M = R4 sind F und ?F jeweils g-wertige 2-Formen und damit ist D(?F)
eine g-wertige 3-Form. Hierbei ergibt sich für D angewandt auf eine g-wertige 2-Form
η = 1

2ηµνdx
µ ∧ dxν (siehe 30.4.22):

Dη ..= dη + [A, η] ..= dη + (A ∧ η − (−1)2η ∧ A)

= dη + (A ∧ η − η ∧ A)

und das können wir auch schreiben als

Dη ..= Dλ(ηµν)dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

= (dληµν + (Aληµν − ηµνAλ)) dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

= (dλη α
µν Tα + (A β

λ Tβη
γ

µν Tγ − η γ
µν TγA

β
λ Tβ) dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

= (dλη α
µν Tα +A β

λ η γ
µν [Tβ, Tγ]) dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

= (dλη α
µν +A β

λ η
γ

µν f
α

βγ )Tα dxλ ∧ dxµ ∧ dxν .

Also gilt:

D(?F) = 1
3!Dλ(?F)µ3µ4dx

λ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

= 1
3!Dλ(

√
|g|
2 ε̃µ1µ2

µ3µ4Fµ1µ2) dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

= 1
3!Dλ(

√
|g|
2 εµ1µ2µ3µ4Fµ1µ2) dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

= 1
3!

√
|g|
2 εµ1µ2µ3µ4Dλ(Fµ1µ2) dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4 .

Jetzt kann der Wert von λ im 4-Dimensionalen aufgrund der Antisymmetrie von
dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4 nur µ1 oder µ2 sein, also folgt:

D(?F) =
√
|g|

3!
1
2 (ελµ2µ3µ4Dµ1(Fµ1µ2) + εµ1λµ3µ4Dµ2(Fµ1µ2)) dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

=
√
|g|

3! ελµ2µ3µ4Dµ1(Fµ1µ2) dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4
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=
√
|g|

3! ελµ2µ3µ4J µ2 dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

=
√
|g|

3! (−εµ2λµ3µ4 J µ2) dxλ ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

=
√
|g|

3! (−εµ1µ2µ3µ4 J µ1) dxµ2 ∧ dxµ3 ∧ dxµ4

= −(?J ) .

Für den Hodge-adjungierten Operator D† in einer 4-dimensionalen Lorentzschen Man-
nigfaltigkeit gilt mit 25.1.25 und m = 4 und ?F ∈ Ω2(R4)× g, d.h. r = 2:

D† = (−1)mr+m ?D? = ?D? ,

und damit folgt mit m = 4 und J ∈ Ω1(R4)× g, d.h. r = 1:

−D†(F) = − ?D ? (F) = ? ? J = (−1)1+r(m−r)J = J . 2
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32.1 Shiing-Shen Chern (1911 - 2004)

Abbildung 32.1: Shiing-Shen Chern
K. Jacobs (1976), CC-BY-SA-2.0 de.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Shiing-Shen_Chern]

Shiing-Shen Chern wurde 1911 in Jiaxing in
der Provinz Zhejiang in China geboren. Im
Jahr 1926 begann der 15-jährige Chern sein
Studium der Mathematik an der Naturwissen-
schaftlichen Fakultät der Nankai Universität
in Tianjin und erwarb dort im Jahr 1930 sei-
nen Bachelor. Danach arbeitete er als Assi-
stent am Mathematischen Institut der Tsin-
ghua University in Peking (Beijing). Im Jahr
1932 besuchte der Hamburger Mathematiker
Wilhelm Blaschke die Tsinghua Universität,
war von Chern sehr beeindruckt und lud die-
sen an die Universität Hamburg ein. Von 1934-
1936 promovierte Chern bei Blaschke in Ham-
burg, danach schickte dieser Chern weiter zu
Élie Cartan nach Frankreich. Im Jahr 1937
nahm Chern eine Professur an der Tsinghua
Universität an und ging dann 1943 wegen des
Krieges in China in die USA, wo er einen Platz
am Institute for Advanced Study in Princeton
fand. Dort arbeitete er insbesondere über die sog. Charakteristischen Klassen in der
Differentialgeometrie. 1946 kehrte er nach Shanghai zurück, um dann schließlich 1949
erneut nach Princeton zu gehen. Von 1960 bis zu seiner Emeritierung 1979 arbeitete er
an der University of California, Berkeley.
Bei seinen regelmäßigen Besuchen in China und Taiwan gründete Chern das Nankai-
Institut für Mathematik in Tianjin (das heutige Chern-Institut für Mathematik) und ein
mathematisches Forschungsinstitut in Taipei, Taiwan. Von 2000 an verbrachte Chern
seine letzten Jahre in Tianjin, China.
Heinz Hopf, einer der Begründer der algebraischen Topologie, machte schon in den
1930’er Jahren darauf aufmerksam, daß die Mathematiker doch nach einem intrinsi-
schen Beweis für den verallgemeinerten Satz von Gauß-Bonnet suchen sollten, der ohne
eine Einbettung der Mannigfaltigkeit M in einen umgebenden Raum Em+1 auskommt,
da die Euler Charakteristik χ(M) als eine topologische Invariante nur von M abhängt.
Es hat dann aber noch bis 1944 gedauert, bis Shiing-Shen Chern ein solcher intrinsi-
scher Beweis des verallgemeinerten Gauß-Bonnet Satzes mittels der später nach ihm

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
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benannten Chernschen Charakteristischen Klassen gelang (Chern (1944)). Der Beweis
von Chern findet sich z.B. in Spivak (1979), V, S. 385 ff.
Cherns Arbeiten erstrecken sich über das ganze Feld der Differentialgeometrie, am
bekanntesten sind seine Beiträge zum Satz von Gauß-Bonnet, den Charakteristischen
Klassen (Chern Klassen), der Chern-Simons Theorie und den Komplexen Mannigfal-
tigkeiten. In seinen letzten Jahren warb er für das Studium der Finsler Geometrie.
Sehr schön und lesenswert ist der Nachruf von Chern und Chevalley auf ihren gemein-
samen Lehrer Élie Cartan (Chern u. Chevalley (1952)).
[Quelle: en.wikipedia: Shiing-Shen_Chern]

https://en.wikipedia.org/wiki/Shiing-Shen_Chern
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32.2 Lew Semjonowitsch Pontrjagin (1908 - 1988)

Pontrjagin wurde 1908 in Moskau geboren und war einer der einflußreichsten Mathe-
matiker der Sowjetunion. Er verlor im Alter von 14 Jahren bei einer Gasofenexplosion
sein Augenlicht. Dank der intensiven Unterstützung seiner Mutter Tatyana Andreevna,
die ihrem Sohn mathematische Bücher und später auch Forschungspublikationen der
Topologen Hopf, Whitney u.a. vorlas, konnte Pontrjagin Mathematik an der Moskauer
Lomonossow-Universität studieren und wurde 1935 bei Alexandrow promoviert. Seit
1934 arbeitete er am Mathematischen Institut der sowjetischen Akademie der Wissen-
schaften, dem berühmten Steklow-Institut, und seit 1935 leitete er dort als Professor
eine eigene Abteilung für Topologie und Funktionalanalysis.
Pontrjagin arbeitete jahrzehntelang auf dem Gebiet der algebraischen Topologie. Mit
seinem Namen verbunden sind die Dualität von Homologiegruppen, eine Theorie der
Charaktere für kommutative topologische Gruppen, Beiträge zur Theorie der Charak-
teristischen Klassen, Grundlagen der Kobordismentheorie. Im Jahr 1938 erschien sein
klassisches Werk über Topologische Gruppen (siehe: Pontryagin (1966)). Später arbei-
tete er auf dem Gebiet der Theorie der Optimalen Steuerungen.
Zu seinen berühmtesten Schülern gehören Anosov, Boltyansky, Postnikov, Rokhlin und
Zelikin.
Pontrjagin hatte einen bedeutenden Einfluß auf die sowjetische Wissenschaftspolitik,
war der Chef eines Gremiums, das über das Erscheinen aller mathematischer Fachbü-
cher entschied und arbeitete als Chefredakteur der wichtigsten sowjetischen mathema-
tischen Zeitschrift Matematitscheski sbornik. Zudem vertrat er die Sowjetunion in der
Internationalen Mathematischen Union (IMU).
Trotz seiner zahlreichen begabten russisch-jüdischen Schüler, die Pontrjagin persönlich
alle förderte, engagierte er sich immer wieder mit Äußerungen und Initiativen gegen
den von ihm so genannten zionistischen Einfluß in der Wissenschaft. Dies wurde etwa
sehr deutlich, als er im Vorstand der IMU versuchte die Verleihung der Fields-Medaille
im Jahr 1978 an den russisch-jüdischen Mathematiker Margulis zu verhindern - glück-
licherweise erfolglos.
[Quelle: en.wikipedia: Lev_Pontryagin]

32.3 Grundgedanken zu Charakteristischen Klassen

In der Einführung zum Abschnitt Faserbündel (Kapitel 30.2) hatten wir geschrieben:
„In der theoretischen Physik haben wir es immer wieder mit Vektorfeldern, Tensorfel-
dern, Spinorfeldern und Symmetriefeldern über der Raumzeit-Mannigfaltigkeit zu tun.
Wenn M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist und TM ..= ∪p∈MTpM der zuge-
hörige Tangentialraum, dann kann man die Dynamik des Systems im einfachsten Fall
in dem Produktraum M ⊗ TM beschreiben. Wenn nun aber im betrachteten System
nichttriviale Randbedingungen vorliegen, dann kann es sein, daß das System nur noch

https://en.wikipedia.org/wiki/Lev_Pontryagin
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lokal als Produktraum beschrieben werden kann, daß aber global eine Verdrehung vor-
liegt. Als einfaches Beispiel einer solchen globalen Verdrehung sei hier das Möbiusband
angeführt: die Mannigfalltigkeit M ist hier S1, eine Kreislinie, und darüber befindet
sich als Faser das Intervall [−1, 1]. Ohne Verdrehung erhalten wir den Zylinder als Pro-
duktraum S1 × [−1, 1], mit einer Verdrehung jedoch das Möbiusband, das nur noch
lokal als Produktraum darstellbar ist.”

Jetzt stellt sich also die Frage: gibt es möglichst einfach berechenbare topologische Inva-
rianten, um die Nichttrivialität, bzw. die Verdrehung eines Faserbündels zu beschreiben?
Die Antwort lautet ja und die gesuchten topologischen Invarianten sind die sog. Cha-
rakterischen Klassen, von denen die gebräuchlichsten de Rham Kohomologie-Klassen
der Basis-Mannigfaltigkeit M sind.

Die ersten Überlegungen zu diesem Thema erfolgten 1935 von Stiefel und Whitney bei
ihren Untersuchungen zu Vektorfeldern über Mannigfaltigkeiten. Im Jahr 1942 begann
Pontrjagin an der Universität Moskau mit der Untersuchung der Homologie-Gruppen
von Graßmann-Mannigfaltigkeiten.

Chern erweiterte die Untersuchungen zu den Charakteristischen Klassen, insb. zu den
später nach ihm benannten Chern Klassen, auf eine sehr bedeutsame Weise und mit
diesem Hilfsmittel gelang ihm 1944 der erste intrinsische Beweis des verallgemeiner-
ten Gauß-Bonnet Satzes (siehe z.B. Spivak (1979), V, S. 385 ff.). Später führte Hir-
zebruch die Untersuchungen zu den Charakteristischen Klassen fort und konnte damit
den Riemann-Roch-Hirzebruch Satz und den Hirzebruchschen Signatursatz beweisen
(siehe Hirzebruch (1978)), beides Spezialfälle der erst später entdeckten Atiyah-Singer-
Indexsätze, an dessen Entstehung Hirzebruch durch seine zahlreichen Arbeiten zusam-
men mit Atiyah großen Anteil hatte.

Wie in der algebraischen Topologie üblich, gibt es heute zahlreiche verschiedene Zugän-
ge zu den Charakteristischen Klassen. Wir wählen hier die Methode von Chern-Weil,
weil sie direkt mit den Krümmungen der Prinzipalbündel arbeitet, und so für Physi-
ker mit Interessen an Eichtheorien einen recht intuitiven Einstieg ermöglicht. Die Idee
von Chern und Weil ist recht einfach: wenn die Krümmung des Prinzipalbündels flach
ist, dann ist das Prinzipalbündel mit Sicherheit trivial, also auch global eine Produkt-
mannigfaltigkeit. Also sollte es eine Verbindung zwischen den lokalen Krümmungen
und der Nichttrivialität des Prinzipalbündels geben. Diese Verbindung stellen die sog.
Invarianten Polynome her.

Für theoretische Physiker eignen sich insbesondere die schönen Darstellungen von Nash
u. Sen (1983), S. 200 ff., Nakahara (2003), S. 419 ff, Alvarez-Gaumé u. Ginsparg (1985),
Eguchi u. a. (1980) und Bär (2011), denen wir hier folgen. Gelegentlich greifen wir auch
auf die mathematischen Grundlagenwerke von Kobayashi u. Nomizu (1969), S. 293 ff.
und Gilkey (1995), S. 121 ff. zurück. Umfassende mathematische Grundlagenwerke zu
den Charakteristischen Klassen sind Milnor u. Stasheff (1974) und Bott u. Tu (1982),
S. 266 ff.

Wir beschränken unsere Darstellung hier im Wesentlichen auf die Charakteristischen
Klassen, die im Gauß-Bonnet-Satz und den einfachsten Atiyah-Singer-Indexsätzen vor-
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kommen - das sind die Chern-Klassen, Chern-Charaktere, Pontrjagin-Klassen, Todd-
Klassen, Â-Klassen und die Euler-Klassen.

32.4 Der Chern-Weil Satz

Definition 32.4.1 Sei G eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe GL(n,C)
der invertierbaren, komplexen n × n Matrizen und g ihre Lie-Algebra. Dann wird Ir

definiert als der Vektorraum der symmetrischen, G-invarianten, r-linearen Funktionen
auf g:

Ir(G) ..= {P̃ | P̃ :
r
⊗ g→ C} , mit (32.4.1)

P̃ (a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , ar) = P̃ (a1, . . . , aj, . . . , ai, . . . , ar) , a1, . . . , ar ∈ g , (32.4.2)

P̃ (Adga1, . . . , Adgar) = P̃ (g−1a1g, . . . , g
−1arg) = P̃ (a1, . . . , ar) , g ∈ G . (32.4.3)

Seien P̃ ∈ Ip(G) und Q̃ ∈ Iq(G), dann läßt sich ein Produkt Ip(G)⊗ Iq(G)→ Ip+q(G)
definieren

P̃ Q̃(a1, . . . , ap, ap+1 . . . , ap+q) ..=
1

(p+ q)!
∑
π

P̃ (aπ(1), . . . , aπ(p))Q̃(aπ(p+1), . . . , aπ(p+q))

(32.4.4)

und mit diesem Produkt ist I∗(G) ..= ⊕r≥0I
r(G) eine Algebra.

Sei P̃ ∈ Ir(G), dann heißt

P (a) ..= P̃ (a, . . . , a) mit a ∈ g (32.4.5)

ein Ad G invariantes Polynom, oder kurz invariantes Polynom.

Diese Definitionen kommen hier etwas unvermittelt. Ihre Sinnhaftigkeit und Mächtigkeit
wird sich erst im folgenden erschließen. Insbesondere ist die geforderte Symmetrie von
P̃ , wie wir sogleich sehen werden, für den Beweis des Satzes von Chern-Weil notwendig.
Warum wird P ∈ Ir(G) als ein Polynom bezeichnet? Nun, P̃ ∈ Ir(G) ist eine multi-
lineare Funktion und wenn wir P̃ (ta, . . . , ta) mit t ∈ R nach t entwickeln erhalten wir
ein Polynom vom Grad r in t.
Umgekehrt kann man auch aus P ∈ Ir(G) wieder P̃ ∈ Ir(G) gewinnen. Man entwickle

P (t1a1 + . . .+ trar) = P̃ (t1a1 + . . .+ trar, . . . , t1a1 + . . .+ trar)

nach den ti. Dann ist

P̃ (a1, . . . , ar) = 1
r!

∂r

∂t1 · · · ∂tr
P (t1a1 + . . .+ trar) |t1=...=tr=1 . (32.4.6)
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Diese Konstruktion heißt Polarisation von P .
Wir sind nun aber noch nicht fertig mit den vorbereitenden Definitionen, denn was
im Zusammenhang mit den Chern-Klassen wirklich interessiert, sind invariante Poly-
nome von lokalen Krümmungsformen, bzw. in der Sprache der Physiker, von Yang-
Mills-Feldstärken. Diese Krümmungsformen sind nun aber nicht einfach nur Elemente
aus g, sondern eben zugleich Differentialformen. Daher verallgemeinert man die obi-
gen Definitionen von invarianten Polynomen auf invariante Polynome von g-wertigen
Differentialformen.

Definition 32.4.2 Sei (PM ,M, π,G,G) ein Prinzipalbündel über der Mannigfaltigkeit
M mit der Strukturgruppe G, welches eine Liegruppe über C sei. Statt einem Prinzipal-
bündel PM könnten wir ebenso ein Vektorbündel EM mit der Strukturgruppe G nehmen.
Sei A eine g-wertige p-Form auf M , d.h.

A ∈ Ωp(M)× g und A = Tαηα , (32.4.7)

wobei die Tα eine Basis von g bilden und die ηα ∈ Ωp(M). Da die P̃ multilineare
Funktionen sind, genügt es die folgende Erweiterung von P̃ auf g-wertige p-Formen des
Typs Ai = Xiηi mit Xi ∈ g und ηi ∈ Ωpi mit 1 ≤ i ≤ r zu betrachten:

P̃ (X1η1, . . . , Xrηr) ..= η1 ∧ . . . ∧ ηrP̃ (X1, . . . , Xr) , (32.4.8)

P (Xη) ..= η ∧ . . . ∧ ηP (X) = η ∧ . . . ∧ ηP̃ (X, . . . , X) . (32.4.9)

Den Kommutator der g-wertigen p-Form A = Xη und der g-wertigen pi-Formen Bi =
Xiηi definiert man dann als:

[A,Bi] ..= η ∧ ηi[X,Xi] = XXiη ∧ ηi −XiXη ∧ ηi

= XXiη ∧ ηi − (−1)ppiXiXηi ∧ η . (32.4.10)

Dabei ist η ∧ η = 0 für p-Form mit ungeradem p, siehe 11.1.13.
Nach diesen Definitionen können wir jetzt den zentralen Satz von Chern und Weil bewei-
sen. Wir folgen im Beweis Nakahara (2003), S. 422, weil dieser Beweis im Gegensatz zu
vielen rein mathematisch orientierten Darstellungen mit der lokalen Zusammenhangs-
1-Form A (dem Yang-Mills-Potential), und der lokalen Krümmungs-2-Form F (der
Yang-Mills-Feldstärke) arbeitet, was Physikern üblicherweise näher liegt, als die ent-
sprechenden globalen Formen.

Satz 32.4.3 (Chern-Weil) 1. Seien P ein invariantes Polynom von g-wertigen Dif-
ferentialformen und F eine Krümmungs-2-Form, dann gilt

dP (F) = 0 . (32.4.11)

2. Sei [P ] die de-Rham-Kohomologie-Klasse von P , dann werden die Krümmungs-2-
Formen F und F ′, die zu den Zusammenhangs-1-Form A und A′ gehören, durch P in
die gleiche Klasse [P ] abgebildet, d.h. P (F)− P (F ′) ist exakt.
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Beweis: 1. Wegen der Linearität von d genügt es, die Behauptung für ein invariantes
Polynom P̃r vom Grad r zu beweisen.
Seien g(t) = exp(tX) ∈ G mit t ∈ R, X ∈ g, X1, . . . , Xr ∈ g dann folgt:

P̃r(g(t)−1X1g(t), . . . , g(t)−1Xrg(t)) = P̃r(X1, . . . , Xr) ⇒

∂

∂t
P̃r(g(t)−1X1g(t), . . . , g(t)−1Xrg(t)) |t=0 =

r∑
i=1

P̃r(X1, . . . ,−XXi +XiX, . . . , Xr)

=
r∑
i=1

P̃r(X1, . . . , [Xi, X], . . . , Xr)
!= 0 .

(32.4.12)

Seien wie oben A = Xη eine g-wertige p-Form und Bi = Xiηi g-wertige pi-Formen,
dann folgt:

P̃r(B1, . . . ,Bi−1, [Bi,A],Bi+1, . . . ,Br)

= η1 ∧ . . . ∧ ηi−1 ∧ ηi ∧ η ∧ ηi+1 ∧ . . . ∧ ηrP̃r(X1, . . . , Xi−1, XiX,Xi+1, . . . , Xr)

− (−1)ppiη1 ∧ . . . ∧ ηi−1 ∧ η ∧ ηi ∧ ηi+1 ∧ . . . ∧ ηrP̃r(X1, . . . , Xi−1, XXi, Xi+1, . . . , Xr)

= (−1)p(p1+...+pi)η ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηrP̃r(X1, . . . , Xi−1, XiX,Xi+1, . . . , Xr)

− (−1)p(p1+...+pi)η ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηrP̃r(X1, . . . , Xi−1, XXi, Xi+1, . . . , Xr)

= (−1)p(p1+...+pi)η ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηrP̃r(X1, . . . , Xi−1, [Xi, X], Xi+1, . . . , Xr) .

Mit 32.4.12 folgt

0 =
r∑
i=1

P̃r(X1, . . . , [Xi, X], . . . , Xr)

=
r∑
i=1

(−1)p(p1+...+pi)P̃r(B1, . . . ,Bi−1, [Bi,A],Bi+1, . . . ,Br) (32.4.13)

Als nächstes soll dP̃r(B1, . . . ,Br) berechnet werden. Dazu bemerken wir:

d(η1 ∧ . . . ∧ ηr) =
r∑
i=1

(−1)pi(p1+...+pi−1)((dηi) ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηi−1 ∧ ηi+1 ∧ . . . ∧ ηr)

=
r∑
i=1

(−1)(pi+1)(p1+...+pi−1)(−1)pi(p1+...+pi−1)
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· (η1 ∧ . . . ∧ ηi−1 ∧ (dηi) ∧ ηi+1 ∧ . . . ∧ ηr)

=
r∑
i=1

(−1)(p1+...+pi−1)(η1 ∧ . . . ∧ ηi−1 ∧ (dηi) ∧ ηi+1 ∧ . . . ∧ ηr) .

Also ist

dP̃r(B1, . . . ,Br) =
r∑
i=1

(−1)(p1+...+pi−1)P̃r(B1, . . . ,Bi−1, dBi,Bi+1, . . . ,Br) . (32.4.14)

Jetzt seien alle Bi = F , also gleich der Krümmungs-2-Form, also pi = 2, und A sei die
entsprechende Zusammenhangs-1-Form, also p = 1. Dann folgt

dP̃r(F , . . . ,F) =
r∑
i=1

P̃r(F , . . . ,F , dF ,F , . . . ,F) .

32.4.13 schreibt sich in diesem Fall mit [F ,A] = −[A,F ] (siehe 30.4.14) als

0 =
r∑
i=1

P̃r(F , . . . ,F , [F ,A],F , . . . ,F) = −
r∑
i=1

P̃r(F , . . . ,F , [A,F ],F , . . . ,F) .

Dies subtrahieren wir von dP̃r(F , . . . ,F) und erhalten mit DF = dF + [A,F ] (siehe
30.4.22):

dP̃r(F , . . . ,F) =
r∑
i=1

P̃r(F , . . . ,F , dF + [A,F ],F , . . . ,F)

=
r∑
i=1

P̃r(F , . . . ,F ,DF ,F , . . . ,F) = 0 , (32.4.15)

weil DF = dF + [A,F ] = 0 ist - dies ist ja gerade die Bianchi-Identität (30.4.24).
2. Seien F und F ’, zwei Krümmungs-2-Formen und A und A′ die entsprechende Zusam-
menhangs-1-Formen. Dann kann man eine zwischen A und A′ interpolierende Zusam-
menhangs-1-Form At definieren:

At ..= A+ tΘ ..= A+ t(A′ −A) mit 0 ≤ t ≤ 1 . (32.4.16)

Die At entsprechende Krümmungs-2-Form Ft ist dann

Ft = dAt +At ∧ At = d(A+ tΘ) + (A+ tΘ) ∧ (A+ tΘ)

= dA+A ∧A+ tdΘ + t(Θ ∧ A+A ∧Θ) + t2(Θ ∧Θ)

= F + t(dΘ +A ∧Θ + Θ ∧ A) + t2(Θ ∧Θ)

= F + t(dΘ + [A,Θ]) + t2(Θ ∧Θ)
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= F + tDΘ + t2(Θ ∧Θ) . (32.4.17)

Im nächsten Schritt wird jetzt von der Symmetrie von P̃ in seinen Argumenten Ge-
brauch gemacht:

d

dt
Pr(Ft) = d

dt
P̃r(Ft, . . . ,Ft) = rP̃r(DΘ + 2tΘ ∧Θ,Ft, . . . ,Ft) (32.4.18)

= rP̃r(DΘ,Ft, . . . ,Ft) + 2rtP̃r(Θ ∧Θ,Ft, . . . ,Ft) .

Nun muß man aber sorgfältig zwischen DFt und DtFt unterscheiden, denn für DtFt gilt
die Bianchi-Identität (30.4.24)

DtFt = dFt + [At,Ft] = 0 ⇒ dFt = −[At,Ft] ,

während man für DFt finden:

DFt = dFt + [A,Ft] = −[At,Ft] + [A,Ft] = [A−At,Ft] = −t[Θ,Ft] = t[Ft,Θ] .
(32.4.19)

Man beachtet, daß Θ eine 1-Form ist und Ft eine 2-Form und erhält

dP̃r(Θ,Ft, . . . ,Ft) = P̃r(dΘ,Ft, . . . ,Ft) + (−1)(r − 1)P̃r(Θ, dFt, . . . ,Ft) .

Nun kann man 32.4.13 verwenden, diesmal mit B1 = Θ und B2 = . . . = Br = Ft:

0 = (−1)pp1P̃r([Θ,A],Ft, . . . ,Ft) +
r∑
i=2

(−1)p(p1+...+pi)P̃r(Θ,Ft . . . ,Ft, [Ft,A],Ft, . . . ,Ft)

= (−1)P̃r([Θ,A],Ft, . . . ,Ft) + (−1)
r∑
i=2

P̃r(Θ,Ft . . . ,Ft, [Ft,A],Ft, . . . ,Ft)

= (−1)P̃r([A,Θ],Ft, . . . ,Ft) +
r∑
i=2

P̃r(Θ,Ft . . . ,Ft, [A,Ft],Ft, . . . ,Ft)

= (−1)P̃r([A,Θ],Ft, . . . ,Ft) + (r − 1)P̃r(Θ, [A,Ft],Ft, . . . ,Ft)

= P̃r([A,Θ],Ft, . . . ,Ft)− (r − 1)P̃r(Θ, [A,Ft],Ft, . . . ,Ft) , (32.4.20)

wobei [Θ,A] = [A,Θ] und [Ft,A] = −[A,Ft] (siehe 30.4.14) und die Symmetrie von P̃
angewandt wurde, und zum Schluß noch +0 = −0.
Dies addiert man zu dP̃r(Θ,Ft, . . . ,Ft) und erhält mit DF t = dFt + [A,Ft] (siehe
30.4.22):

dP̃r(Θ,Ft, . . . ,Ft) = P̃r(DΘ,Ft, . . . ,Ft)− (r − 1)P̃r(Θ, DFt, . . . ,Ft) . (32.4.21)
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Für DFt setzt man 32.4.19 ein und erhält

dP̃r(Θ,Ft, . . . ,Ft) = P̃r(DΘ,Ft, . . . ,Ft)− (r − 1)tP̃r(Θ, [Ft,Θ], . . . ,Ft) . (32.4.22)

Nun kann man sich 32.4.20 statt mit A auch mit Θ aufschreiben, denn beides sind ja
1-Formen:

0 = P̃r([Θ,Θ],Ft, . . . ,F)− (r − 1)P̃r(Θ, [Θ,Ft],Ft, . . . ,Ft)

= P̃r(Θ ∧Θ + Θ ∧Θ,Ft, . . . ,F) + (r − 1)P̃r(Θ, [Ft,Θ],Ft, . . . ,Ft)

= 2P̃r(Θ ∧Θ,Ft, . . . ,F) + (r − 1)P̃r(Θ, [Ft,Θ],Ft, . . . ,Ft) ⇒

−(r − 1)tP̃r(Θ, [Ft,Θ],Ft, . . . ,Ft) = 2tP̃r(Θ ∧Θ,Ft, . . . ,F) .

Damit schreibt sich 32.4.22 als

dP̃r(Θ,Ft, . . . ,Ft) = P̃r(DΘ,Ft, . . . ,Ft) + 2tP̃r(Θ ∧Θ,Ft, . . . ,F) .

Dies vergleicht man mit 32.4.18 und findet

d

dt
Pr(Ft) = r dP̃r(Θ,Ft, . . . ,Ft) . (32.4.23)

Wenn man dies nun von t = 0 bis t = 1 integriert folgt:

Pr(F ′)− Pr(F) = Pr(F1)− Pr(F0) = d

r 1∫
0

P̃r(A′ −A,Ft, . . . ,Ft)

 . (32.4.24)
2

Damit unterscheiden sich Pr(F ′) und Pr(F) nur um eine exakte Form und liegen somit
in der selben Klasse [P ].

Definition 32.4.5 Sei (PM ,M, π,G,G) ein Prinzipalbündel über der Mannigfaltigkeit
M mit der Strukturgruppe G, welches eine Liegruppe über C sei, oder ein entsprechen-
des Vektorbündel (EM ,M, π, F,G), sei P ein invariantes Polynom von g-wertigen Dif-
ferentialformen, dann heißt die de-Rham-Kohomologie-Klasse [P ] die charakteristische
Klasse χ(P ), bzw. ausführlicher geschrieben χPM (P ), bzw. χEM (P ).

Der Chern-Weil Satz zeigt also, daß es eine Abbildung von der Algebra der inva-
rianten Polynome g-wertiger Differentialformen I∗(G) in die Algebra der de-Rham-
Kohomologie-Klassen H∗(M) gibt. André Weil hat gezeigt, daß diese Abbildung tat-
sächlich ein Homomorphismus ist und bezüglich des Rücktransports (pullback) von
Bündelabbildungen auch die Eigenschaft der Natürlichkeit aufweist:
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Satz 32.4.6 (Weil Homomorphismus) 1. Sei χ(P ) eine charakteristische Klasse
auf einem Prinzipalbündel (PM ,M, π,G,G), oder einem entsprechenden Vektorbündel
(EM ,M, π, F,G), dann ist die Abbildung

χ :I∗(G)→ H∗(M) (32.4.25)

ein Homomorphismus. (Man unterscheide hier das Prinzipalbündel PM vom invarianten
Polynom P .)
2. Seien PM das Prinzipalbündel (PM ,M, π,G,G), oder EM ein entsprechenden Vektor-
bündel, und sei f : N →M eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Basismannig-
faltigkeiten, dann gilt für die charakteristischen Klassen des Prinzipalbündels PM und
des sog. Rücktransportbündel PN ..= f ∗PM die Eigenschaft der sog. Natürlichkeit:

χf∗PM = f ∗χPM . (32.4.26)

Beweis: 1. Seien Pr ∈ Ir(G), Ps ∈ Is(G) und sei eine g-wertige Krümmungs-2-Form
F gegeben als F = FαTα mit Fα ∈ Ω2(M) und Tα ∈ g, dann folgt für das Produkt der
r-Form Pr mit der s-Form Ps aufgrund von 32.4.4:

PrPs(F) = 1
(r + s)! F

α1 ∧ . . . ∧ Fαr ∧ Fβ1 ∧ . . . ∧ Fβs

· P̃r(Tα1 , . . . , Tαr)P̃s(Tβ1 , . . . , Tβr)

= Pr(F) ∧ Ps(F) .

Da Pr(F) ∈ Hr(M) und Ps(F) ∈ Hs(M) und PrPs(F) ∈ Hr+s(M) ist die Abbildung
χ ein Homomorphismus.
2. Sei A eine Zusammenhangs-1-Form auf PM , dann ist die rücktransportierte Form
f ∗A eine Zusammenhangs-1-Form auf dem Rücktransportbündel f ∗PM , denn:
auf zwei überlappenden Karten Ui und Uj von M gilt mit der Kartenwechselfunktion
tij (siehe 30.4.8):

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij ;

für f ∗Aj gilt dann auf den überlappenden Karten f−1(Ui) und f−1(Uj) von N :

f ∗(Aj) = f ∗(t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij) = f ∗(t−1
ij Aitij) + f ∗(t−1

ij dtij) ,

da f ∗ linear ist. Weiter folgt mit f ∗(ψ∧ω) = f ∗(ψ)∧ f ∗(ω) (siehe 11.2.5) und df ∗(ω) =
f ∗(dω) (siehe 11.3.4):

f ∗(Aj) = f ∗(t−1
ij )(f ∗Ai)f ∗(tij) + f ∗(t−1

ij )df ∗(tij) ,

womit also auch f ∗Aj die Kompatibilitätsbedingung einer Zusammenhangs-1-Form
auf dem Rücktransportbündel f ∗PM erfüllt. Ebenso folgt für den Rücktransport der
Krümmungs-2-Form F = dA+A ∧A

f ∗(F) = f ∗(dA+A ∧A) = f ∗(dA) + f ∗(A ∧A)
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= df ∗(A) + f ∗(A) ∧ f ∗(A) .

Damit folgt dann für das invariante Polynom Pr

f ∗(P (F)) = P (f ∗(F)) ⇒ f ∗χPM (P ) = χf∗PM (P ) . 2

Der zweite Punkt des obigen Beweises hat die schöne Folge, daß die charkteristischen
Klassen von trivialen Prinzipal- oder Vektorbündeln über einfach zusammenhängenden
Mannigfaltigkeiten M selbst trivial sind, d.h. daß χPM [P ] ' 1 ist, denn:
sei (PM ,M, π,G,G) ein triviales Prinzipalbündel über einer einfach zusammenhängen-
den Mannigfaltigkeiten M und f die Abbildung von M in einen Punkt p0 ∈ M , also
f : M → {p0}. Dann ist natürlich das Prinzipalbündel (P{p0}, {p0}, π,G,G) über dem
Punkt {p0} ein triviales Prinzipalbündel, die entsprechende Krümmungs-2-Form F ist
die Identität und die entsprechende charakteristische Klasse χ{p0} = 1, d.h. ist trivial.
Daraus folgt:

χPM (P ) = χf∗{p0}(P ) = f ∗χ{p0}(P ) ' 1 . (32.4.27)

32.5 Chern-Klassen

Chern geht von einem komplexen Vektorbündel (EM ,M, π, F,G) aus, dessen Faser
F = Ck und dessen Struktur-Liegruppe G = GL(k,C) mit der entsprechenden Lie-
Algebra g ist. Aufgrund des Satzes von Chern-Weil (32.4.11) werden alle Krümmungs-2-
Formen F durch ein invariantes Polynom P in die gleiche de-Rham-Kohomologie-Klasse
[P ] abgebildet. Also ist man in Bezug auf die Charakteristischen Klassen frei eine be-
liebige Zusammenhangs-1-Form A zu wählen. Häufig führt man auf F ein hermitesches
Skalarprodukt ein und wählt dann für A eine metrische Zusammenhangs-1-Form. Mit
Hilfe des Skalarprodukts kann man auf der Faser F = Ck eine orthonormale Basis
(hier Rahmen, bzw. engl. frame genannt) defineren und wählt folglich als Struktur-
Liegruppe G = U(k), die Matrixgruppe der unitären Matrizen, die orthonormale Basen
in orthonormale Basen abbilden. Die Zusammenhangs- und Krümmungsformen sind
dann Elemente von g = u(k), wobei i · u(k) hermitesche Matrizen sind. Bei dieser
Konstruktion spricht man dann von einem Rahmenbündel (frame bundle). Wenn die-
ses Rahmenbündel EM orientierbar ist, dann reduziert sich die Struktur-Liegruppe auf
G = SU(k), gerade jene Liegruppen, welche die Grundlage der modernen physikalischen
Eichtheorien darstellen.

Chern definiert nun die folgende Funktion c(F), die sog. totale Chern-Klasse, und die
Funktionen cj(F), die j-ten Chern-Klassen:

Definition 32.5.1
c(F) ..= det(1 + iF

2π ) , (32.5.1)



32.5 Chern-Klassen 749

bzw. mit t ∈ R

c(tF) ..= det(1 + itF
2π ) =

k∑
j=0

cj(F) tj . (32.5.2)

Zunächst soll gezeigt, daß c(F) tatsächlich ein invariantes Polynom im Sinne der Chern-
Weil Theorie ist.

Lemma 32.5.2 1. c(F) ist ein invariantes Polynom.
2. Für die cj(F) gilt:

c0(F) = 1 , (32.5.3)

c1(F) = ( i2π ) tr(F) , (32.5.4)

c2(F) = ( i2π )2 1
2[− tr(F ∧ F) + tr(F) ∧ tr(F)]], (32.5.5)

c3(F) = ( i2π )3[13 tr(F ∧ F ∧ F)− 1
2 tr(F) ∧ tr(F ∧ F)

+ 1
6 tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F)] , (32.5.6)

c4(F) = ( i2π )4[−1
4 tr(F ∧ F ∧ F ∧ F)

+ 1
8 tr(F ∧ F) ∧ tr(F ∧ F)

− 1
4 tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F ∧ F)

+ 1
24 tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F)] . (32.5.7)

. . . = . . .

. . . = . . .

ck(F) = ( i2π )k det(F) , (32.5.8)

cj(F) = 0 für 2j > m, j > k . (32.5.9)

Beweis: Die Invarianz von c(F) unter G folgt sofort aus den Eigenschaften der Deter-
minanten:

c(g−1Fg) = det(g−1(1 + iF
2π )g) = det(1 + iF

2π ) = c(F) .
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Daß c(F) auch ein symmetrisches Polynom in F ist kann man folgendermaßen sehen.
Zunächst nehmen wir an, daß die k× k Matrix iF und damit auch 1+ iF/(2π) diago-
nalisierbar sind, d.h. Elemente von GLdiag(k,C). Dann folgt:

det(1 + iF
2π ) = det(diag(1 + λ1, . . . , 1 + λk)) =

k∏
j=1

(1 + λj)

= exp{ln
k∏
j=1

(1 + λj)} = exp{
k∑
j=1

ln(1 + λj)}

= exp{tr[ln(1 + 1 + iF
2π )]} .

Wenn man den Logarithmus und die Exponentialfunktion als Potenzreihen entwickelt
erhält man also eine Potenzreihe in tr(F). Da F eine 2-Form ist verschwinden die cj(F)
für alle 2j > m = dim(M) trivialerweise. Daher ist c(F) ein symmetrisches Polynom.
Die Polynomreihe kann aber auch nicht weiter als bis zu ck(F) gehen, denn der höchste
Term von c(F) ist:

ck(F) =
k∏
j=1

λj = det(iF2π ) = ( i2π )k det(F) .

Um die anderen cj(F) zu bestimmen kann man den Logarithmus als Potenzreihe schrei-
ben:

ln(1 + x) =
∞∑
j=1

(−1)j+1

j
xj

und erhält damit

det(1 + iF
2π ) = exp{tr[(iF2π )− 1

2(iF2π ∧
iF
2π ) + 1

3(iF2π ∧
iF
2π ∧

iF
2π )

− 1
4(iF2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π ) + . . .]}

= exp{tr(iF2π )− 1
2 tr(iF2π ∧

iF
2π ) + 1

3 tr(iF2π ∧
iF
2π ∧

iF
2π )+

− 1
4 tr(iF2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π ) + . . .}

= exp{tr(iF2π )} ∧ exp{−1
2 tr(iF2π ∧

iF
2π )}

∧ exp{1
3 tr(iF2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π )}
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∧ exp{−1
4 tr(iF2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π ∧

iF
2π )} ∧ . . .

= {1 + ( i2π ) tr(F) + 1
2!(

i

2π )2 tr(F) ∧ tr(F)

+ 1
3!(

i

2π )3 tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F)

+ 1
4!(

i

2π )4 tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F) + . . .}

∧ {1− 1
2( i2π )2) tr(F ∧ F) + 1

2!(−
1
2( i2π )2)2 tr(F ∧ F) ∧ tr(F ∧ F) + . . .}

∧ {1 + 1
3( i2π )3 tr(F ∧ F ∧ F) + . . .}

∧ {1− 1
4( i2π )4 tr(F ∧ F ∧ F ∧ F) + . . .}

∧ . . . .

Nun faßt man Terme gleicher Ordnung in F zusammen und erhält:

c0(F) = 1 ,

c1(F) = ( i2π ) tr(F) ,

c2(F) = ( i2π )2[−1
2 tr(F ∧ F) + 1

2 tr(F) ∧ tr(F)] ,

c3(F) = ( i2π )3[13 tr(F ∧ F ∧ F)− 1
2 tr(F) ∧ tr(F ∧ F)

+ 1
3! tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F)] ,

c4(F) = ( i2π )4[−1
4 tr(F ∧ F ∧ F ∧ F)

+ 1
2!(−

1
2)2 tr(F ∧ F) ∧ tr(F ∧ F)

− 1
2!

1
2 tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F ∧ F)

+ 1
4! tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F) ∧ tr(F)] .

Dieses Ergebnis kann man nun von den diagonalisierbaren Matrizen GLdiag(k,C) auf
ganz GL(k,C) ausdehnen, weil die diagonalisierbaren Matrizen GLdiag(k,C) dicht in
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GL(k,C) liegen und die totale Chern-Klasse c als Polynom stetig ist. Diese Dichtheits-
Aussage kann man folgerndermaßen sehen: aus der linearen Algebra wissen wir, daß
jede Matrix A ∈ GL(k,C) in der Form A = C−1 · D · C geschrieben werden kann,
wobei C ∈ GL(k,C) und D eine obere Dreiecks-Matrix ist (Stichwort: Jordansche
Normalform, siehe z.B. Koecher (1992), S. 238 ff.):

D =


D11 · · · · · · D1k

0 . . . ...
... . . . ...
0 0 Dkk

 .

Jetzt kann man eine Matrix D~ε mit ’kleinem’ ~ε ..= (ε1, . . . , εk) konstruieren,

(D~ε)ij ..=
{
Dij + εi für i = j ,

Dij für i 6= j ,

so daß alleDiivoneinander verschieden sind, und damit alle Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms vonD~ε voneinander verschieden sind, und sich damitD~ε diagonalisieren
läßt. Als Matrixnorm verwenden wir

||D||2 ..=
k∑
ij

|Dij|2

und erhalten damit

lim
~ε→~0
||D~ε −D||2 = lim

~ε→~0

k∑
i=1

ε2i = 0 .

Also liegt GLdiag(k,C) bzgl. der üblichen Matrixnorm dicht in GL(k,C). 2

Da c(F) ein invariantes Polynom im Sinne der Chern-Weil Theorie ist und F eine g-
wertige Krümmungs-2-Form, deshalb folgt zunächst einmal, daß c(F) ein Element des
de Rham Kohomologie-Rings H2∗ über M mit komplexen Koeffizienten ist:

c(F) ∈ H2∗(M,C) .

Wenn man nun zu einem Rahmenbündel übergeht, d.h. ein hermitesches Skalarprodukt
auf der Faser F = Ck einführt und eine metrische Zusammenhang-1-Form A und eine
Orthonormalbasis und g = u(k) wählt, dann ist c(F) sogar reell:

c(F) ∈ H2∗(M,R) ⊂ H2∗(M,C) , (32.5.10)

denn iF ∈ i · u(k) ist hermitesch und damit folgt

(c(F)) = (det(1 + iF
2π )) = det(1 + (iF2π ))
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= det(1 + ( iF2π )) = c(F)) .

Von Bedeutung ist auch, wie die Chern-Klasse eines Whitney-Summen-Bündels (30.3.4)
auf das Produkt der einzelnen Chern-Klassen zurückgeführt werden kann.

Lemma 32.5.4 Seien FE1 und FE2 die Krümmungs-2-Formen der komplexen Vektor-
bündel, bzw. Prinzipalbündel E1 und E2, dann gilt:

c(FE1⊕E2) = c(FE1) ∧ c(FE2) . (32.5.11)

Beweis: Die Fasern von E1 ⊕ E2 sind ja F1 ⊕ F2 und daher ist Krümmungs-2-Form
FE1⊕E2 blockdiagonal:

FE1⊕E2 =
(
FE1 0

0 FE2

)
⇒

c(FE1⊕E2) = det
(

1 + i
2πFE1 0
0 1 + i

2πFE2

)

= det(1 + i

2πFE1) ∧ det(1 + i

2πFE2)

= c(FE1) ∧ c(FE2) . 2

Für ein komplexes Linienbündel L ..= (EM ,M, π, F,G) mit Faser F = C1 und Struk-
turgruppe G ∈ GL(1,C) folgt sofort:

c(F) = c0(F) + c1(F) = 1 + λ1 = 1 + i

2πF . (32.5.12)

Da für ein beliebiges komplexes Vektorbündel (EM ,M, π, F,G) gilt

c(F) = det(1 + iF
2π ) =

k∏
j=1

(1 + λj) (32.5.13)

kann man die totale Chern-Klasse von (EM ,M, π, F,G) auch interpretieren als die
Chern-Klasse eines Whitney-Summen-Bündels von k komplexen Linienbündeln:

c(FM) = c(FL1) ∧ . . . ∧ c(FLk) . (32.5.14)

Die Konstruktion einer Abbildung von f : L1⊕. . .⊕Lk → EM , bzw. des Rücktransports
f ∗, wird in der Literatur als das Splitting-Prinzip bezeichnet (siehe Bott u. Tu (1982),
S. 275 ff., oder Shanahan (1978), S. 191).
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Wenn man das Produktbündel L⊗L∗ aus einem komplexen Linienbündel L und seinem
dualen Bündel L∗ bildet, dann hat L⊗L∗ einen nichtverschwindenden, globalen Schnitt
und ist damit ein triviales Bündel (30.2.4). Damit ist die Chern-Klasse c(F) von L⊗L∗
trivial, d.h.

c(FM) = c(FL) ∧ c(FL∗)
!= 1 ⇒ c1(FM) = c1(FL) + c1(FL∗) = 0 ⇒

λ1(FL∗) = −λ1(FL) . (32.5.15)

32.6 Chern-Charaktere

Die Chern-Charaktere gehen ebenso wie die Chern-Klassen von einem komplexen Vek-
torbüdel (EM ,M, π, F,G) aus, dessen Faser F = Ck und dessen Struktur-Liegruppe
G = U(k) ist, so daß ig aus hermiteschen und damit diagonalisierbaren Matrizen be-
steht. Sie sind eng verwandt mit den Chern-Klassen, wie man unmittelbar aus der
folgenden Definition sehen kann.

Definition 32.6.1
ch(F) ..= tr exp( iF2π ) , (32.6.1)

bzw. mit t ∈ R

ch(tF) ..= tr exp( itF2π ) =
∑
j=0

chj(F) tj , (32.6.2)

chj(F) = 1
j! tr((iF2π )j) , (32.6.3)

wobei die Multiplikation in F j natürlich die äußere Multiplikation ∧ ist.

Da der Chern-Charakter ch(F) eine Potenzreihe in tr(F) ist, der wie die Chern-Klasse
c(F) für alle 2j > m = dim(M) verschwindet, ist ch(F) ein symmetrisches Polynom.
Für die chj(F) gilt:

ch0(F) = tr(1) = k , (32.6.4)

ch1(F) = ( i2π ) tr(F) = c1(F) , (32.6.5)

ch2(F) = 1
2( i2π )2 tr(F ∧ F) = 1

2[−2c2(F) + c1(F) ∧ c1(F)] . (32.6.6)

. . . = . . . .
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32.7 Additive und multiplikative Charakteristische
Klassen

Wir folgen hier vorwiegend dem schönen Vortrag von Prof. Christian Bär aus dem Jahr
2006 am MPI für Gravitationsphysik in Postdam-Golm (Bär (2011)). Der Gedanke,
aus den Chern-Klassen neue additive und multiplikative Charakteristische Klassen zu
konstruieren geht im Wesentlichen auf die Arbeiten von Hirzebruch (1978) zurück.
Da die Chern-Klassen invariante Polynome von g-wertigen Differentialformen sind ver-
sucht man sie mit Hilfe von Potenzreihen in andere invariante Polynome transformieren.
Die j-te Chern-Klassen cj(F) ist ja aufgrund des Satzes von Chern-Weil gerade der de
Rham Kohomologie-Vektorraum H2j(M,R). Diese de Rham Kohomologie-Klassen bil-
den die kommutative, graduierte Algebra

H2∗(M,R) =
⊕
j

H2j(M,R) . (32.7.1)

Graduiert bedeutet hier, daß gilt

H2j(M,R) ·H2k(M,R) ⊂ H2(j+k)(M,R) . (32.7.2)

Verallgemeinert betrachtet man also eine kommutative, graduierte Algebra R =
⊕

j R
j

über einem Körper K mit dem Einselement 1 und der Graduierung Rj ·Rk ⊂ Rj+k.

Definition 32.7.1 Sei R =
⊕

j R
j eine kommutative, graduierte Algebra über einem

Körper K mit dem Einselement 1, und sei g(x) eine formale Potenzreihe über K, d.h.

g(x) ..=
∞∑
j=0

gjx
j mit gj ∈ K . (32.7.3)

Dann definiert man den folgenden Vektorraum-Endomorphismus

Λg : R→ R , Λg|Rj ..= (−1)j+1 · j · gj . (32.7.4)

Damit gilt Λg(Rj) ⊂ Rj.
Angewandt auf H2∗(M,R) heißt das:

Λg : R→ R , Λg|H2j ..= (−1)j+1 · j · gj . (32.7.5)

Natürlich stellt sich hier sofort die Frage, warum kommt in der Definition von Λg der
Faktor(−1)j+1 · j vor? In der nächsten Definition der Abbildung gR : R → R kommt
ein Term der Form Λg(log(c)) vor, und der Faktor (−1)j+1 · j kompensiert gerade den
Faktor (−1)j+1 1

j
der Potenzreihe des Logarithmus.

Mit Hilfe von g(x) und Λg kann man nun die folgende Abbildung gR : R→ R definieren:
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Definition 32.7.2 (Additive Klassen) Sei c ein Element der kommutativen, gradu-
ierte Algebra R =

⊕
j R

j über einem Körper K mit dem Einselement 1, und sei g(x)
eine formale Potenzreihe über K, d.h.

c ∈ R , c ..= 1 +
∞∑
j=1

cj , (32.7.6)

gR : R→ R , gR(c, k) ..= k · g0 · 1 + Λg(log(c)) , (32.7.7)

mit k ∈ N und log(1 + y) =
∞∑
l=1

(−1)l+1y
l

l
. (32.7.8)

Seien c = c(F) die totale Chern-Klasse eines komplexen Vektorbündels oder Prinzipal-
bündels E vom Rang k über der Basismannigfaltigkeit M , K = R, Rj = H2j(M,R),
R = H2∗(M,R), dann heißt

g̃E(c) ..= k · g0 + Λg(log(c(FE))) (32.7.9)

die additive Klasse von E bezüglich g.

Dabei ist die Summe der Terme von log(c) vom Grad j ein endlicher polynomialer
Ausdruck in den c1, . . . , cj.
Additiv heißen die Klassen g̃E(c) weil gilt:

g̃E1⊕E2(c) = (k1 + k2) · g0 + Λg(log(c(FE1 ⊕FE2)))

= (k1 + k2) · g0 + Λg(log(c(FE1) ∧ c(FE2)))

= (k1 + k2) · g0 + Λg(log(c(FE1))) + log(c(FE2)))

= (k1 + k2) · g0 + Λg(log(c(FE1))) + Λg(log(c(FE2)))

= g̃E1(c) + g̃E2(c) . (32.7.10)

Die obige Definition der additiven Klasse g̃E(c) bezüglich der Funktion g (32.7.8, 32.7.9)
erscheint zunächst etwas undurchsichtig. Das folgende Lemma beweist eine Spektral-
form von g̃E(c) und klärt so die Zusammenhänge.

Lemma 32.7.3 Sei die Chern-Klasse c(FE) in Diagonalform gegeben, d.h.

c(FE) =
k∏
j=1

(1 + λj) .

Dann gilt für die additive Klasse g̃E(c) bezüglich der Funktion g die Spektralformel:

g̃E(c) =
k∑
j=1

g(λj) . (32.7.11)
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Beweis:

c(FE) =
k∏
j=1

(1 + λj) ⇒

log(c(FE)) =
k∑
j=1

log(1 + λj) =
k∑
j=1

[λj −
1
2λ

2
j + 1

3λ
3
j ∓ . . .] .

Der l-te Term von Λg ist nach Definition gerade

Λ(l)
g = (−1)l+1 · l · (log(g))l ,

wobei (log(g))l gerade der Vorfaktor des xl-Terms in der Potenzreihe von g(x) ist, d.h.

g(x) =
∞∑
l=1

(g)lxl .

Damit folgt für g̃E(c):

g̃E(c) = kg0 + Λg(log(c(FE))

= kg0 +
k∑
j=1

[Λ(1)
g λj −

1
2Λ(2)

g λ2
j ± . . .]

= kg0 +
k∑
j=1

[(g)1λj + (g)2λ
2
j + . . .]

=
k∑
j=1

[g0 + (g)1λj + (g)2λ
2
j + . . .]

=
k∑
j=1

g(λj) . 2

Als Beispiel betrachten wir für die formale Potenzreihe g(x) über K = R die Exponen-
tialfunktion:

g(x) ..= ex =
∞∑
j=0

1
j!x

j . (32.7.12)

Damit folgt:

g0 = 1 , g1 = 1 , g2 = 1
2 , . . . , c0(FE) = 1 ,
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Λex|H0(M,R) = 0 , Λex|H2(M,R) = 1 , Λex|H4(M,R) = −1 , . . . .

Der Faktor (−1)j+1 · j in Λex kompensiert gerade die Vorfaktoren der Potenzreihen-
entwicklung des Logarithmus und man erhält also die Potenzreihe g(x) = ex mit
xj = cj(F):

log(c(F)) = log(1 + c1(F) + c2(F) + . . .)

= (c1(F) + c2(F) + . . .)− 1
2(c1(F) + c2(F) + . . .)2 + . . .

= c1(F) + (c2(F)− 1
2c1(F) ∧ c1(F)) + . . . ⇒

g̃E,0(c) = k , g̃E,1(c) = c1(F) , g̃E,2(c)2 = −(c2(F)− 1
2c1(F) ∧ c1(F)) , . . . . (32.7.13)

Also ist g̃E(c) = ch(F), d.h. der bereits oben behandelten totale Chern-Charakter.

Auf ganz analoge Weise kann man jetzt mittels einer Funktion f(x) und Λlog(f) multi-
plikative Klassen fR : R→ R definieren:

Definition 32.7.5 (Multiplikative Klassen) Sei c ein Element der kommutativen,
graduierte Algebra R =

⊕
j R

j über einem Körper K mit dem Einselement 1, und sei
g(x) eine formale Potenzreihe über K, d.h.

c ∈ R , c ..= 1 +
∞∑
j=1

cj , (32.7.14)

fR : R→ R , fR(c) ..= exp(Λlog(g)(log(c))) , (32.7.15)

mit k ∈ N und log(1 + y) =
∞∑
l=1

(−1)l+1y
l

l
. (32.7.16)

Seien c = c(F) die totale Chern-Klasse eines komplexen Vektorbündels oder Prinzipal-
bündels E vom Rang k über der Basismannigfaltigkeit M , K = R, Rj = H2j(M,R),
R = H2∗(M,R), dann heißt

f̃E(c) ..= exp(Λlog(g)(log(c(FE)))) , (32.7.17)

mit log(1 + y) =
∞∑
l=1

(−1)l+1y
l

l
. (32.7.18)

die multiplikative Klasse von E bezüglich g.
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Multiplikativ heißen die Klassen f̃E(c) weil gilt:

f̃E1⊕E2(c) = exp(Λlog(g)(log(c(FE1 ⊕FE2))))

= exp(Λlog(g)(log(c(FE1) ∧ c(FE2))))

= exp(Λg(log(c(FE1)) + log(c(FE2))))

= exp(Λg(log(c(FE1))) + Λg(log(c(FE2))))

= exp(Λg(log(c(FE1)))) ∧ exp(Λg(log(c(FE2))))

= f̃E1(c) ∧ f̃E2(c) . (32.7.19)

Die obige Definition der multiplikativen Klasse f̃E(c) bezüglich der Funktion g (32.7.17,
32.7.18) erscheint zunächst etwas undurchsichtig. Das folgende Lemma beweist eine
Spektralform von f̃E(c) und klärt so die Zusammenhänge.

Lemma 32.7.6 Sei die Chern-Klasse c(FE) in Diagonalform gegeben, d.h.

c(FE) =
k∏
j=1

(1 + λj) .

Dann gilt für die multiplikativen Klasse f̃E(c) bezüglich der Funktion g die Spektralfor-
mel:

f̃E(c) =
k∏
j=1

g(λj) . (32.7.20)

Beweis:

c(FE) =
k∏
j=1

(1 + λj) ⇒

log(c(FE)) =
k∑
j=1

log(1 + λj) =
k∑
j=1

[λj −
1
2λ

2
j + 1

3λ
3
j ∓ . . .] .

Der l-te Term von Λlog(g) ist nach Definition gerade

Λ(l)
log(g) = (−1)l+1 · l · (log(g))l ,

wobei (log(g))l gerade der Vorfaktor des xl-Terms in der Potenzreihe von (log(g))(x)
ist, d.h.

(log(g))(x) =
∞∑
l=1

(log(g))lxl .
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Damit folgt für f̃E(c):

f̃E(c) = exp(Λlog(g)(log(c(FE))))

= exp(
k∑
j=1

[Λ(1)
log(g)λj −

1
2Λ(2)

log(g)λ
2
j ± . . .])

= exp(
k∑
j=1

[(log(g))1λj + (log(g))2λ
2
j + . . .])

= exp(
k∑
j=1

[(log(g))(λj)]) =
k∏
j=1

exp[(log(g))(λj)]

=
k∏
j=1

g(λj) . 2

32.8 Todd-Klassen

Die totale Todd-Klasse wird als multiplikative Charakteristische Klasse aus der totalen
Chern-Klasse abgeleitet. Als Potenzreihe g(x) dient hier die erzeugende Funktion des
Bernoulli-Polynoms Bm(n) mit n = 0 (siehe Richter u. Schiekel (2004), S. 9 ff.):

g(x) ..= x

1− e−x =
∞∑
j=0

(−1)jBj

j! = 1 + 1
2x+

∞∑
j=1

B2j

(2j)! x
2j (32.8.1)

mit den Bernoulli-Zahlen

B0 ..= 1 , B1 ..= −1
2 , für i ≥ 1 : B2j ..= −

2j−1∑
k=0

(
2j
k

)
Bk

(2j − k + 1) , B2j+1 ..= 0 ,

(32.8.2)

insb. B4 = 1
6 , B6 = − 1

30 , B8 = 1
42 , . . . . (32.8.3)

Wenn man sich, wie wir in dieser Arbeit, dem Atiyah-Singer-Indexsätzen von der
geometrisch-topologischen Seite her nähert, wird man sich vermutlich die Frage stel-
len: warum wählt man für eine neue aus der Chern-Klasse abgeleitete Charakteristische
Klasse für g(x) gerade die erzeugende Funktion des Bernoulli-Polynoms? Diese und
weitere ähnliche Fragen finden ihre Antwort, wenn man spezielle in der Geometrie ver-
wendete elliptische Differentialoperatoren betrachtet, bei denen Funktionen des Typs
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x
1−e−x ganz natürlich als Spektralfunktionen auftauchen. Diese Zusammenhänge stellt
Gilkey (1995) sehr schön dar.
Also können wir schreiben:

g(x) = 1 + 1
2x+ 1

12x
2 + . . . ⇒

log(g(x)) = (1
2x+ 1

12x
2 + . . .)− 1

2(1
2x+ 1

12x
2 + . . .)2 + . . .

= 1
2x+ 1

12x
2 − 1

8x
2 + . . . = 1

2x−
1
24x

2 + . . . ⇒

Λlog(g)|H0(M,R) = 0 , Λlog(g)|H2(M,R) = 1
2 , Λlog(g)|H4(M,R) = 1

12 , . . . .

f̃E(c) = exp(Λlog(g)(log(c(F))))

= exp(Λlog(g)(c1(F) + (c2(F)− 1
2c1(F) ∧ c1(F)) + . . .))

= exp(1
2c1(F) + 1

12(c2(F)− 1
2c1(F) ∧ c1(F)) + . . .)

= 1 + (1
2c1(F) + 1

12(c2(F)− 1
2c1(F) ∧ c1(F)) + . . .)

+ 1
2(1

2c1(F) + 1
12(c2(F)− 1

2c1(F) ∧ c1(F)) + . . .)2 + . . .

= 1 + 1
2c1(F) + 1

12(c2(F)− 1
2c1(F) ∧ c1(F)) + . . .) + 1

8c1(F) ∧ c1(F) + . . .

= 1 + 1
2c1(F) + 1

12(c2(F) + c1(F) ∧ c1(F)) + . . . . (32.8.4)

Diese aus der totalen Chern-Klasse abgeleitete multiplikative Charakteristische Klasse
heißt Todd-Klasse:

Td(F) ..= f̃E(c) , (32.8.5)

Td0(F) = 1 , Td1(F) = 1
2c1(F) , Td2(F) = 1

12(c2(F) + c1(F) ∧ c1(F)) , . . . .
(32.8.6)

Mit 32.7.20 folgt aus der Spektraldarstellung der Chern-Klasse c(F) =
∏k

j=1(1 + λj)
die Spektralformel für die Todd-Klasse:

Td(F) =
k∏
j=1

g(λj) =
k∏
j=1

λj
1− e−λj . (32.8.7)



762 32 Charakteristische Klassen

32.9 Pontrjagin-Klassen

Die Pontrjagin-Klassen sind Charakteristische Klassen für reelle Vektorbündel. Ein ein-
facher Zugang zu diesen Pontrjagin-Klassen ist es, das reelle Vektorbündel E zu kom-
plexifizieren und dann die Pontrjagin-Klassen über die Chern-Klassen zu definieren. Sei
also E das reelle k-dimensionale Vektorbündel (EM ,M, π, F,G), dann bezeichnen wir
dessen Komplexifizierung als

EC ..= E ⊗R C . (32.9.1)

Komplexifiziert wird hier der reelle Vektorraum der Faser F , indem dessen Körper R
erweitert wird zum Körper C. Wir bezeichnen im Folgenden das konjugiert Komplexe
der Zahl z ∈ C als z̄, da der ∗ weiterhin entweder die Rücktransport- (pullback-)
Abbildung oder die de Rham Kohomologie-Algebra H∗(M,R) bezeichnen soll.
Zunächst noch einige Bemerkungen zur Reellifizierung und Komplexifizierung von li-
nearen Abbildungen in Vektorräumen, wobei wir Bott u. Tu (1982), S. 286 ff. folgen.
Man kann eine komplex-lineare Abbildung in Ck

L : Ck → Ck ,

 z′1
...
z′k

 = L

 z1
...
zk

 . (32.9.2)

auch als reell-lineare Abbildung in einem reellen Vektorraum R2k auffassen:

LR : R2k → R2k ,

 x′1
...
x′2k

 = LR

 x1
...
x2k

 mit x2j−1 + ix2j ..= zj . (32.9.3)

Umgekehrt kann man R2k natürlich in C2k einbetten, so daß die Abbildung LR nun als
als eine Abbildung in C2k betrachtet wird, d.h.

LR : R2k → R2k ⇒ LR ⊗R C : C2k → C2k . (32.9.4)

Die Reellifizierung und Komplexifizierung seien an einem kleinen Beispiel gezeigt:

Beispiel: Sei eine Abbildung L : C→ C gegeben mit

Lz ..= λz ..= (α + iβ)z ..= (α + iβ)(x1 + ix2)

= (αx1 − βx2) + i(βx1 + αx2) ⇒

LR

(
x1

x2

)
=
(
α −β
β α

)(
x1

x2

)
.
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Entsprechend ergibt sich für eine Abbildung L : C2 → C2 mit

L

(
z1

z2

)
..=
(
λ11 λ12

λ21 λ22

)(
z1

z2

)
⇒

LR


x1

x2

x3

x4

 =
(

(λ11)R (λ12)R
(λ21)R (λ22)R

)
x1

x2

x3

x4

 =


α11 −β11 α12 −β12

β11 α11 β12 α12

α21 −β21 α22 −β22

β21 α21 β22 α22




x1

x2

x3

x4

 .

2

Lemma 32.9.2 Sei L : Ck → Ck eine komplex-lineare Abbildung, d.h. eine komplexe
k × k Matrix, dann gibt es eine Ähnlichkeitstransformation mit einer unitären 2k × 2k
Matrix B, so daß

B−1(LR ⊗R C)B =
(
L 0
0 L̄

)
⇔ LR ⊗R C ' L⊕ L . (32.9.5)

Beweis: Die Idee ist es LR zu diagonalisieren. Dies sieht man zunächst am übersicht-
lichsten für k = 1:

L ..= α + iβ ⇒ LR =
(
α −β
β α

)
,

B ..= 1√
2

(
1 1
−i i

)
⇒ B−1 = B† = 1√

2

(
1 i

1 −i

)
⇒

B−1(LR ⊗R C)B = 1
2

(
1 i

1 −i

)(
α −β
β α

)(
1 1
−i i

)

= 1
2

(
α + iβ −β + iα

α− iβ β − iα

)(
1 1
−i i

)

=
(
α + iβ 0

0 α− iβ

)
=
(
L 0
0 L̄

)
.

Für k = 2 ergibt sich:

B ..= 1√
2


1 1
−i i

1 1
−i i

 ⇒ B−1 = B† = 1√
2


1 i

1 i

1 −i
1 −i

 ⇒
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B−1(LR ⊗R C)B =

= 1
2


1 i

1 i

1 −i
1 −i




α11 −β11 α12 −β12

β11 α11 β12 α12

α21 −β21 α22 −β22

β21 α21 βnn α22




1 1
−i i

1 1
−i i



= 1
2


α11 + iβ11 −β11 + iα11 α12 + iβ12 −β12 + iα12

α21 + iβ21 −β21 + iα21 α22 + iβ22 −β22 + iα22

α11 − iβ11 −β11 − iα11 α12 − iβ12 −β12 − iα12

α21 − iβ21 −β21 − iα21 α22 − iβ22 −β22 − iα22




1 1
−i i

1 1
−i i



=


α11 + iβ11 α12 + iβ12 0 0
α21 + iβ21 α22 + iβ22 0 0

0 0 α11 − iβ11 α12 − iβ12

0 0 α21 − iβ21 α22 − iβ22

 =
(
L 0
0 L̄

)
.

Ebenso ergibt sich für beliebiges k > 2 mit den folgenden Matrizen für B und B−1:

B = 1√
2



1 1
−i i

1 1
−i i

. . . . . .

. . . . . .
1 1
−i i


,

B−1 = B† = 1√
2



1 i

1 i
. . . . . .

1 i

1 −i
1 −i

. . . . . .
1 −i


,

B−1(LR ⊗R C)B = . . . =
(
L 0
0 L̄

)
. 2
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Nun ist bei einem reellen Vektorbündel F = F und damit FC = FC und also EC ' EC.
Mit 32.5.2 folgt, daß cj(FEC) den Faktor (i/2π)j enthält und damit folgt:

cj(FEC) = cj(FEC) = (−1)jcj(FEC) ⇒

cj(FEC) = 0 für j ungerade . (32.9.6)

Daraus folgt die Definition der Pontrjagin-Klassen:

Definition 32.9.4

pj(FE) ..=
{

(−1)jc2j(FEC) ∈ H4j(M,R) ,
0 für 4j > m, 2j > k .

(32.9.7)

p(FE) ..=
[ k2 ]∑
j=0

pj(FE) ∈ H4∗(M,R) mit [k2 ] ..=
{
k/2 für k gerade ,
(k − 1)/2 für k ungerade .

(32.9.8)

Die Bedingung pj(FE) = 0 für 4j > m, 2j > k folgt aus der entsprechenden Bedingung
für c2j(FEC), siehe 32.5.9.
Lemma 32.9.5 Seien FEC

1
und FEC

2
die Krümmungs-2-Formen der komplexifizierten

Vektorbündel EC
1 und EC

2 , dann gilt wie für die Chern-Klassen:

p(FEC
1⊕EC

2
) = p(FEC

1
) ∧ p(FEC

2
) . (32.9.9)

Beweis:
pj(FEC

1⊕EC
2
) = (−1)jc2j(FEC

1⊕EC
2
)

= (−1)j
∑
m,n

m+n=2j

cm(FEC
1
) ∧ cn(FEC

2
)

= (−1)j
∑
m′,n′

m′+n′=j

c2m′(FEC
1
) ∧ c2n′(FEC

2
)

=
∑
m′,n′

m′+n′=j

(−1)m′c2m′(FEC
1
) ∧ (−1)n′c2n′(FEC

2
)

=
∑
m′,n′

m′+n′=j

pm′(FEC
1
) ∧ pn′(FEC

2
) .

Daraus folgt sofort die Behauptung

p(FEC
1⊕EC

2
) = p(FEC

1
) ∧ p(FEC

2
) . 2
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Wenn man an einer konkreteren Gestalt der Pontrjagin-Klassen interessiert ist, dann
geht man zu einem Rahmenbündel über, d.h. man führt ein symmetrisches Skalarpro-
dukt auf der Faser F = Rk ein und eine metrische Zusammenhang-1-Form A und eine
Orthonormalbasis und als Struktur-Liegruppe die orthogonale GruppeO(k). Damit sind
dann die Zusammenhang-1-Form A und die Krümmungs-2-Form F schiefsymmetrische
reelle Matrizen aus g = o(k).

Lemma 32.9.7 Eine reelle, schiefsymmetrische Matrix A mit geradzahliger Dimension
läßt sich auf folgende Form diagonalisieren:

A '



−iλ1 0 · · · · · · 0
0 iλ1

...
... −iλ2

...
... iλ2 0
... . . .


mit λj ∈ R . (32.9.10)

Beweis: Das charakteristische Polynom det(A − λ1) != 0 hat in C mindestens eine
Lösung. Dies sei der Eigenwert µ1 mit dem Eigenvektor | e1〉. Bei einer schiefsymmetri-
schen reellen Matrix A folgt, daß µ1 rein imaginär ist, denn

µ1 = µ1〈e1 | e1〉 = 〈e1 | µ1e1〉 = 〈e1 | Ae1〉

= 〈A†e1 | e1〉 = 〈AT e1 | e1〉 = 〈−Ae1 | e1〉

= −〈µ1e1 | e1〉 = −µ1〈e1 | e1〉 = −µ1 .

Weiter sind A und AT = −A unitär äquivalent, d.h. sie haben die gleichen Eigenwerte
µj. Sofern die Eigenwerte nicht 0 sind kommen sie also immer paarweise als ±µj = ±iλj
mit λj ∈ R vor. 2

Korollar 32.9.9 Die obige reelle, schiefsymmetrische Matrix A mit geradzahliger Di-
mension läßt sich auch unitär auf die folgende Form Block-diagonalisieren:

A '



0 λ1 · · · · · · 0
−λ1 0 ...
... 0 λ2

...
... −λ2 0 0
... . . .


mit λj ∈ R , (32.9.11)

denn

1√
2

(
+i −1
−i −1

)(
0 λ

−λ 0

)
1√
2

(
−i +i
−1 −1

)
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= 1
2

(
λ +iλ
λ −iλ

)(
−i +i
−1 −1

)
=
(
−iλ 0

0 iλ

)
.

Damit läßt sich jetzt die totale Pontrjagin-Klasse schreiben als:

p(FE) = det(1 + 1
2πFEC) , (32.9.12)

denn:

c(FEC) = 1 + c2(FEC) + c4(FEC) + . . .+ c[ k2 ](FEC) (32.9.13)

= det(1 + i

2πFEC)

= det



1 + λ1 0 · · · · · · 0
0 1− λ1

...
... 1 + λ2

...
... 1− λ2 0
... . . .



=
[ k2 ]∏
j=1

(1 + λj)(1− λj) =
[ k2 ]∏
j=1

(1− λ2
j) ⇒ (32.9.14)

p(FE) = 1 + p1(FE) + p2(FE) + . . .+ p[ k2 ](FE)

= 1− c2(FEC) + c4(FEC)∓ . . .+ (−1)[ k2 ]ck(FEC)

=
[ k2 ]∏
j=1

(1 + λ2
j) =

[ k2 ]∏
j=1

(1 + iλj)(1− iλj)

= det(diag(1 + iλ1, 1− iλ1, . . . , 1 + iλ[ k2 ], 1− iλ[ k2 ]))

= det(1 + 1
2πFEC) . (32.9.15)

Konkret heißt das also für den Fall eines Rahmenbündels mit schiefsymmetrischen re-
ellen Krümmungs-2-Formen FE aus g = o(k), weshalb tr(FE) = 0 ist, daß für die
Pontrjagin-Klassen gilt:

p0(FE) = 1 , (32.9.16)

p1(FE) = −c2(FEC) = ( i2π )2[12 tr(FEC ∧ FEC)] = − 1
8π2 tr(FEC ∧ FEC) , (32.9.17)
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p2(FE) = c4(FEC) = ( i2π )4[−1
4 tr(FEC ∧ FEC ∧ FEC ∧ FEC)

+ 1
2!(−

1
2)2 tr(FEC ∧ FEC) ∧ tr(FEC ∧ FEC)

= 1
128π4 [tr(FEC ∧ FEC) ∧ tr(FEC ∧ FEC)− 2 tr(FEC ∧ FEC ∧ FEC ∧ FEC)] ,

(32.9.18)

. . . = . . .

p[ k2 ](FE) = ck(FEC) = ( 1
2π )k det(FEC) . (32.9.19)

Das Standardbeispiel ist eine vierdimensionale Riemannsche Mannigfalltigkeit M mit
dem Tangentialbündel TM als reellem Vektorbündel F . Man geht zu einem Rahmen-
bündel über, d.h. man führt an p ∈ M das übliche symmetrische Skalarprodukt auf
der Faser F = TpM = R4 ein und als Struktur-Liegruppe die orthogonale Gruppe
O(4). Damit sind dann die Zusammenhang-1-Form A und die Krümmungs-2-Form F
schiefsymmetrische reelle Matrizen aus g = o(4). Damit sind m = dim(M) = 4 und
k = dim(F ) = dim(TM) = 4. Seien also p ∈ M , {ea} eine Orthonormalbasis des
Tangentialraums TpM und {θa} die entsprechende duale Basis des Kotangentialraums
T ∗pM , und Rab = 1

2Rabcdθ
c ∧ θd die Cartansche Krümmungs-2-Form (15.9.3), dann folgt

wegen der Schiefssymmetrie von g = o(4), daß tr(R) = 0 ist, und damit folgt für die
entsprechenden Pontrjagin-Klassen:

p0(R) = 1 , (32.9.20)

p1(R) = −c2(R) = − 1
8π2 tr(R ∧R) , (32.9.21)

p2(R) = c4(R) = 1
128π4 [tr(R ∧R) ∧ tr(R ∧R)− 2 tr(R ∧R ∧R ∧R)] . (32.9.22)

Da R eine 2-Form ist, wäre p2(R) eine 8-Form in einer 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit,
d.h. p2(R) = 0. Dennoch wird dieser Ausdruck von p2(R) für die Konstruktion der Euler-
Klasse herangezogen (s.u.), indem man p2(R) in diesem Kontext nur als Matrix und
nicht als Differentialform betrachtet.

Bei der Definition der Pontrjagin-Klassen in 32.9.7 waren wir, dem Standard folgend,
von einem reellen k-dimensionalen VektorbündelE zu einem komplexifizierten k-dimensionalen
Vektorbündel EC mit der komplexen Krümmungs-2-FormFEC über einerm-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M übergegangen und hatten die Pontrjagin-Klassen dann als die ent-
sprechenden Chern-Klassen auf EC erklärt, also

pj(FE) ..= (−1)jc2j(FEC) .
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Nun sind die charakteristischen Klassen als Elemente der de-Rham-Kohomologie-Klassen
H4j(M,R) auch lineare Räume und daher können wir die Basisklassen linearen Trans-
formationen unterwerfen. Eine in der Literatur (Eguchi u. a. (1980), S. 312 ff., Nash u.
Sen (1983), S. 220 ff.) diskutierte und manchmal hilfreiche Formulierung alternativer
Pontrjagin-Klassen ist die folgende Konstruktion. Man beginnt hier mit einem komple-
xen k-dimensionalen Vektorbündel E über einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ,
das sich auch als ein reelles 2k-dimensionales Vektorbündel ER über M auffassen läßt.
Dann kann man p̃j(FER) folgendermaßen definieren:

Definition 32.9.10

p̃j(FER) ..=
{∑2j

l=0(−1) l2 cl(FE) ∧ (−1) 2j−l
2 c2j−l(FE) ∈ H4j(M,R) ,

0 für 4j > m, 2j > k .

(32.9.23)

Das bedeutet Folgendes: man geht vom komplexen k-dimensionalen E zum reellen 2k-
dimensionalen ER über, komplexifiziert die beiden k-dimensionalen Teile von ER wieder
in ein E ⊕ E, wendet das Splitting-Prinzip an und summiert alle Paarprodukte von
Chern-Klassen auf, die im Wedge-Produkt gerade eine 2j ∗ 2-Form ergeben. Dies ergibt
also:

p̃0(FER) = c0(FE) ∧ c0(FE) = 1 , (32.9.24)

p̃1(FER) = −2c2(FE) + c1(FE) ∧ c1(FE) = ( i2π )2[tr(FE ∧ FE)] , (32.9.25)

. . . = . . .

p̃k(FER) = ck(FE) ∧ ck(FE) = ( i2π )2k det(FE) ∧ det(FE) . (32.9.26)

Wozu ist das Ganze gut? Wir werden diese Form der Pontrjagin-Klassen im folgenden
beim Beweis der Ganzzahligkeit der Chern-, Pontrjagin- und Euler-Zahlen als hilfreich
erkennen.

32.10 Â-Klassen

Die Â-Klassen heißen auch Â-Geschlecht (A-Dach-Geschlecht), oder Dirac-Geschlecht,
und wurden neben anderen Charakteristischen Klassen von Hirzebruch eingeführt. Sie
tauchen im Atiyah-Singer-Indexsatz für euklidische Dirac-Operatoren auf Spinbündeln
auf und sind daher besonders für Physiker interessant.

Analog zu den multiplikativen Charakteristischen Klassen der Chern-Klasse definiert
man zunächst multiplikative Charakteristische Klassen zur Pontrjagin-Klasse.
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Definition 32.10.1 (Multiplikative Klassen) Sei p ein Element der kommutati-
ven, graduierten Algebra R =

⊕
j R

j über einem Körper K mit dem Einselement 1,
und sei g(x) eine formale Potenzreihe über K, d.h.

p ∈ R , p ..= 1 +
∞∑
j=1

pj ,

fR : R→ R , fR(p) ..= exp(Λlog(g)(log(p))) , (32.10.1)

mit k ∈ N und log(1 + y) =
∞∑
l=1

(−1)l+1y
l

l
. (32.10.2)

Seien p = p(F) die totale Pontrjagin-Klasse eines reellen Vektorbündels oder Prinzi-
palbündels E vom Rang k über der Basismannigfaltigkeit M , K = R, Rj = H4j(M,R),
R = H4∗(M,R), dann heißt

f̃E(p) ..= exp(Λlog(g)(log(p(F)))) . (32.10.3)

die multiplikative Klasse von E bezüglich g.

Multiplikativ heißen die Klassen f̃E(p) weil ebenso wie in 32.7.19 gilt:

f̃E1⊕E2(p) = f̃E1(c) ∧ f̃E2(c) . (32.10.4)

Die von Bär (2011) (S. 20 ff.) stammende obige kunstvolle Definition und Konstruktion
der multiplikativen Klasse f̃E(p) bezüglich g eignet sich nun, wie wir sogleich sehen
werden, sehr gut für die Reihenentwicklung in F . Andererseits verbirgt diese Definition
die ebenso bedeutsame Spektraldarstellung von f̃E(p), die zunächst aufgezeigt werden
soll.

Lemma 32.10.2 Seien die λj mit j ∈ 1, . . . , [k2 ] die Eigenwerte von 1
2πFEC . Dann gilt

für multiplikative Klasse f̃E(p) bezüglich g die folgende Spektraldarstellung:

f̃E(p) =
[ k2 ]∏
j=1

g(λ2
j) . (32.10.5)

Beweis: Für die totale Pontrjagin-Klasse p gilt (32.9.15):

p =
[ k2 ]∏
j=1

(1 + λ2
j) ⇒
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log(p) =
[ k2 ]∑
j=1

log(1 + λ2
j) =

[ k2 ]∑
j=1

∞∑
l=0

(−1)l+1 1
l
(λ2

j)l .

Nach Definition (32.7.5) gilt für den l-ten Term von Λg, hier als Λg,l bezeichnet, in
Bezug auf den l-ten Term von g, hier als gl bezeichnet:

Λg,l = (−1)l+1 · l · gl ⇒

Λlog(g),l = (−1)l+1 · l · (log(g)l) ⇒

Λlog(g)(log(p)) =
[ k2 ]∑
j=1

∞∑
l=0

(−1)l+1 · l · (log(g)l(−1)l+1 1
l
(λ2

j)l)

=
[ k2 ]∑
j=1

∞∑
l=0

(log(g)l(λ2
j)l) =

[ k2 ]∑
j=1

log(g(λ2
l ) ⇒

f̃E(p) = eΛlog(g)(log(p)) = e
∑[ k2 ]
j=1 log(g(λ2

l ) =
[ k2 ]∏
j=1

elog(g(λ2
l ) =

[ k2 ]∏
j=1

g(λ2
l ) . 2

Die totale Â-Klasse wird nun als multiplikative Charakteristische Klasse aus der totalen
Pontrjagin-Klasse abgeleitet. Als Potenzreihe g(x) dient hier die folgende Funktion:

g(x) ..=
√
x

2

sinh(
√
x

2 )
. (32.10.6)

Mit dem obigen Lemma folgt sofort die Spektraldarstellung von Â(F):

Â(F) =
[ k2 ]∏
j=1

λj
2

sinh(λj2 )
. (32.10.7)

Nun zur Reihenentwicklung. Man stellt g(x) als Potenzreihe dar und findet für die
ersten Glieder:

sinh(
√
x

2 ) = (
√
x

2 ) + 1
3!(
√
x

2 )3 + 1
5!(
√
x

2 )5 + 1
7!(
√
x

2 )7 + . . . , (32.10.8)

sinh(
√
x

2 )
(
√
x

2 )
= 1 + 1

3!(
x

4 ) + 1
5!(

x2

16) + 1
7!(

x3

64) + . . . .
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Mit

1 + y ..=
sinh(

√
x

2 )
(
√
x

2 )
= 1 + 1

3!(
x

4 ) + 1
5!(

x2

16) + 1
7!(

x3

64) + . . . und

1
(1 + y) = 1− y + y2 − y3 ± . . . (32.10.9)

folgt

g(x) =
√
x

2

sinh(
√
x

2 )
= 1

(1 + y)

= 1− [ 1
3!(

x

4 ) + 1
5!(

x2

16) + 1
7!(

x3

64) + . . .]

+ [ 1
3!(

x

4 ) + 1
5!(

x2

16) + 1
7!(

x3

64) + . . .]2

− [ 1
3!(

x

4 ) + 1
5!(

x2

16) + 1
7!(

x3

64) + . . .]3 ± . . .

= 1− [ 1
3!(

x

4 ) + 1
5!(

x2

16) + 1
7!(

x3

64) + . . .]

+ [( 1
3! · 4)2x2 + 2

3!5! · 64x
3 + . . .]

− [( 1
3! · 4)3x3 + . . .]± . . .

= 1− 1
24x+ ( −1

5! · 16 + 1
3!3! · 16)x2 − ( 1

7! · 64 −
2

3!5! · 64 + 1
3!3!3! · 64)x3 ± . . .

= 1− 1
24x+ −3!3! + 5!

3!3!5! · 16 x
2 − (3!3!3!5!− 2 · 3!3!7! + 5!7!

3!3!3!5!7! · 64 )x3

= 1− 1
24x+ 84

3!3!5! · 16x
2 − 267840

3!3!3!5!7! · 64x
3 ± . . .

= 1− 1
24x+ 7

2!3!5! · 4x
2 − 31

2!2!2!4!7!x
3 ± . . .

= 1− 1
24x+ 7

5760x
2 − 31

967680x
3 ± . . . .

Nun muß log(g(x)) als Potenzreihe bestimmt werden:

log(g(x)) = log(1 + z) = z1

1 −
z2

2 + z3

3 ∓ . . .
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= log(1 + (− 1
24x+ 7

2!3!5! · 4x
2 − 31

2!2!2!4!7!x
3 ± . . .))

= [− 1
24x+ 7

2!3!5! · 4x
2 − 31

2!2!2!4!7!x
3 ± . . .]

− 1
2[− 1

24x+ 7
2!3!5! · 4x

2 − 31
2!2!2!4!7!x

3 ± . . .]2

+ 1
3[− 1

24x+ 7
2!3!5! · 4x

2 − 31
2!2!2!4!7!x

3 ± . . .]3 ∓ . . .

= − 1
24x+ ( −1

2 · 4 · 4 · 6 · 6 + 7
2!3!5! · 4)x2

+ (− 31
2!2!2!4!7! + 7

4 · 6 · 2!3!5! · 4 −
1

3 · 4 · 4 · 4 · 6 · 6 · 6)x3 + . . .

= − 1
24x+ ( −5 + 7

2!3!5! · 4)x2 + (−93 + 147− 70
2!2!2!4!7! · 3 )x3 + . . .

= − 1
24x+ 1

3!5! · 4x
2 − 1

2!3!7! · 3x
3 + . . .

= − 1
24x+ 1

2880x
2 − 1

181440x
3 + . . .

Mit 32.7.4 angewandt auf H4∗(M,R) ergibt sich für Λg:

Λg : H4∗(M,R)→ H4∗(M,R) , Λg|H4j ..= (−1)j+1 · j · gj , (32.10.10)

also in diesem Fall:

Λlog(g)|H0(M,R) = 0 , Λlog(g)|H4·1(M,R) = − 1
24 ,

Λlog(g)|H4·2(M,R) = − 1
3!5! · 2 = − 1

1440 ,

Λlog(g)|H4·3(M,R) = − 1
2!3!7! = − 1

60480 .

Die aus der Pontrjagin-Klasse p(FE) abgeleitete multiplikative Charakteristische Klasse
Â(F) ..= f̃E(p) ergibt sich dann mit den Termen bis zur dritten Ordnung zu:

log(p(F)) = log(p0(F) + p1(F) + p2(F) + p3(F) + . . .)

= log(1 + p1(F) + p2(F) + p3(F) + . . .)

= [p1(F) + p2(F) + p3(F) + . . .]

− 1
2[p1(F) + p2(F) + p3(F) + . . .]2
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+ 1
3[p1(F) + p2(F) + p3(F) + . . .]3

= p1(F) + [p2(F)− 1
2p1(F) ∧ p1(F)]

+ [p3(F)− p1(F) ∧ p2(F) + 1
3p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)] .

Λlog(g)(log(p(F))) = − 1
24p1(F)− 1

3!5! · 2[p2(F)− 1
2p1(F) ∧ p1(F)]

− 1
2!3!7! [p3(F)− p1(F) ∧ p2(F) + 1

3p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)] .

Â(F) = exp(Λlog(g)(log(p(F))))

= 1 + Λlog(g)(log(p(F))) + 1
2! [Λlog(g)(log(p(F)))]2

+ 1
3![Λlog(g)(log(p(F)))]3 + . . . (32.10.11)

Geordnet nach Potenzen führt das zu:

Â(F) = Â(F)0 + Â(F)1 + Â(F)2 + Â(F)3 + . . . , mit (32.10.12)

Â(F)0 = 1 , (32.10.13)

Â(F)1 = − 1
24p1(F) , (32.10.14)

Â(F)2 = − 1
3!5! · 2(p2(F)− 1

2p1(F) ∧ p1(F)) + 1
2! · 24 · 24p1(F) ∧ p1(F)

= 1
3!5! · 2 · 4[−4p2(F) + ( 1

3!5! · 4 + 1
2! · 24 · 24)p1(F) ∧ p1(F)]

= 1
3!5! · 2 · 4[−4p2(F) + 2 + 5

3!5! · 2 · 4p1(F) ∧ p1(F)]

= 1
5760[−4p2(F) + 7p1(F) ∧ p1(F)] , (32.10.15)

Â(F)3 = − 1
2!3!7! [p3(F)− p1(F) ∧ p2(F) + 1

3p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)]

+ 1
3!5! · 2 · 24[p1(F) ∧ p2(F)− 1

2p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)]
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− 1
3! · 24 · 24 · 24[p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)]

= 1
3 · 2!3!7! · 4 · 4[−48(p3(F)− p1(F) ∧ p2(F) + 1

3p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F))

+ 84(p1(F) ∧ p2(F)− 1
2p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F))

− 35(p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F))]

= 1
3 · 2!3!7! · 4 · 4[−48p3(F) + 132p1(F) ∧ p2(F)− 93p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)]

= 1
2!3!7! · 4 · 4[−16p3(F) + 44p1(F) ∧ p2(F)− 31p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)]

= 1
967680[−16p3(F) + 44p1(F) ∧ p2(F)− 31p1(F) ∧ p1(F) ∧ p1(F)] .

(32.10.16)

32.11 Euler-Klasse

Sei M eine 2l-dimensionale orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, also m ..=
dim(M) = 2l und sei TpM der entsprechende Tangentialraum der Dimension k =
dim(TpM) = 2l am Punkt p ∈ M . Man betrachtet das reelle Vektorbündel
(EM ,M, π, TpM,SO(2l)) als Rahmenbündel, d.h. man führt das übliche symmetrische
Skalarprodukt auf der Faser F = TpM = R2l ein und als Struktur-Liegruppe die ortho-
gonale Gruppe O(2l). Wegen der Orientierbarkeit kann man die Struktur-Liegruppe auf
die spezielle orthogonale Gruppe SO(2l) einschränken. Seien also p ∈M , {ea} eine Or-
thonormalbasis des Tangentialraums TpM und {θa} die entsprechende duale Basis des
Kotangentialraums T ∗pM , und Rab = 1

2Rabcdθ
c ∧ θd die Cartansche Krümmungs-2-Form

(15.9.3). Damit ist dann die Krümmungs-2-Form FE ..= R eine schiefsymmetrische
reelle Matrix aus g = so(2l).

In 32.9.10 hatten wir gesehen, daß jede reelle schiefsymmetrische Matrix A der Dimen-
sion 2l unitär äquivalent zu folgender Diagonalmatrix ist:

A '



−iλ1 0 · · · · · · 0
0 iλ1

...
... −iλ2

...
... iλ2 0
... . . .


mit λj ∈ R . (32.11.1)
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Dies ist auch unitär aquivalent zu der folgende reellen Darstellung

A '



0 λ1 · · · · · · 0
−λ1 0 ...
... 0 λ2

...
... −λ2 0
... . . .


. (32.11.2)

Also ist

det(A) =
l∏

i=1

λ2
i . (32.11.3)

Dies legt es nahe, als grundlegende Struktur die Quadratwurzel von det(A) zu betrach-
ten.

Definition 32.11.1 Sei A eine reelle schiefsymmetrische Matrix der Dimension 2l mit
den Eigenwerten {∓λi | i = 1, . . . , l}, dann heißt die Quadratwurzel von det(A) die
Pfaffsche Determinate Pf(A):

Pf(A) ..= (det(A)) 1
2 = (−1)l

l∏
i=1

λi . (32.11.4)

Hierbei ist der Faktor (−1)l ein frei wählbarer Phasenfaktor.

Lemma 32.11.2
Pf(A) = (−1)l

2ll!
∑
π

sgn(π)Aπ(1)π(2)Aπ(3)π(4) · · ·Aπ(2l−1)π(2l) . (32.11.5)

Beweis: Da det(A) invariant unter unitären Transformationen ist, folgt das gleiche
auch für Pf(A). Also kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß A
die Form von 32.11.2 hat. Dann gibt es 2l Permutationen im obigen Ausdruck für Pf(A),
die Aij in Aji überführen und l! Permutationen, welche die Indexpaare vertauschen. Also
folgt

(−1)l
2ll!

∑
π

sgn(π)Aπ(1)π(2)Aπ(3)π(4) · · ·Aπ(2l−1)π(2l) = (−1)lA12A34 · · ·A2l−1,2l

= (−1)l
l∏

i=1

λi = Pf(A) . 2

Jetzt wird die Euler-Klasse als die Quadratwurzel der Pontrjagin-Klasse pl(FE) defi-
niert:
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Definition 32.11.4 Sei M eine 2l-dimensionale orientierbare Riemannsche Mannig-
faltigkeit, also m ..= dim(M) = 2l und sei TpM der entsprechende Tangentialraum der
Dimension k = dim(TpM) = 2l am Punkt p ∈M und sei (EM ,M, π, TpM,SO(2l)) das
reelle Rahmenbündel, dessen Cartansche Krümmungs-2-Form R eine so(2l)-Matrix ist,
dann ist die Eulerklasse e(R) die Wurzel der Pontrjagin-Klasse pl(R), d.h.

e(R) ∧ e(R) ..= pl(R) = det( 1
2πR) ⇔ (32.11.6)

e(R) = ( 1
2π )lPf(R) . (32.11.7)

Für ungeradzahlig-dimensionale Mannigfaltigkeiten wird e(R) = 0 definiert.

Für eine 2-dimensionale, orientierbare, randlose Riemannsche MannigfaltigkeitM ergibt
sich also:

e(R) = ( 1
2π )Pf(R) = (−1)1

(4π)11ε
abRab = − 1

2πR12 . (32.11.8)

Und für eine 4-dimensionale, orientierbare, randlose Riemannsche Mannigfaltigkeit M
ergibt sich:

e(R) = ( 1
2π )2Pf(R) = (−1)2

(4π)22
∑
π

sgn(π)Rπ(1)π(2)Rπ(3)π(4)

= 1
2(4π)2 ε

abcdRab ∧Rcd . (32.11.9)

32.12 Nieh-Yan-Klasse

Im Jahr 1982 haben die chinesischen Physiker Nieh und Yan eine neue topologische
Invariante in Riemann-Cartan-Räumen, also Räumen mit Krümmung und Torsion, vor-
gestellt (Nieh u. Yan (1982), Nieh (2007)). Der Gedanke ist eigentlich recht einfach:
das Integral einer exakten m-Form in einem m-dimensionalen Riemann-Cartan Raum
hängt nur von den Randwerten ab. Seien Rab die Krümmungs-2-Form und Ta die
Torsions-2-Form. Mit Cartan-1 (15.9.4) und Bianchi-1 (15.9.6) folgt:

d(Ta ∧ θa) = dTa ∧ θa + dθa ∧ Ta

= (Rab ∧ θb − ωab ∧ T b) ∧ θa + (T a ∧ Ta − ωab ∧ θb ∧ Ta)

= −Rab ∧ θa ∧ θb − ωab ∧ θa ∧ T b − ωab ∧ θb ∧ T a + T a ∧ Ta

= −Rab ∧ θa ∧ θb − ωab ∧ θa ∧ T b + ωab ∧ θa ∧ T b + T a ∧ Ta

= −Rab ∧ θa ∧ θb + T a ∧ Ta . (32.12.1)

Damit ist −Rab ∧ θa ∧ θb + T a ∧ Ta die topologische Nieh-Yan-Invariante.
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32.13 Charakteristische Zahlen 1: Chern-, Pontrajagin-,
Euler-Zahlen

Aus den charakteristischen Klassen können durch Integration über die zugrunde liegen-
de kompakte Mannigfaltigkeit charakteristischen Zahlen gewonnen werden. Daß diese
Zahlen sogar ganzzahlig sind, ist aber alles andere als trivial. Physiker sprechen hier
gelegentlich von topologischen Ladungen. Wir wollen dies anhand der Chern-Zahlen, der
Pontrjagin-Zahlen und der Euler-Zahlen vorführen. Der zugrunde liegende Gedanke ist
naheliegend:
sei M eine 2l-dimensionale, orientierbare, kompakte, randlose Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, also m ..= dim(M) = 2l und sei TpM der entsprechende Tangentialraum der
Dimension k = dim(TpM) = 2l am Punkt p ∈M und sei (EM ,M, π, TpM,SO(2l)) das
reelle Rahmenbündel, dessen Cartansche Krümmungs-2-Form R eine so(2l)-Matrix ist,
dann kann man die höchste charakteristische Klasse mit Index k

2 = l, die ja gerade eine
k-Form enthält, über M integrieren und erhält eine topolgische Invariante.
Wir beginnen mit den Euler-Zahlen, die wir ja bereits unter dem Namen Euler-Charak-
teristik kennengelernt haben. Den verallgemeinerten Gauß-Bonnet-Satz (23.1.2) kann
man mittels der Euler-Klasse und der ganzzahligen Euler-Charakteristik χ(M) auch
folgendermaßen formulieren:

Lemma 32.13.1 ∫
M

e(R) = χ(M) ∈ Z . (32.13.1)

Beweis: In 23.1.2 wurde der Gauß-Bonnet-Satz in 2l Dimensionen mit der Gaußschen
Krümmung KG (15.15.5), dem Volumen V (S2l) der 2l-dimensionalen Sphäre (23.1.1)
und der Euler-Charakteristik χ(M) in folgender Form bewiesen:∫
M

1
2l(2l)!

∑
µ1...µ2l

∑
ν1...ν2l

Rµ1µ2ν1ν2 · . . . ·Rµ2l−1µ2lν2l−1ν2lε
µ1...µ2lεν1...ν2l

1
det(g)dx

ν1 · · · dxν2l

= 1
2V (S2l)χ(M) .

Wir gehen jetzt mittels der m-Beine e µa und e aµ vom holonomen Koordinatensystem
{xµ} mit den 1-Formen {dxµ} zu einem nichtholonomen orthogonalen Koordinatensy-
stem (Rahmenfeld) ea mit den 1-Formen θa über:

g = gµνdx
µ ⊗ dxν = gµνe

µ
a e

ν
b θ

a ⊗ θb = δabθ
a ⊗ θb .

Mit den Krümmungskomponenten Ra1a2b1b2 bzgl. der nichtholonomen Basis lautet der
Gauß-Bonnet-Satz nun:∫

M

1
2l(2l)!

∑
a1...a2l

∑
b1...b2l

Ra1a2b1b2 · . . . ·Ra2l−1a2lb2l−1b2lε
a1...a2lεb1...b2ldθb1 · · · dθb2l
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= 1
2V (S2l)χ(M) .

Nun gehen wir zu den Krümmungs-2-Formen über mittels

Ra1a2 ..= 1
2
∑
b1b2

εb1b2Ra1a2b1b2dθ
b1dθb2 = 1

2Ra1a2b1b2dθ
b1 ∧ dθb2 etc.

und erhalten∫
M

1
(2l)!

∑
a1...a2l

εa1...a2lRa1a2 · . . . ·Ra2l−1a2l = 1
2
πl22l+1l!

(2l)! χ(M) ⇒

(−1)l
∫
M

(−1)l
πl22l(l)!

∑
a1...a2l

εa1...a2lRa1a2 · . . . ·Ra2l−1a2l = χ(M) ⇒

(−1)l
∫
M

(−1)l
(2π)l2l(l)!

∑
a1...a2l

εa1...a2lRa1a2 · . . . ·Ra2l−1a2l = χ(M) ⇒

(−1)l
∫
M

e(R) = χ(M) ,

wobei wir den Phasenfaktor (−1)l der Pfaffschen Determinanten durch eine Umkehrung
der Orientierung von M eliminieren können. 2

Wegen der Ganzzahligkeit der Euler-Charakteristik χ(M) ist also auch die Euler-Zahl∫
M
e(R) ganzzahlig.

Nun ist

e(R) ∧ e(R) = pl(R) = p̃l(RTpMR) = cl(RTpM) ∧ cl(RTpM) .

Wir wählen das positive Vorzeichen und setzen e(R) = cl(R). Damit sind auch die
Chernzahlen ganzzahlig: ∫

M

cl(R) = χ(M) ∈ Z . (32.13.2)

Nun lassen sich die Pontrjagin-Klassenelemente pl(R) ja als ganzzahlige Linearkom-
ponenten der Chern-Klassenelemente darstellen, also sind auch die Pontrjagin-Zahlen
Pl(M) ganzzahlig:

Pl(M) ..=
∫
M

pl(R) ∈ Z . (32.13.3)
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32.14 Charakteristische Zahlen 2: Nieh-Yan-Zahlen

Analog zu den Chern-, Pontrjagin- und Euler-Zahlen kann man jetzt auch aus der Nieh-
Yan-Klasse eine charakteristische Zahl ableiten. Bei der Herleitung der Euler-Zahlen
konnten wir uns auf den verallgemeinerten Gauß-Bonnet-Satz (23.1.2) stützen. Dieser
ist im Zusammenhang mit der Torsion aber nicht von Nutzen. Ein Beweis zu den Nieh-
Yan-Zahlen findet sich in Kürze bei Nieh u. Yan (1982), Nieh (2007), etwas klarer bei
Chandía u. Zanelli (1997), und hoffentlich noch klarer und ausführlicher hier :-)
Der Ausgangspunkt der Überlegungen ist die Feststellung, daß SO(n)/SO(n−1) gerade
gleich der Sphäre Sn ist, wobei Sn ⊂ Rn+1 voraussetzt wird.
Weiter geht in die folgenden Beweise ein, daß die Torsion von Sn gleich Null ist ,
d.h. T a = 0, a ∈ {1, . . . , n}, denn in orthogonalen hypershärischen Koordinaten
{ϕ1, . . . , ϕn} (s.u.) gilt mit 15.6.2:

∂

∂ϕb
( ∂

∂ϕc
) = ωabc(

∂

∂ϕa
) = 0 ⇒ ωabc = ωacb ⇒ T a = 0 . (32.14.1)

Lemma 32.14.1
Sn = SO(n)/SO(n− 1) . (32.14.2)

Beweis: Seien an ∈ SO(n) und an−1 ∈ SO(n− 1). Mit an(an)T = 1 folgt:

an/an−1 =



0 . . . . . . 0 an1n
... ... an2n
... ... ...
0 . . . . . . 0 an(n−1)n

−an1n −an(n−1)n annn


⇒

n∑
i=1

(anin)2 = 1 . 2

Und das ist gerade die Definitionsgleichung für Sn mit den Koordinaten {anin | 1 ≤ i ≤
n}.

Im nächsten Schritt soll die Cartansche Zusammenhangsform ωab (siehe 15.9.1) von Sn
bestimmt werden. Da Sn keine Torsion hat kann hierzu 15.9.4 mit T a = 0 verwendet
werden.
Noch ein Wort zur Nomenklatur: da wir {θa} an einem Punkt p ∈ Sn als Basis der
1-Formen Ω1(Sn)|p verwenden, sollen die diversen Winkel der Sphäre mit ϕ1, . . . , ϕn

bezeichnet werden, wobei gelte 0 ≤ ϕ1 ≤ 2π
und 0 ≤ ϕa ≤ π für a > 1. Wir orientieren uns an Freedman u. Van Proeyen (2012), S.
488 (in unseren Bezeichnungen).
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Der Fall von S2 ist ja vertraut:

x1 = sinϕ2 sinϕ1 , x2 = sinϕ2 cosϕ1 , x3 = cosϕ2 ; (32.14.3)

(ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= (cosϕ2 sinϕ1dϕ2 + sinϕ2 cosϕ1dϕ1)2

+ (cosϕ2 cosϕ1dϕ2 − sinϕ2 sinϕ1dϕ1)2

+ (− sinϕ2dϕ2)2

= (cosϕ2)2(dϕ2)2 + (sinϕ2)2(dϕ1)2 + (sinϕ2)2(dϕ2)2

= (dϕ2)2 + (sinϕ2)2(dϕ1)2 , (32.14.4)

bzw. in den nichtholonomen 1-Formen θ1 und θ2:

(ds)2 = θ2 ⊗ θ2 + θ1 ⊗ θ1

mit θ2 ..= dϕ2 und θ1 ..= (sinϕ2)dϕ1 . (32.14.5)

Für den Zusammenhang ω1
2 ergibt sich mittels der 1. Cartanschen Strukturgleichung

15.9.4 mit T 1 = 0:

0 = dθ1 + ω1
2 ∧ θ2 = cosϕ2dϕ2 ∧ dϕ1 + ω1

2 ∧ dϕ2 ⇒

ω12 = ω1
2 = (cosϕ2)dϕ1 . (32.14.6)

R12 = dω12 + ω1
c ∧ ωc2 = dω12

= −(sinϕ2)dϕ2 ∧ dϕ1 = (sinϕ2)dϕ1 ∧ dϕ2 = θ1 ∧ θ2 (32.14.7)

Damit ergibt sich die Gaußsche Krümmung KG von S2 wenig überraschend zu:

KG ..= R12
12 = 1 . (32.14.8)

Nun soll die Verallgemeinerung von S2 auf Sn gezeigt werden. Die Koordinaten {xa(n)}
mit 1 ≤ a ≤ n+1 der Sphäre Sn werden ausgehend von der Sphäre S2 wie folgt rekursiv
definiert:

x1
(2) ..= sinϕ2 sinϕ1 , x2

(2) ..= sinϕ2 cosϕ1 , x3
(2) ..= cosϕ2 ;

xa(n) ..= sinϕnxa(n−1) für 1 ≤ a ≤ n ,

xn+1
(n) ..= cosϕn , mit (32.14.9)

0 ≤ ϕ1 ≤ 2π und 0 ≤ ϕa ≤ π für 1 < a ≤ n+ 1 .
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Lemma 32.14.3 Für Sn gilt mit den obigen Koordinaten:

(ds)2
(n) = (dϕn)2 + (sinϕn)2(ds)2

(n−1) , (32.14.10)

θn(n) = dϕn , θa(n) = (sinϕn)θa(n−1) mit 1 ≤ a ≤ n− 1 , (32.14.11)

Für die n× n dimensionale Matrix ωAB(n) der Zusammenhangs-1-Formen gilt:

ωAB(n) =
(

ωab(n−1) cosϕnθa(n−1)

− cosϕnθb(n−1) 0

)
, mit

{
A,B ∈ {1, . . . , n},
a, b ∈ {1, . . . , n− 1}.

(32.14.12)

Beweis: Der Fall mit n = 2 wurde ja bereits oben gezeigt. Für den n-dimensionalen
Fall gilt jetzt: {

Sn :
∑n

a=1 x
a
(n) + (xn+1

(n) )2 = 1 ,
Sn−1 :

∑n
a=1 x

a
(n−1) = 1 ,

mit 1 ≤ a ≤ n .

xn+1
(n) = cosϕn , xa(n) = sinϕnxa(n−1) ,

dxn+1
(n) = (− sinϕn)dϕn ,

dxa(n) = (cosϕa)dϕaxa(n−1) + (sinϕa)dxa(n−1) .

(ds(n))2 =
n∑
a=1

dxa(n) + (dxn+1
(n) )2

=
n∑
a=1

[(cosϕn)dϕnxa(n−1) + (sinϕn)dxa(n−1)]2 + [(sinϕn)dϕn]2

= (cosϕn)2(dϕn)2
n∑
a=1

(xa(n−1))2 + (sinϕn)2
n∑
a=1

(dxa(n−1))2]

(cosϕn)(sinϕn)dϕn
n∑
a=1

2xa(n−1)dx
a
(n−1)

+ (sinϕn)2(dϕn)2

= ((cosϕn)2 + (sinϕn)2)(dϕn)2 + (sinϕn)2(ds(n−1))2

+ (cosϕn)(sinϕn)dϕn
n∑
a=1

d(xa(n−1))2
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= (dϕn)2 + (sinϕn)2(ds(n−1))2

+ (cosϕn)(sinϕn)dϕnd
n∑
a=1

(xa(n−1))2

= (dϕn)2 + (sinϕn)2(ds(n−1))2 + (cosϕn)(sinϕn)dϕnd(1)

= (dϕn)2 + (sinϕn)2(ds(n−1))2 .

Mit

(ds(n))2 =
n∑

A=1

θA(n) ⊗ θA(n) und (ds(n−1))2 =
n−1∑
a=1

θa(n−1) ⊗ θa(n−1)

folgt sofort für die nichtholonomen 1-Formen θn(n) und θa(n):

θn(n) = dϕn , θa(n) = (sinϕn)θa(n−1) mit 1 ≤ a ≤ n− 1 .

Und mit der 1. Cartanschen Strukturgleichung 15.9.4 mit T a = 0 folgt ähnlich wie im
obigen Fall bei S2:

0 = dθa(n) + ω a
(n) b ∧ θb(n) .

Sei 1 ≤ a, b ≤ n− 1, dann folgt:

0 = (cosϕn)dϕn ∧ θa(n−1) + (sinϕn)dθa(n−1)

+ ω a
(n) b ∧ (sinϕn)θb(n−1) + ω a

(n) n ∧ dϕn .

Jetzt müssen die dϕn-Terme gleich Null sein, d.h.

0 = −(cosϕn)θa(n−1) ∧ dϕn + ω a
(n) n ∧ dϕn ⇒

ω a
(n) n = (cosϕn)θa(n−1) .

Dann müssen aber auch die restlichen Terme gleich Null sein, d.h.

0 = (sinϕn)dθa(n−1) + ω a
(n) b ∧ (sinϕn)θb(n−1) ⇒

0 = dθa(n−1) + ω a
(n) b ∧ θb(n−1) .

Nun ist dies aber gerade gleich der 1. Cartanschen Strukturformel für ω a
(n−1) b bei Tor-

sionsfreiheit, also folgt

ω a
(n) b = ω a

(n−1) b . 2
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Aus der Zusammenhangs-1-Form ωAB(n) soll jetzt mit der 2. Cartanschen Strukturglei-
chung die Krümmungs-2-Form RAB bestimmt werden.

Lemma 32.14.5 Sn ist ein sog. ’maximal symmetrischer Raum’, d.h. es gilt für die-
Krümmung:

RAB
(n) = dωAB(n) + ω A

(n) C ∧ ω C
(n) B = θA(n) ∧ θB(n) . (32.14.13)

Beweis: Der Beweis geschieht mittels vollständiger Induktion. Der Induktionsanfang
ist durch 32.14.7 gegeben. Jetzt gelte die Behauptung also für (n− 1). Dann folgt:

RAB
(n) = dωAB(n) + ω A

(n) C ∧ ω C
(n) B

=
(
Rab

(n−1) − (cos2 ϕn)θa(n−1) ∧ θb(n−1) Ran
(n−1)

−Ran
(n−1) 0

)
.

Dabei gilt wegen der Induktionsannahme für (n− 1):

Rab
(n−1) − (cos2 ϕn)θa(n−1) ∧ θb(n−1) = θa(n−1) ∧ θb(n−1) − (cos2 ϕn)θa(n−1) ∧ θb(n−1)

= (sin2 ϕn)θa(n−1) ∧ θb(n−1) = θan ∧ θbn .

Für Ran
(n−1) folgt:

Ran
(n−1) = (− sinϕn)dϕn ∧ θa(n−1) + (cosϕn)dθa(n−1)

+ ω a
(n−1) c ∧ ωcn(n−1) + ω a

(n) n ∧ ωnn(n)

= −θn(n) ∧ θa(n) + (cosϕn)dθa(n−1) + ω a
(n−1) c ∧ ωcn(n−1)

= θa(n) ∧ θn(n) + (cosϕn)dθa(n−1) + ω a
(n−1) c ∧ (cosϕn)θc(n−1)

= θa(n) ∧ θn(n) + (cosϕn)T a = θa(n) ∧ θn(n) . 2

Soweit so gut.

Nun gibt es aber ein Problem: in allen Originalarbeiten zu den Nieh-Yan Invarianten,
beginnend mit Nieh u. Yan (1982), taucht unter dem schlichten Verweis auf die Geome-
trie und Topologie des kosmologischen de Sitter Modells die n×n dimensionale Matrix
ω̄AB(n) der Zusammenhangs-1-Formen in folgender Form auf:

ω̄AB(5) =
(

ωab(5−1)
1
L
θa(5−1)

− 1
L
θb(5−1) 0

)
, mit

{
A,B ∈ {1, . . . , 5},
a, b ∈ {1, . . . , 4},

(32.14.14)

wobei L der Radius des de Sitter Kosmos sei.
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Problematisch ist der Verweis auf die Zusammenhangsform des kosmologischen de Sitter
Modells, da die dort zugrunde liegenden Mannigfaltigkeiten SO(1, 4) und SO(1, 3) als
pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten ja nicht kompakt und damit topologisch doch
sehr verschieden von den Riemannschen Mannigfaltigkeiten SO(5) und SO(4) sind.
Eine sehr schöne Beschreibung der de Sitter Raumzeit findet sich z.B. in Hawking u.
Ellis (1973), S. 124 ff.
Wenn wir uns aber an die Methode der konformen Transformationen erinnern (siehe
z.B. Nakahara (2003), S. 274 ff.), dann können wir die obige Sn Zusammenhangs-1-Form
ωAB(n) aus 32.14.12 in eine zu 32.14.14 ähnliche Form transformieren.

Definition 32.14.7 Seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p ∈ M , und f :
M →M ein Diffeomorphismus, dann heißt f eine Isometrie, wenn gilt:

f ∗gf(p) = gp . (32.14.15)

Sei σ ∈ F(M), d.h. σ sei eine C∞-Funktion auf M , dann heißt f eine konforme
Transformation, wenn gilt:

f ∗gf(p) = e2σgp . (32.14.16)

Man sieht also sofort, daß konforme Transformationen Verallgemeinerungen von Isome-
trien sind. Das Schöne an konformen Transformationen ist, daß sie alle Winkel erhalten
und damit zwar die Skalen auf der Mannigfaltigkeit ändern, aber die Gestalt erhalten.
Seien X, Y ∈ TpM , dann folgt mit 15.10.1:

cosϕ = gp(X, Y )
[gp(X,X)gp(Y, Y )] 1

2
⇒

cosϕ′ =
gf(p)(f∗X, f∗Y )

[gf(p)(f∗X, f∗X)gf(p)(f∗Y, f∗Y )] 1
2

=
f ∗gf(p)(X, Y )

[(f ∗gf(p)(X,X))(f ∗gf(p)(Y, Y ))] 1
2

= e2σgp(X, Y )
[(e2σgp(X,X))(e2σgp(Y, Y ))] 1

2
= cosϕ .

Sei S2 wie oben durch sphärische Koordinaten beschrieben:

x1 = sinϕ2 sinϕ1 , x2 = sinϕ2 cosϕ1 , x3 = cosϕ2 ⇒
3∑
i=i

(xi)2 = 1 ,

(ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= (dϕ2)2 + (sinϕ2)2(dϕ1)2 ,

dann entspricht der Transformation (ds̃)2 = r2(ds)2 gerade der Übergang zu
∑3

i=i(x̃i)2 =
r2 , also zu einer Sphäre mit geändertem Radius.
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Lemma 32.14.8 Sei Sn wie oben eine n-dimensionale Sphäre, dann stellt

ϕ̃n ..= log(tan ϕ
n

2 ) (32.14.17)

eine konforme Transformation dar und führt zu folgender n× n dimensionalen Matrix
ω̃AB(n) der Zusammenhangs-1-Formen:

ω̃AB(n) =
(

ωab(n−1) −θ̃a(n−1)

+θ̃b(n−1) 0

)
, mit

{
A,B ∈ {1, . . . , n},
a, b ∈ {1, . . . , n− 1}.

(32.14.18)

Beweis:

dϕ̃n = [ d

dϕn
log(tan ϕ2

n

)] dϕn = [ 1
tan ϕ

2
n

d

dϕn
sin ϕn

2
cos ϕn

2
] dϕn

= [
cos ϕ

2
n

sin ϕ
2
n

1
2 cos2 ϕ

2
n − (−1)1

2 sin2 ϕ
2
n

cos2 ϕ
2
n ] dϕn

= [ 1
2 sin ϕ

2
n cos ϕ

2
n ] dϕn = [ 1

sinϕn ] dϕn .

(ds(n))2 =
n∑
a=1

dxa(n) + (dxn+1
(n) )2 = (dϕn)2 + (sinϕn)2(ds(n−1))2 ⇒

(ds(n))2 = (sinϕn)2[dϕ̃n + (ds(n−1))2]

(ds̃(n))2 = [dϕ̃n + (ds(n−1))2] .

Dies zeigt, daß die Transformation von ϕn nach ϕ̃n tatsächlich eine konforme Transfor-
mation ist.
Mit

(ds̃(n))2 =
n∑

A=1

θA(n) ⊗ θA(n) und (ds(n−1))2 =
n−1∑
a=1

θa(n−1) ⊗ θa(n−1)

folgt sofort für die nichtholonomen 1-Formen θ̃n(n) und θ̃a(n):

θ̃n(n) = dϕ̃n , θ̃a(n) = θ̃a(n−1) mit 1 ≤ a ≤ n− 1 .

Weiter geht es wie oben mit der 1. Cartanschen Strukturgleichung 15.9.4 mit T a(n) = 0:

0 = dθ̃a(n) + ω̃ a
(n) b ∧ θ̃b(n) mit 1 ≤ a, b ≤ n .
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Für a = n, b ∈ {1, . . . , n} folgt wegen der Antisymmetrie von ω̃ a
(n) b , d.h. speziell wegen

ω̃ n
(n) n = 0, daß der Indexbereich von b eingeschränkt werden kann auf b ∈ {1, . . . , n−1}:

0 = dθ̃n(n) + ω̃ n
(n) b ∧ θb(n) = ddϕ̃n + ω̃ n

(n) b ∧ θb(n) = ω̃ n
(n) b ∧ θb(n) ⇒

ω̃ n
(n) b = −ω̃ b

(n) n ∼θb(n) , wir wählen: ω̃ b
(n) n = −θb(n) .

Für a, b ∈ {1, . . . , n− 1} folgt:

dθ̃a(n) + ω̃ a
(n) b ∧ θ̃b(n) = dθ̃a(n−1) + ω̃ a

(n) b ∧ θ̃b(n−1) ⇒ ω a
(n) b = ω a

(n−1) b . 2

Etwas in diesem Beweis ist höchst bemerkenswert und die Grundlage für das Weitere:
Wir haben im obigen Beweis davon Gebrauch gemacht, daß die Torsion von SO(n)
verschwindet:

TA(n) ..= dθ̃A(n) + ω̃ A
(n) B ∧ θ̃B(n) = 0 mit 1 ≤ A,B ≤ n .

Die Einbettung von SO(n−1) in SO(n) kann nun aber sehr wohl eine Torsion besitzen!
Und diese benennen wir hier als T a(n−1) :

T a(n−1) ..= dθ̃a(n) + ω̃ a
(n) b ∧ θ̃b(n) = dθ̃a(n−1) + ω̃ a

(n−1) b ∧ θ̃b(n−1) mit 1 ≤ a, b ≤ n− 1 .

Aus der Zusammenhangs-1-Form ω̃AB(n) folgt für die Krümmungs-2-Form R̃AB
(n) :

R̃AB
(n) = dω̃AB(n) + ω̃ A

(n) C ∧ ω̃ C
(n) B =

(
Rab

(n−1) − θ̃a(n−1) ∧ θ̃b(n−1) −T̃ a(n−1)

T̃ b(n−1) 0

)
. (32.14.19)

Wir spezialisieren die Betrachtung jetzt auf die Einbettung von SO(4) in SO(5), also
n = 5. Die Pontrjagin-Klassen p̃1 von SO(5) und SO(4) sind definiert als (32.9.25):

p̃1(R̃AB
(5) ) = ( i2π )2(R̃AB

(5) ∧ R̃(5)BA) und p̃1(R̃ab
(4)) = ( i2π )2(R̃ab

(4) ∧ R̃(4)ba) .

Für R̃AB
(5) ∧ R̃(5)BA ergibt sich (mit 〈θ̃a | ẽb〉 = δab:

R̃AB
(5) ∧ R̃(5)BA = (Rab

(4) − θ̃a(4) ∧ θ̃b(4)) ∧ (R(4)ba − ẽ(4)b ∧ ẽ(4)a)

− T̃ a(4)T̃(4)a − T̃ b(4)T̃(4)b

= Rab
(4) ∧R(4)ba −Rab

(4)ẽ(4)b ∧ ẽ(4)a − θ̃a(4) ∧ θ̃b(4)R(4)ba − 2T̃ a(4)T̃(4)a

= Rab
(4) ∧R(4)ba − 2(R(4)abθ̃

b
(4) ∧ θ̃a(4) + T̃ a(4)T̃(4)a)

= Rab
(4) ∧R(4)ba − 2(T̃ a(4)T̃(4)a −R(4)abθ̃

a
(4) ∧ θ̃b(4)) . (32.14.20)
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N(M) ..=
∫
M

(T̃ a(4)T̃(4)a −R(4)abθ̃
a
(4) ∧ θ̃b(4)) = −1

2(
∫
M

R̃AB
(5) ∧ R̃(5)BA −

∫
M

Rab
(4) ∧R(4)ba)

= −1
2(2π

i
)2(
∫
M

p̃1(R̃AB
(5) )−

∫
M

p̃1(R̃ab
(4)))

= (2π2)(P1(SO(5))− P1(SO(4))) ∈ (2π2)Z. (32.14.21)

Also ist das Spektrum der Nieh-Yan-Zahlen gleich einer reellen Konstanten mal der
Differenz zweier Pontjagin-Zahlen, d.h. gleich einer reellen Konstanten mal einer ganzen
Zahl.
Zum Ende dieses Kapitels über Charakteristische Klassen und Charakteristische Zah-
len sei noch der Schlußsatz aus einem Festvortrag von Nieh (Nieh (2007)) zum 85.
Geburtstag von Chen Ning Yang (31.1) im Jahr 2007 zitiert:
„Torsion is a geometric property not well investigated in mathematics.. It is physicists’
search for an extension of Einstein’s general theory of relativity that torsion naturally
appears. The properties of the torsional topological invariant remains to be studied.”
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33.1 Friedrich E. P. Hirzebruch (1927 - 2012)

Abbildung 33.1: Atiyah & Hirzebruch,
K. Jacobs (1977), CC-BY-SA-2.0 de.

(Math. Inst. Oberwolfach)
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Friedrich_Hirzebruch]

Friedrich Hirzebruch war einer der bedeutend-
sten deutschen Mathematiker in der zweiten
Hälfte des 20. Jh. Er wurde bekannt für seine
grundlegenden Beiträge in der algebraischen
Geometrie, Topologie und Zahlentheorie.
Hirzebruch wurde 1927 in Hamm in Nordrhein-
Westalen geboren. Hirzebruchs Vater arbeite-
te als Rektor und als ein sehr inspirierender
Mathematik-Lehrer an einem Gymnasium und
brachte seinen Sohn schon in frühen Jahren
mit der Schönheit der Mathematik in Berüh-
rung. Im Jahr 1945 wurde er in den letzten
Wochen des Krieges noch von der Deutschen
Wehrmacht in eine Luftabwehr-Batterie ein-
berufen, überstand aber glücklicherweise die
letzten Kriegsmonate unbeschadet. Von 1945
bis 1950 studierte er Mathematik, Physik und
Mathematische Logik an der Universität in
Münster und an der ETH Zürich. In Zürich wurde er im Jahr 1950 bei Behnke und
Hopf promoviert. Das Thema seiner Dissertation war: Über vierdimensionale Riemann-
sche Flächen mehrdeutiger analytischer Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen.
Im Jahr 1952 heirateten er und Inge Spitzley und hatten gemeinsam drei Kinder, von
denen die beiden älteren Töchter dann auch Mathematik studierten.
Von 1952 bis 1954 forschte Hirzebruch in Princeton am Institute for Advanced Study.
Dort arbeitete er u.a. mit Kodaira und Bott zusammen und dort entstand sein Signatur-
satz und darauf aufbauend der heute sog. Hirzebruch-Riemann-Roch-Satz, eine Vorstufe
zu den Atiyah-Singer-Indexsätzen. Anschließend übernahm er eine Assistenzprofessur
in Princeton, bis er dann 1956 einem Ruf als Ordinarius an die Universität Bonn folgte,
wo er bis zu seiner Emeritierung im Jahr 1993 arbeitete. In diesen Jahren nahm er auch
zahlreiche kurze Gastprofessuren weltweit an.
Gleich zu Beginn seiner Bonner Zeit erschien im Jahr 1956 Hirzebruchs bis heute be-
rühmtes Buch Neue topologische Methoden in der algebraischen Geometrie und er star-
tete mit großem Enthusiasmus seine bald ebenso berühmten Bonner Mathematische
Arbeitstagungen, zu denen er die internationale Mathematiker-Elite nach Bonn holen

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
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konnte. Im Jahr 1969 gründete er den Sonderforschungsbereich Theoretische Mathema-
tik an der Universität Bonn, der dann im Jahr 1980 in das Max-Planck-Institut für
Mathematik in Bonn überging.
Seine wichtigsten mathematischen Beiträge waren:

• Signatursatz und Hirzebruch-Riemann-Roch-Satz,
• komplexe Manigfaltigkeiten,
• zusammen mit Atiyah die topologische K-Theorie,
• algebraische Flächen,
• Singularitäten in der Topologie,
• und, und, und ...

Hirzebruch war neben seinen Forschungen und seiner bedeutsamen wissenschaftlichen
Organisationsarbeit auch ein engagierter und inspirierender Lehrer, so daß aus seinem
Institut viele bedeutende Mathematiker hevorgingen. Es seien an dieser Stelle nur drei
Hirzebruch-Schüler gesondert erwähnt:

• Don Zagier, der Hirzebruch als Direktor des Max-Planck Institus für Mathematik
in Bonn nachfolgte.

• Bernhelm Booß-Bavnbek, der eine schöne Einführung zum Atiyah-Singer-Index-
satz publiziert hat (Booß (1977), bzw. auf englisch Booss u. Bleecker (1985), und
deutlich erweitert und aktualisiert in Booss u. Bleecker (2013).

• Winfried Scharlau, dem wir ein wunderbares Buch über Hirzebruch und seine Zeit
verdanken (Scharlau (2017)). In dieser Biographie berichtet Scharlau u.a. auf S.
351, daß Hirzebruchs letzte Publikation den Titel trug „Why do I like Chern, and
why do I like Chern classes?”, erschienen zu Cherns 100. Geburtstag.

Hirzebruchs Ehrungen waren zahlreich, u.a. Wolf-Preis für Mathematik 1988, Albert-
Einstein-Medaille 1999, Stefan-Banach-Medaille 1999, u.v.a.
[Quellen: en.wikipedia: Friedrich_Hirzebruch, und insb. der sehr schöne Nachruf von
Atiyah & Zagier Atiyah u. Zagier (2014)].

https://en.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Hirzebruch
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33.2 Sir Michael Atiyah (1929-2019)

Abbildung 33.2: M. Atiyah
G. Greuel (2007), CC-BY-SA-2.0 de.

(Math. Inst. Oberwolfach)
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Michael_Francis_Atiyah]

Atiyah ist einer der einflußreichsten Mathema-
tiker des 20. Jh. und besonders interessiert am
Dialog zwischen der Mathematik und der theo-
retischen Physik. Siehe dazu etwa den neueren
Artikel von Atiyah mit Dijkgraaf und Hitchin
’Geometry and Physics’: Atiyah u. a. (2010).

Atiyah wurde in London geboren, verbrachte
jedoch seine Schulzeit in Khartoum in Sudan
und in Kairo in Ägypten. Zum Studium der
Mathematik kehrte er nach England zurück
und wurde bei Hodge in Cambridge promo-
viert mit einer Arbeit zum Thema: Some Ap-
plications of Topological Methods in Algebraic
Geometry. Er heiratete 1955 Lily Brown und
hat mit ihr drei Söhne. Es folgten Aufenthalte
am ’Institute for Advanced Study’ in Prince-
ton, dann erneut an der ’Cambridge Universi-
ty’ und schließlich eine Professur an der ’University of Oxford’. Atiyah engagierte sich
auch gesellschaftspolitisch in der ’Pugwash Conferences on Science and World Affairs’.

Seine wichtigsten mathematischen Beiträge sind der Atiyah–Bott Fixpunktsatz, der
Atiyah-Singer-Indexsatz (der uns hier interessieren soll), zusammen mit Friedrich Hirze-
bruch die topologische K-Theorie, zusammen mit Lars Gårding hyperbolische Differential-
Gleichungen, zusammen mit Jones Yang-Mills Theorien, zusammen mit Witten M-
Theorie und topologische Quantenfeld-Theorien, und, und, und ... - siehe auch: Michael
Atiyah, „Collected Works” in 6 Bänden (Atiyah (1988), Atiyah (2005)):

• Vol. I: frühe Arbeiten, beginnend mit Atiyahs erster Publikation 1952 in seinem
zweiten Jahr als Undergraduate-Student, und Arbeiten zu allgemeinen Themen.

• Vol. II: frühe Arbeiten zur K-Theory, und die gemeinsamen Arbeiten mit Hirze-
bruch et al.

• Vol. III und IV: die vielen Arbeiten von 1963-84 auf dem Gebiet der Indexsätze
elliptischer Operatoren, zusammen mit Hirzebruch, Singer, Bott, Patodi, Gårding.

• Vol. V: von 1977 an verschoben sich Atiyahs Interessen in Richtung Eichtheorien
und Verbindungen zwischen Geometrie und Physik.

• Vol. VI: die Arbeiten von 1987-2002 behandeln die Themen Skyrmionen (stabile
Wirbel eines Feldes als topologisches Modell für Elementarteilchen), "Atiyah’s
Axiome" für topologische Quantenfeld-Theorien, Monopole, Knoten, K-Theorie,
and M-Theorie.

Atiyah selbst nennt als die Mathematiker, die ihn am meisten beeinflußt haben: Rie-
mann, Hamilton, ganz besonders Weyl, und in der Gegenwart Penrose, Hörmander,

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
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Connes und Bismut. Atiyah erhielt zahlreiche Preise, darunter 1966 die Fields-Medaille
und 2004 zusammen mit Singer den Abel-Preis.
Siobhan Roberts hat im Jahr 2016 für das Quanta-Magazine ein sehr schönes und
eindrückliches Interview mit Michael Atiyah veröffentlicht: Roberts (2016).
[Quelle: en.wikipedia: Michael_Atiyah].

https://en.wikipedia.org/wiki/Michael_Atiyah
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33.3 Isadore M. Singer (1924-2021)

Abbildung 33.3: I. Singer
G.M. Bergman (1977), CC BY-SA 3.0.

(Math. Inst. Oberwolfach)
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Isadore_M._Singer, ]

Isadore Manuel Singer war ein bedeutender
US-amerikanischer Mathematiker auf dem Ge-
biet der Analysis, der sich immer für die Ver-
bindungen der modernen Differentialgeome-
trie zur theoretischen Physik interessiert hat.
Er wurde 1924 in Detroit geboren, studier-
te zunächst Physik an der ’University of Mi-
chigan’ und wurde nach der Unterbrechung
durch den 2. Weltkrieg 1950 bei Irving Segal
an der ’University of Chicago’ promoviert mit
einer Arbeit zum Thema: Lie-Algebren unbe-
schränkter Operatoren. Er heiratete 1961 Shei-
la Ruff, mit der er fünf Kinder hatte. Singer
arbeitete nach seiner Promotion am ’Massa-
chusetts Institute of Technology’ (MIT), dann
folgten Aufenthalte an verschiedenen Univer-
sitäten in den USA, u.a. am ’Institute for Advanced Study’ in Princeton, bis er 1983 ans
’MIT’ zurückkehrte. Singer engagierte sich in der ’National Academy of Sciences’, der
’American Academy of Arts and Sciences’ und der ’American Mathematical Society’
(AMS). Sehr schön ist das MIT-Interview mit Isadore Singer über sein Leben: MIT150
(2010).
Seine wichtigsten mathematischen Beiträge sind der Atiyah-Singer-Indexsatz, der
Atiyah-Singer-Patodi Indexsatz für berandete Mannigfaltigkeiten und die Theorie der
analytischen Torsion (auf der Basis der Eigenwerte des Laplaceoperators).
Singer erhielt zahlreiche Preise, darunter 1988 die Wigner-Medaille und 2004 zusammen
mit Atiyah den Abelpreis. Eindrücklich ist auch das Interview mit Atiyah und Singer
anläßlich der Verleihung des Abel-Preises im Jahr 2004 in Oslo: Raussen u. Skau (2004).
Peter Woit (Woit (2021)) schreibt in seinem Nachruf auf Isadore Singer:
„Atiyah, Bott and Singer struck me each in their own way as wonderfully warm and
enthusiastic personalities, and I believe this influenced the atmosphere among mathe-
maticians working in their fields. ...
A mathematical high point of this career was his work during the early 1960s with
Atiyah that led to the Atiyah-Singer index theorem. A crucial part of this story was
Atiyah in 1962 asking Singer why the A-roof genus was integral. Singer realized that
this was because it counts the number of solutions of an equation, and that the equation
was the Dirac equation.”
Auch Daniel S. Freed, ein ehemaliger Doktorand von Isadore Singer, hat einen schönen
persönlichen Nachruf auf seinen Lehrer im Quanta-Magazine verfaßt: Freed (2021).
[Quelle: en.wikipedia: Isadore_Singer]

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
https://en.wikipedia.org/wiki/Isadore_Singer
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33.4 Atiyah-Singer-Indexsatz für Vektorbündel

Die Fragestellung des Index eines elliptischen, partiellen Differentialoperators (EPDO)
geht auf den russischen Mathematiker Israel Gel’fand zurück, der im Jahr 1960 heraus-
gefunden hatte, daß der sog. analytische Index eines EPDO eine Homotopie-Invariante
ist.
Im Rahmen der Funktionalanalysis von Fredholm-Operatoren zeigt man, daß Fredholm-
Operatoren einen wohldefinierten analytischen Index besitzen. Dieser Index eines Fred-
holm-Operators F ist gerade die Dimension des Lösungsraums der homogenen Glei-
chung (Fy = 0) minus der Dimension des Raums der Nebenbedingungen einer in-
homogenen Gleichung (Fy = g) - siehe Schiekel (2019), Anhang: Kapitel Fredholm-
Operatoren:

ind(F ) = dim(ker(F ))− dim(coker) = dim(ker(F ))− dim(F †) .

In der Theorie der EPDO, d.h. der elliptischen Pseudifferential-Operatoren (EΨDO),
zeigt man, daß EΨDOs auf kompakten Mannigfaltigkeiten ohne Rand Fredholm-Opera-
toren sind, und daß damit also ihr analytischer Index eine Homotopie-Invariante ist
(siehe wiederum Schiekel (2019), Anhang: Kapitel Fredholm-Operatoren).
Gel’fand stellte also die Frage: kann man diesen analytischen Index auch geometrisch-
topologisch tiefer verstehen?
Hirzebruch hatte bereits 1953 mit dem Hirzebruch-Signatur-Satz und 1954 mit dem
Hirzebruch-Riemann-Roch-Satz grundlegende Arbeiten zu geometrisch-topologischen
Invarianten gelegt. Dabei benutzte Hirzebruch bereits die Kobordismus-Theorie und die
Theorie der EΨDO. Daß sich aber diese Homotopie-Invariante des analytischen Indexes
eines jeden EΨDO als Verallgemeinerung des Gauß-Bonnet-Satzes als ein Integral über
Charakteristische Klassen, d.h. geometrische Strukturen, schreiben läßt, ist das große
Verdienst von Atiyah und Singer, wobei Hirzebruch, Segal, Bott, Patodi, Gilkey et al.,
ebenfalls ganz wesentliche Beiträge auf diesem Gebiet geleistet haben.
Wir wollen hier nur den einfachsten Atiyah-Singer-Indexsatz für elliptische Komplexe
auf kompakten Mannigfaltigkeiten ohne Rand vorstellen. Der ursprüngliche Beweis von
Atiyah und Singer aus dem Jahr 1963 benutze die Kobordismus-Theorie nach Hize-
bruch, ihr erster veröffentlichter Beweis im Jahr 1965 die topologische K-Theorie. Diese
beiden Beweise konstruieren aus dem Hauptsymbol des EΨDO ein Vektorbündel über
der Mannigfaltigkeit und untersuchen Charakkteristische Klassen dieses Vektorbündels.
Beide Beweise sind sehr aufwendig und finden sich in Atiyahs Collected Works (Atiyah
(1988), Bd. III und IV). Leichter zugänglich als diese Originalarbeiten ist jedoch die
Darstellung von Gilkey (1995), S. 273 ff.
Gilkey schlug im Jahr 1973 einen neuen Beweis des Atiyah-Singer-Indexsatzes auf Basis
einer Entwicklung des sog. Wärmeleitungskerns (engl. heat-kernel) vor, d.h. des Inte-
gralkerns einer Lösung der Wärmeleitungs-PDO. Der Vorschlag wurde noch im gleichen
Jahr 1973 von Atiyah, Bott und Patodi durchgeführt. Siehe hierzu die Darstellung des
Autors in Schiekel (2017), S. 349 ff., und Gilkey (1995), S. 57 ff. Dieser Beweis ist
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deutlich kürzer als der K-Theorie Beweis, hat aber den Nachteil, daß die Koeffizienten
der vorkommenden Potenzreihen nur bis auf eine endliche Anzahl freier Konstanten
bestimmt sind. Um diese freien Konstanten festzulegen, muß man dann Beispiele be-
rechnen, deren Ergebnisse bereits bekannt sind.
Deutlich kürzer und einfacher ist der von Physikern gefundene Beweis eines Atiyah-
Singer-Indexsatzes für euklidische chirale Dirac-Operatoren auf Spinbündeln mittels
eines supersymmetrischen Pfadintegrals. Dieser Pfadintegral-Beweis wurde nach Vor-
arbeiten von Witten von Alvarez-Gaumé und unabhängig und gleichzeitig auch von
Friedan & Windey entdeckt (siehe wiederum Schiekel (2019)). Inspiriert durch den
supersymmetrischen Pfadintegral-Beweis legte Getzler dann im Jahr 1983 einen sehr
kurzen und eleganten Beweis auf der Basis einer supersymmetrischen Wärmeleitungs-
PDO vor. Die Methode von Getzler ist sehr schön in Roe (1998), S. 151 ff. beschrie-
ben. Die umfassendste moderne mathematische Darstellung der Getzler-Methode und
vieler ihrer Anwendungen findet sich im Buch von Berline, Getzler und Vergne (Ber-
line u. a. (2004)). Erwähnenswert ist sicherlich noch, daß der Pfadintegral-Beweis und
der Getzler-Beweis sich zunächst nicht auf allgemeine EΨDOs beziehen, sondern nur
auf euklidische Dirac-Operatoren auf Spinbündeln. Man kann aber zeigen, daß sich
die Gültigkeit dieses Dirac-Operatoren-Indexsatzes aufgrund des Auftretens von Dirac-
Operatoren in einer Poincaré-Dualität zwischen der K-Theorie und der K-Homologie
auf alle EΨDOs ausdehnen läßt (Roe (1998), S. 166).

Wir hatten im Rahmen der Hodge-Theorie (Kapitel 25.2) den de Rham Komplex ken-
nengelernt, eine Verallgemeinerung des Laplace-Operators von Funktionenräumen auf
Räume von Differentialformen über kompakten, orientierbaren, differenzierbaren, rand-
losen, m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten M (siehe: 25.2.1, 25.2.2,
25.2.3):

0 −→ Ω0(M) d0−→ Ω1(M) d1−→ · · · dn−2−−−→ Ωn−1(M) dn−1−−−→ Ωn(M) dn−→ 0 , (33.4.1)

0←− Ω0(M) d†0←− Ω1(M) d†1←− · · ·
d†n−2←−−− Ωn−1(M)

d†n−1←−−− Ωn(M) d†n←− 0 . (33.4.2)

∆r :Ωr(M)→ Ωr(M) , ∆r ..= dr−1d
†
r−1 + d†rdr . (33.4.3)

Diesen de Rham Komplex kann man nun weiter zu einem elliptischen Komplex ver-
allgemeinern - siehe Schiekel (2019), Anhang: Kapitel „Elliptische Komplexe und deren
Hodge-Zerlegung”. ÜberM gebe es also ein Vektorbündel V , bestehend aus n komplexen
k-dimensionalen Vektorräumen und auf diesem Vektorbündel V gebe es vektorwertige
Matrix-EΨDOs Pi der Ordnung d:

V ..= {Vi = Vi(M) | 0 ≤ i ≤ n} (33.4.4)

P ..= {Pi |Pi : C∞(Vi)→ C∞(Vi+1), 0 ≤ i ≤ n, Pi = 0 für i < 0 und i ≥ n} .
(33.4.5)
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Dann wird ein elliptischer Komplex (P ,V) als der folgende Komplex definiert:

0 P0−→ C∞(V1) P1−→ C∞(V2) P2−→ · · · Pn−2−−−→ C∞(Vn−1) Pn−1−−−→ C∞(Vn) Pn−→ 0 , (33.4.6)

0 P †0←− C∞(V1) P †1←− C∞(V2) P †2←− · · ·
P †n−2←−−− C∞(Vn−1)

P †n−1←−−− C∞(Vn) P †n←− 0 , (33.4.7)

mit ∆i als verallgemeinertem Laplace-Operator der Ordnung 2d:

∆i : C∞(Vi)→ C∞(Vi) , ∆i ..= Pi−1P
†
i−1 + P †i Pi . (33.4.8)

Daß dieser verallgemeinerte Laplace-Operator ∆i in einem elliptischen Komplex (P ,V)
tatsächlich auch ein elliptischer ΨDO und damit ein Fredholm-Operator ist wird in
Schiekel (2019), Anhang: Kapitel „Fredholm-Operatoren” gezeigt.
Weiter kann man für den elliptischen Komplex (P ,V) Kohomologie-Vektorräume defi-
nieren:

H i(P ,V) ..= ker(Pi+1)/ Im(Pi) (33.4.9)

und zeigen, daß die Kohomologie-VektorräumeH i(P ,V) isomorph zu den Vektorräumen
der entsprechenden harmonischen Formen Harmi(P ,V), d.h. zu ker(∆i), sind.

Definition 33.4.1 Der analytische Index eines elliptischen Komplexes wird definiert
als:

ind(P ,V) ..=
m∑
i=0

(−1)i dim(H i(P ,V)) =
m∑
i=0

(−1)i dim(ker(∆i)) . (33.4.10)

Dieser analytische Index ist trotz seiner vergleichsweise einfachen Definition üblicher-
weise sehr schwierig zu berechnen - aber immerhin ist er klarerweise eine natürliche
Zahl!
Für den Index eines Fredholm-Operators A gilt (siehe wiederum Anhang Fredholm-
Operatoren in Schiekel (2019)):

ind(A) ..= dim(ker(A))− dim(coker(A)) = dim(ker(A))− dim(ker(A†)) . (33.4.11)

Wie hängt nun der analytische ind(P ,V) eines elliptischen Komplexes mit der Fredholm-
Index Definition zusammen? Hierzu betrachtet man den kurzen elliptischen Komplex

0 i=P−1−−−→ C∞(V1) P=P0−−−→ C∞(V2) P1−→ 0 , ⇒ (33.4.12)

ind(P ,V) = (−1)0 dim(H0(P ,V)) + (−1)1 dim(H1(P ,V))

= {dim(ker(P ))− dim(Im(i))} − {dim(ker(P1))− dim(Im(P ))}
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= dim(ker(P ))− {dim(C∞(V2))− dim(Im(P ))}

= dim(ker(P ))− dim(coker(P )) . (33.4.13)

Hieraus sieht man, daß die Definition des analytischen ind(P ,V) tatsächlich eine Ver-
allgemeinerung der Fredholm-Index Definition auf elliptische Komplexe ist.

Der jetzt zitierte Atiyah-Singer-Indexsatz (Shanahan (1978), S. 18) gilt für die soeben
eingeführten elliptische Komplexe (P ,V).

Satz 33.4.2
analytischer Index = topologischer Index . (33.4.14)

ind(P ,V) = (−1)
m(m+1)

2

∫
M

[
ch (⊕r(−1)rFVr)

Td(FTMC)
e(FTM)

]
vol

. (33.4.15)

Hierbei bedeutet die Bezeichnungsweise [•]vol, daß von der Form in [•] nur der Volumen-
anteil zu nehmen und über diesen zu integrieren ist. Häufig findet man in der Literatur
Darstellungen, in denen als Argumente in Chern-Charakter, Todd-Klasse und Euler-
Klasse nur der jeweilige Raum angegeben wird und nicht die entsprechende Krümmungs-
2-Form, d.h. man findet die Schreibweise Td(TMC) anstelle von Td(FTMC).

Zunächst fällt einem an dieser Formel für den Atiyah-Singer-Indexsatz auf, daß der
topologische Index auf der rechten Seite eine rationale Zahl zu sein scheint, obwohl der
analytische Index auf der linken Seite eine ganze Zahl ist. Weiter stellt sich die Frage,
wie diese Formel im Fall von e(FTM) = 0 zu verstehen ist, denn z.B. für einen Torus Tm
verschwindet die Krümmung und damit auch e(FTM) - siehe 15.12.3 und 15.12.10. Die
genauere Betrachtung der Konstruktion für den Beweis des Atiyah-Singer-Indexsatzes
zeigt nun, daß tatsächlich auch der topologische Index ganzzahlig ist und daß sich die
Division ch(⊕r(−1)rFVr)/e(FTM) bei verschwindender Eulerklasse analytisch ausführen
läßt (Shanahan (1978), S. 17-19).

33.5 Atiyah-Singer-Indexsatz für de Rham Komplex

Wir hatten im Rahmen der Hodge-Theorie (Kapitel 25.2) den de Rham Komplex ken-
nengelernt, eine Verallgemeinerung des Laplace-Operators von Funktionenräumen auf
Räume von Differentialformen über kompakten, orientierbaren, differenzierbaren, rand-
losen, m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten M (siehe: 25.2.1, 25.2.2,
25.2.3). Damit wir den Atiyah-Singer-Indexsatz auf diesen elliptischen Komplex an-
wenden können, müssen zunächst die Differentialformen komplexifiziert werden:

0 −→ Ω0(M)C d0−→ Ω1(M)C d1−→ · · · dn−2−−−→ Ωn−1(M)C dn−1−−−→ Ωn(M)C dn−→ 0 , (33.5.1)
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0←− Ω0(M)C d†0←− Ω1(M)C d†1←− · · ·
d†n−2←−−− Ωn−1(M)C

d†n−1←−−− Ωn(M)C d†n←− 0 . (33.5.2)

∆r :Ωr(M)C → Ωr(M)C , ∆r ..= dr−1d
†
r−1 + d†rdr . (33.5.3)

Den analytischen Index dieses Komplexes kennen wir bereits, es ist gerade die Euler-
Charakteristik (33.4.10 und 24.0.22):

ind(d,Ω∗(M)C) =
m∑
i=0

(−1)i dim(H i(d,Ω∗(M)C))

=
m∑
i=0

(−1)i dim(H i(d,Ω∗(M))) = χ(M) . (33.5.4)

Jetzt soll der topologische Index des de Rham Komlexes nach 33.4.15 bestimmt wer-
den. Sei die Dimension der Mannigfaltigkeit M geradzahlig, d.h. m = 2l . Im Folgen-
den schreiben wir anstelle von Ωr(M)C jetzt ∧r(T ∗M)C, weil dann der Übergang von
(T ∗M)C nach (TM)C klarer ersichtlich ist. Damit schreibt sich der topologische Index
des de Rham Komplexes als:

(−1)l(l+1)

∫
M

[
ch
(
⊕mr=0(−1)rF∧r(T ∗M)C

) Td(FTMC)
e(FTM)

]
vol

. (33.5.5)

Für den ersten Faktor mit dem Chern-Charakter findet man wegen der Additivität der
Chern-Charaktere:

ch
(
⊕mr=0(−1)rF∧r(T ∗M)C

)
= 1− ch(F∧1(T ∗M)C) + ch(F∧2(T ∗M)C)− . . .+ (−1)mch(F∧m(T ∗M)C) . (33.5.6)

Nun ist der Chern-Charakter definiert als (32.6.1)

ch(F(T ∗M)C) ..= tr exp( i2πF(T ∗M)C) =
m∑
j=1

eλj(F(T ∗M)C) , (33.5.7)

wenn i
2πF diagonalisiert ist mit den Eigenwerten λj, 1 ≤ j ≤ m.

Wir hatten in 32.5.14 gesehen, daß man die totale Chern-Klasse eines Vektorbündels
auch als die Chern-Klasse eines Whitney-Summen-Bündels von k komplexen Linien-
bündeln interpretieren kann (Splitting-Prinzip) und daß für den Eigenwert eines kom-
plexes Linienbündels L und den Eigenwert des dualen komplexen Linienbündels L∗ gilt
(32.5.15):

λ1(FL∗) = −λ1(FL) .
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Damit können wir in 33.5.7 von λj(F(T ∗M)C) bzgl. des Kotangentialbündel übergehen
zu λj(F(TM)C) bzgl. des Tangentialbündels

λj(F(T ∗M)C) = −λj(F(TM)C) , (33.5.8)

und erhalten

ch(F(T ∗M)C) =
m∑
j=1

e−λj(F(TM)C) . (33.5.9)

Daraus folgt für 33.5.6

ch
(
⊕mr=0(−1)rF∧r(T ∗M)C

)
= 1−

m∑
j=1

e−λj(F(TM)C) +
m∑

j,k=1
j<k

e−λj ∧ e−λk(F(TM)C)− . . .

+ (−1)me−λ1 ∧ e−λ2 ∧ . . . ∧ e−λm(F(TM)C)

=
m∏
j=1

(1− e−λj)(F(TM)C) . (33.5.10)

Das ursprüngliche Vektorbündel TM ist ein reelles Vektorbündel und damit ist die
ursprüngliche Krümmungs-2-Form FTM eine schiefsymmetrische reelle Matrix aus g =
o(k). TM wurde nur deshalb zu TMC komplexifiziert, damit man den Atiyah-Singer-
Indexsatz anwenden kann. Dabei bleibt aber FTMC weiterhin schiefsymmetrisch und
deswegen treten alle Eigenwerte paarweise als ±λj auf (siehe 32.9.7). Also können wir
den obigen Chern-Charakter auch schreiben als:

ch
(
⊕mr=0(−1)rF∧r(T ∗M)C

)
=

m/2∏
j=1

(1− e−λj)(1− e+λj)(F(TM)C) . (33.5.11)

Für den zweiten Faktor von 33.5.5 mit der Todd-Klasse gilt mit 32.8.7:

Td(FTMC) =
m∏
j=1

λj
1− e−λj (FTMC) =

m/2∏
j=1

(+λj)(−λj)
(1− e−λj)(1− e+λj)(FTMC) . (33.5.12)

Für den dritten Faktor, die Euler-Klasse ergibt sich:

e(FTM) =
m/2∏
j=1

λj(FTMC) . (33.5.13)

Jetzt setzen wir das Obige in 33.5.4 und 33.5.5 ein und erhalten als schönes Ergebnis
einen verallgemeinerten Gauß-Bonnet-Satz:

χ(M) =
∫
M

m/2∏
j=1

λj(FTMC)|vol =
∫
M

e(FTM) . (33.5.14)
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Als Beispiele sollen eine 2-dimensionale und eine 4-dimensionale, orientierbare, randlose,
differenzierbare MannigfaltigkeitM betrachtet werden. Mit 32.11.8 und 32.11.9 ergeben
sich:

m = 2 : χ(M) = −1
2π

∫
M

R12 , (33.5.15)

m = 4 : χ(M) = 1
32π2

∫
M

εabcdRab ∧Rcd . (33.5.16)

Der 2-dimensionale Fall ist gerade der klassische Gauß-Bonnet-Satz!

33.6 Atiyah-Singer-Indexsatz für Spinbündel

Sei ein euklidischer Dirac-Operator Ĥ auf einer gekrümmten Mannigfaltigkeit M gege-
ben als (29.7.11, 29.7.15):

Ĥ = i~cγµ(∂µ + Ωµ) = i~cγµ(∂µ + 1
2Γa b

µ Σab) . (33.6.1)

Der euklidische Dirac-Operator Ĥ ist selbstadjungiert und daher auch ein Fredholm-
Operator. Damit folgt für den analytischen Index trivialerweise:

index(Ĥ) = dim(ker(Ĥ))− dim(ker(Ĥ†)) = 0 . (33.6.2)

Als nächstes kann man den chiralen Teil D̂ dieses Dirac-Operators betrachten:

Ĥ =
(

0 D̂†

D̂

)
. (33.6.3)

index(D̂) ..= ν+ − ν− = dim(ker(D̂))− dim(ker(D̂†)) . (33.6.4)

Für diesen analytischen Index ergibt sich mit der Â-Klasse (32.10) der topologische
Index zu (Nakahara (2003), S. 470):

Satz 33.6.1

ind(P , TM) =
∫
M

[
Â(TM)

]
vol

. (33.6.5)

Der Beweis dieses Satzes mittels eines supersymmetrischen Feynman-Pfadintegrals wird
im nächsten Kapitel vorgestellt, und dürfte besonders für Physiker interessant sein.
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33.7 Atiyah-Singer-Indexsatz für Spinbündel mit
assoziiertem Vektorbündel

Sei wieder wie oben ein euklidischer Dirac-Operator Ĥ auf einer gekrümmten Man-
nigfaltigkeit M gegeben (29.7.11, 29.7.15), aber diesmal möge das Spinorfeld zu der
Darstellung einer Symmetriegruppe G gehören, z.B. (U1), oder SU(2), oder etc. Dann
wird ein solcher Spinor mathematisch als Schnitt des Produktbündels S(M) ⊗ E be-
schrieben, wobei S(M) das Spinorbündel S über der Mannigfaltigkeit M ist und E
das assoziierte Vektorbündel über dem Prinzipalbündel P (M,G). Wiederum betrach-
tet man den chiralen Teil dieses Dirac-Operators:

ĤE = i~cγµ(∂µ + Ωµ − i
q

~c
Aµ) = i~cγµ(∂µ + 1

2Γa b
µ Σab − i

q

~c
Aµ) . (33.7.1)

Hierfür ergibt sich mit der Â-Klasse (32.10) und dem Chern Charakter 32.6 der topo-
logische Index zu (Nakahara (2003), S. 471):

Satz 33.7.1

ind(P , TM,E) =
∫
M

[
Â(TM) · ch(E)

]
vol

. (33.7.2)

Besonders in der Festkörperphysik verwendet man zur Beschreibung der Periodizität
eines Kristallgitters periodische Randbedingungen (Born-von-Kármán-Modell), und da-
mit wird die zugrunde liegende 2l-dimensionale Mannigfaltigkeit M zu einem Torus
T 2l.

Lemma 33.7.2 Sei M = T 2l = S1 × . . .× S1, dann ist

Â(TM) = 1 . (33.7.3)

Beweis: Da die Â-Klassen multiplikative charakteristische Klassen mit der ∧-Multiplikation
sind gilt:

Â(TM) = Â(
2l⊕
1

TS1) =
2l∏
1

Â(TS1) . (33.7.4)

Die Mannigfaltigkeit TS1 ist 1-dimensional und habe die Krümmung R. Damit folgt aus
der Definition der Â-Klassen (32.10.12, 32.10.13, 32.10.14) über die Pontrjagin-Klassen
(32.9.2032.9.21)

p0(R) = 1 und

p1(R) = − 1
8π2 tr(R ∧R) = 0 ⇒

Â(TS1) = 1 ⇒ Â(TM) . 2
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Damit ergibt sich der Index für Spinbündel auf einer Mannigfaltigkeit M = T 2l mit
assoziiertem Vektorbündel zu

ind(P , TM,E) =
∫
M

[ch(E)]vol . (33.7.5)

Wie bereits oben definiert bedeutet die Bezeichnungsweise [•]vol, daß von der Form in
[•] nur der Volumenanteil zu nehmen und im Anschluß über diesen zu integrieren ist.
Für ein Prinzipalbündel P (T 2, U(1)) mit der Gruppe G = U(1) und einem abelschen
Eichpotential A, (d.h. einer lokalen g-wertigen Zusammenhang-1-Form), mit der Feld-
stärke F = dA folgt aus 32.6.5:

ind(P , TM,E) = ch1(F) = i

2π

∫
T 2

F . (33.7.6)

Die Physiker verwenden hier den Feldstärketensor F mit F = .. iF und damit ergibt
sich:

ind(P , TM,E) = ν+ − ν− = − 1
2π

∫
T 2

F . (33.7.7)



34 Funktionalableitung

Wir haben hier zur Erleichterung der Leser und Leserinnen den Abschnitt zur Funk-
tionalableitung aus der Veröffentlichung des Autors Schiekel (2017), S. 359 ff., auch in
dieses Manuskript eingefügt.

34.1 Funktionalableitung oder Fréchet-Ableitung

Die Funktionalableitung oder Fréchet-Ableitung eines Operators entspricht seiner Li-
nearisierung. Seien H1 und H2 zwei Hilbert-Räume mit den jeweiligen Normen ‖ · ‖1
und ‖ · ‖2. (Zur Definition der Fréchet-Ableitung genügen bereits normierte Räume.)
Sei F : Ω ⊆ H1 → H2 eine im allgemeinen nichtlineare Abbbildung von Ω ⊆ H1 nach
H2 und seien die Vektoren | φ〉, | ψ〉 und (| φ〉+ | ψ〉) alle Elemente aus Ω. Wenn es
nun eine lineare, stetige Abbildung DF (| φ〉) : Ω ⊆ H1 → H2 gibt, so daß diese eine
Tangente an die Abbildung F an der Stelle | φ〉 ist, dann heißt F differenzierbar bei
| φ〉 und DF (| φ〉) die Ableitung von F an der Stelle | φ〉.
Definition 34.1.1 Wenn also ein DF (| φ〉) : Ω ⊆ H1 → H2 existiert, welches linear
ist (bzw. kürzer gesagt DF : Ω ⊆ H1 → L (H1,H2)), welches stetig ist und für welches
der folgende Grenzwert existiert

lim
‖|ψ〉‖1→0

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)−DF (| φ〉) | ψ〉‖2

‖ | ψ〉‖1
= 0 , (34.1.1)

bzw. mit ε : R→ R und lim
x→0

ε(x) = 0 für alle ‖ | ψ〉‖1 < δ :

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)−DF (| φ〉) | ψ〉‖2 ≤ ‖ | ψ〉‖1 ε(‖ | ψ〉‖1) . (34.1.2)

dann heißt dieses DF (| φ〉) die Ableitung von F an der Stelle | φ〉.

Wenn F differenzierbar ist, dann ist F auch stetig, denn aus 34.1.2 folgt:

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)‖2 ≤ ‖ | ψ〉‖1 ε(‖ | ψ〉‖1) + ‖DF (| φ〉)‖ · ‖ | ψ〉‖1 ,

lim
‖|ψ〉‖1→0

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)‖2 = 0 . (34.1.3)

Wenn F differenzierbar ist, dann existiert die folgenden Richtungsableitung von F in
Richtung | ψ〉 und ist mit der Ableitung aus 34.1.1 identisch:

DF (| φ〉) | ψ〉 = d

dt
(F (| φ〉+ t | ψ〉))

∣∣∣∣
t=0

. (34.1.4)
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Beweis: Wir setzen in der obigen Definition von 34.1.1 | ψ〉 → t | ψ〉:

lim
t‖|ψ〉‖1→0

‖F (| φ〉+ t | ψ〉)− F (| φ〉)− tDF (| φ〉) | ψ〉‖2

t‖ | ψ〉‖1
= 0 ⇒

lim
t→0
‖1
t

(F (| φ〉+ t | ψ〉)− F (| φ〉))−DF (| φ〉) | ψ〉‖2 = 0 ⇒

‖ d
dt

(F (| φ〉+ t | ψ〉))
∣∣∣∣
t=0
−DF (| φ〉) | ψ〉‖2 = 0 ⇒

DF (| φ〉) | ψ〉 = d

dt
(F (| φ〉+ t | ψ〉))

∣∣∣∣
t=0

. 2

Die Ableitung DF (| φ〉) an der Stelle | φ〉 ist definitionsgemäß linear in Bezug auf das
Argument | ψ〉, die Richtung, (und nicht etwa in Bezug auf die Stelle | φ〉,) also:

DF (| φ〉)(α1 | ψ1〉+ α2 | ψ2〉) = α1DF (| φ〉) | ψ1〉+ α2DF (| φ〉) | ψ2〉) .

Bei fixierter Richtung | ψ1〉 ∈ Ω ⊆ H1 ist DF (·) | ψ1〉 wieder eine Abbildung von
Ω ⊆ H1 → H2 und wir können also die Ableitung von DF (·) | ψ1〉 bestimmen, welche
dann die 2. Ableitung von F ist. Wenn also ein D2F (| φ〉) : Ω × Ω ⊆ H1 × H1 → H2
existiert, welches linear und stetig ist und für welches der folgende Grenzwert existiert

lim
‖|ψ2〉‖1→0

‖DF (| φ〉+ | ψ2〉) | ψ1〉 −DF (| φ〉) | ψ1〉 −D2F (| φ〉) | ψ1〉 | ψ2〉‖2

‖ | ψ2〉‖1
= 0 ,

(34.1.5)

dann heißt dieses D2F (| φ〉) die 2. Ableitung von F an der Stelle | φ〉.
Folgerung:
Wenn F linear ist, also F (α1 | φ〉+ α2 | ψ〉) = α1F (| φ〉) + α2F (| ψ〉), dann können wir
F (| φ〉) = F | φ〉 schreiben. Und weiter folgt aus 34.1.1 sofort, daß F (| ψ〉) = F | ψ〉 =
DF (| φ〉) | ψ〉 für alle | φ〉 ∈ Ω ⊆ H1, d.h. DF (| φ〉) = F ist unabhängig von der Stelle
| φ〉 ∈ Ω ⊆ H1.
Für die zweite Ableitung eines linearen Operators F folgt wegen DF (| φ〉+ | ψ2〉) =
DF (| φ〉) mit 34.1.5, daß D2F ein Null-Operator ist.

Besonders häufig kommt der Fall vor, daß H2 = R ist, daß also F ein nichtlineares
Funktional auf H1 ist. Dann ist DF ein lineares Funktional auf H1 und wird häufig
als δF bezeichnet, als Differential von F , also δF : Ω ⊆ H1 → H∗1 = L (H1,R).
Entsprechend wird δF (| φ〉) mit δF (| φ〉) : Ω ⊆ H1 → R als das Differential von F an
der Stelle | φ〉 bezeichnet.
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Da δF (| φ〉) nun ein Element aus H∗1 ist, dem Dualraum von H1, kann man für δF (| φ〉)
auch die folgende Dirac-Schreibweise einführen:

〈δF
δφ
| ..= δF (| φ〉) , (34.1.6)

und damit schreibt sich die Ableitung von F an der Stelle | φ〉 in Richtung | ψ〉 als

δF (| φ〉) | ψ〉 = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉) = 〈δF

δφ
| ψ〉 , (34.1.7)

oder wenn wir von H1 auf L2(Ω ⊂ Rn), den Raum der quadratintegrablen Funktionen,
übergehen

〈δF
δφ
| ψ〉 =

∫
dx 〈δF

δφ
| x〉〈x | ψ〉 =

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) . (34.1.8)

Beispiel (1): sei H1 = Rn und | x〉 ..=| x1, . . . , xn〉, dann folgt

δF (| x1, . . . , xn〉) | y1, . . . , yn〉 = d

dt
F (| x1 + ty1, . . . , xn+tyn〉)

=
n∑
i=1

∂F (| . . . , xi + tyi, . . .〉)
∂(xi + tyi)

∣∣∣∣
t=0

yi

= 〈−→∇F (| x1, . . . , xn〉) | y1, . . . , yn〉 ,

δF (| x1, . . . , xn〉) = −→∇F (| x1, . . . , xn〉) . (34.1.9)
2

Also ist im Falle des Rn das Differential von F an der Stelle | x〉 gerade der Gradient
von F nach | x〉.

Beispiel (2):
Fy(| φ〉) ..= 〈y | φ〉 = φ(y) ⇒

δFy(| φ〉) | ψ〉 = 〈δFy
δφ
| ψ〉 =

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt
(φ(y) + tψ(y))

∣∣∣∣
t=0

= ψ(y) =
∫
dx δ(x− y)ψ(x) ⇒

δφ(y)
δφ

(x) = δ(x− y) . (34.1.10)
2
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Beispiel (3):
Fy(| φ〉) ..= g(φ(y)) ⇒

δFy(| φ〉) | ψ〉 = 〈δFy
δφ
| ψ〉 =

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt
g(φ(y) + tψ(y))

∣∣∣∣
t=0

= g′(φ(y))ψ(y)

=
∫
dx δ(x− y) g′(φ(y))ψ(y) ⇒

δg(φ(y))
δφ

(x) = g′(φ(x)) δ(x− y) . (34.1.11)
2

Beispiel (4):
Fy(| φ〉) ..= 〈y | φ′〉 = φ′(y) ⇒

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt
(φ′(y) + tψ′(y))

∣∣∣∣
t=0

= ψ′(y) =
∫
dx δ(x− y)ψ′(x)

= −
∫
dx δ′(x− y)ψ(x) ,

(sofern δ(x− y)ψ(x) = 0 für x ∈ Rand) ⇒

δφ′(y)
δφ

(x) = −δ′(x− y) . (34.1.12)
2

Beispiel (5):
Fy(| φ〉) ..= 〈y | φ′′〉 = φ′′(y) ⇒

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt
(φ′′(y) + tψ′′(y))

∣∣∣∣
t=0

= ψ′′(y) =
∫
dx δ(x− y)ψ′′(x)
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=
∫
dx δ′′(x− y)ψ(x) ,

(sofern δ(x− y)ψ′(x) = δ′(x− y)ψ(x) = 0

für x ∈ Rand)⇒

δφ′′(y)
δφ

(x) = δ′′(x− y) . (34.1.13)
2

Beispiel (6):

F (| φ〉) ..=
∫
dx φn(x) ⇒

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dx (φ(x) + tψ(x))n

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dx n (φ(x) + tψ(x))n−1∣∣

t=0 ψ(x)

=
∫
dx nφn−1(x)ψ(x) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dx φn(x) = nφn−1(x) . (34.1.14)

2

Beispiel (7):

F (| φ〉) ..=
∫
dx (dφ(x)

dx
)n =

∫
dx (φ′(x))n ⇒

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dx ((φ(x) + tψ(x))′)n

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dxn((φ′(x) + tψ′(x)))n−1 d

dx
ψ(x)

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dxn(φ′(x))n−1 d

dx
ψ(x) = −

∫
dxn

d

dx
(φ′(x))n−1 ψ(x) ,

(sofern (φ′(x))n−1 ψ(x) für x ∈ Rand verschwindet) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dx (φ′(x))n = −n d

dx
(φ′(x))n−1 . (34.1.15)

2
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Beispiel (8):

F (| φ〉) ..=
∫
dx g(φ(x)) ⇒

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dx g(φ(x) + tψ(x))

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dx g′(φ(x) + tψ(x)))ψ(x)

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dx g′(φ(x))ψ(x) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dx g(φ(x)) = g′(φ(x)) . (34.1.16)

2

Beispiel (9): Wirkungsfunktional:

S(r) ..=
∫
dtL(r(t), ṙ(t)) ..=

∫
dt [m2 (d r(t)

dt
)2 − V (r(t))] ⇒

mit 34.1.15 und 34.1.16 folgt:

δS(r)
δr

(t) = −m d

dt
(d r(t)
dt

)− d V (r(t))
dr

= −md2 r(t)
dt2

− dV (r(t))
dr

. (34.1.17)

Eine Nullstelle der Funktionalableitung des Wirkungsfunktionals S(r), also δS
δr

(t) =
0, führt also gerade auf die Bewegungsgleichung m ṙ2(t) = −dV/dr. Für die zweite
Funktionalableitung von S ergibt sich mit 34.1.13 und 34.1.11:

δ2S(r)
δr(t1) δr(t2) = δ

δr(t1) [−md2 r(t2)
dt22

− dV (r(t2))
dr

]

= −mδ′′(t1 − t2)− d2V (r(t2))
dr2 δ(t1 − t2)

= (−m d2

dt21
− d2V (r(t1))

dr2 ) δ(t1 − t2) (34.1.18)

..= S(2)
loc (r(t1)) δ(t1 − t2) . (34.1.19)

Damit ergibt sich für die quadratischen Fluktuationen der Wirkung (wiederum unter
der Voraussetzung, daß r(t) = 0 auf dem Rand):∫

dt1 dt2
δ2S(r)

δr(t1) δr(t2) r(t1) r(t2) =
∫
dt1 dt2 r(t2)S(2)

loc (r(t1)) δ(t1 − t2) r(t1)
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=
∫
dt r(t)S(2)

loc (r(t)) r(t)

=
∫
dt [−mr(t) d

2r(t)
dt2

− d2V (r(t))
dr2 r(t)2]

=
∫
dt [m (dr(t)

dt
)2 − d2V (r(t))

dr2 r(t)2] . (34.1.20)
2

Beispiel (10): Integralkern:

Fy(| φ〉) ..=
∫
dxK(y, x)φ(x) ⇒

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dxK(y, x)(φ(x) + tψ(x))

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dxK(y, x)ψ(x) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dxK(y, x)φ(x) = K(y, x) . (34.1.21)

2

Für Funktionalableitungen gilt auch eine Produktregel. Seien F und G Abbildungen
mit F : Ω1 ⊆ H1 → Ω2 ⊆ H2 und G : Ω2 ⊆ H2 → H3 und seien | φ〉, | ψ1〉 ∈ Ω1 und
F | φ〉, | ψ2〉 ∈ Ω2. Sei weiter G ◦ F : Ω1 ⊆ H1 → H3 die Produktabbildung von F und
G, dann gilt:

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = δG

δ(F | φ〉)
δF

δφ
| ψ1〉 oder δ(G ◦ F )

δφ
= δG

δ(F (φ))
δF

δφ
. (34.1.22)

Beweis:
δ(G ◦ F )

δφ
| ψ1〉 = d

dt
G(F (| φ〉+ t | ψ1〉))

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

1
t
G(F (| φ〉+ t | ψ1〉))

∣∣∣∣
t=0

.

Weil G und F stetig sind folgt

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = lim
t→0

1
t
G(F (| φ〉) + t

δF

δφ
| ψ1〉))

∣∣∣∣
t=0
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und mit

| ψ2〉 ..=
δF

δφ
| ψ1〉

folgt

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = lim
t→0

1
t
G(F (| φ〉) + t | ψ2〉))

∣∣∣∣
t=0

= δ(G)
δF (| φ〉) | ψ2〉 = δ(G)

δF (| φ〉)
δF

δφ
| ψ1〉 . 2

34.2 Funktional-Differentialgleichungen

Seien F , δ(F )
δφ

und f Abbildungen von Ω1 ⊆ L2 → R. Die Funktionalableitung schreibt
sich dann:

δF

δφ
(ψ) = δF (| φ〉) | ψ〉 = 〈δF

δφ
| ψ〉 .

Eine Möglichkeit, eine Funktional-Differentialgleichung 1. Ordnung zu definieren, ist die
folgende:

〈δF
δφ
| ψ〉 = 〈f | ψ〉 . (34.2.1)

Wenn wir jetzt als Urbildraum den Raum Rn anstelle von L2 nehmen, wird unsere
Funktional-Differentialgleichung zu einem n-dimensionalen System gekoppelter partiel-
ler Differentialgleichungen 1. Ordnung:

φ, ψ ∈ Rn, F,
δF

δφ
, f1, . . . , fn : Ω1 ⊆ Rn → R .

Mit {ei}i∈<1,n> bezeichnen wir eine Basis in Rn, mit {ej}j∈<1,n> eine Basis im Dualraum,
der ja ebenfalls Rn ist. Seien also:

φ =
n∑
i=1

φiei , f =
n∑
j=1

fje
j ,

δF

δφ
=

n∑
j=1

(δF
δφ

)jej ⇒

δF

δφ
(ei) = 〈δF

δφ
| ei〉 = d

dt
F (φ1, . . . , φi + t, . . . , φn) = ∂F (φ1, . . . , φn)

∂φi
.

Damit wird aus der Funktional-Differentialgleichung 34.2.1

〈δF
δφ
| ei〉 = 〈f | ei〉 ⇒ ∂F (φ1, . . . , φn)

∂φi
= fi(φ1, . . . , φn), i = 1, . . . , n (34.2.2)
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ein n-dimensionalen System gekoppelter partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung.
Ganz entsprechend können wir eine Funktional-Differentialgleichung 34.2.1 mit Funk-
tionalen von L2 → R als ein ∞-dimensionales System gekoppelter partieller Differenti-
algleichungen 1. Ordnung ansehen.

Beispiel: Sei fi(φ1, . . . , φn) = µF (φ1, . . . , φn), dann folgt:

∂F (φ1, . . . , φn)
∂φi

= µF (φ1, . . . , φn) . (34.2.3)

Zur Lösung machen wir den Ansatz der Trennung der Variablen. Dadurch faktorisieren
wir das Funktional F :

F (φ1, . . . , φn) = F1(φ1) · · ·Fn(φn) ,

und wir erhalten das entkoppelte System partieller Differentialgleichungen

∂Fi(φi)
∂φi

= µFi(φi)

mit der Lösung

Fi(φi) = eµφ
i ⇒

F (φ1, . . . , φn) =
n∏
i=1

Fi(φi) =
n∏
i=1

eµφ
i = eµ

∑n
i=1 φ

i

, (34.2.4)

bzw. in L2 anstelle von Rn:

F (φ) = eµ
∫
dxφ(x) . (34.2.5)

2





A PGF/TikZ-Braids

Das Zeichnen von Zöpfen (engl. braids) geschah in dieser Arbeit mit den Paketen
\usepackage{tikz}
\usepackage{braids},
aus TEXlive 2017. In dieser TEXlive-Version befindet sich das Braids-Paket von Andrew
Stacey in der Version 1.0 mit einer äußerst knappen Dokumentation und noch einigen
Fehlern. In der Version 2.0 des Braids-Pakets scheinen einige Dinge etwas leichter zu
gehen, aber leider stand diese Version zu Beginn des Jahres 2022 auf dem OpenSUSE-
System des Autors noch nicht zur Verfügung. So braucht ein Anwender also etwas Mühe
und einige Intuition, um die gewünschten Zöpfe zu zeichnen. Daher soll hier der Code
für die 3 Zopfbilder dieser Arbeit dokumentiert werden :-)

Die Version 2.0 des Braids-Pakets aus TEX Live 2021 enthält einen Kompatibilitätsmo-
dus für die Version 1.0, dieser ändert aber manchmal die Skalierung von ’height’, so daß
dann doch noch Handarbeit erforderlich ist. Diese Skalenanpassung ist im Folgenden
bereits berücksichtigt.

1. Zöpfe a b ab ba :
\begin{tikzpicture}
\node[font=\large] at (0.0,-1.3) {\(a=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (1.0,0.0)
1 s_2;
\node[font=\large] at (3.0,-1.3) {\(b=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=20pt, line width=1pt] at (4.0,0.0)
s_1 s_2^{-1};
\node[font=\large] at (6.0,-1.3) {\(ab=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=20pt, line width=1pt] at (7.0,0.0)
s_2 s_1 s_2^{-1};
\node[font=\large] at (9.0,-1.3) {\(ba=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=15pt, line width=1pt] at (10.0,0.0)
s_1 s_2^{-1} 1 s_2;
\end{tikzpicture}

2. Zöpfe b b−1 bb−1 = e:
\begin{tikzpicture}
\node[font=\large] at (0.0,-1.3) {\(b=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (1.0,0.0)
s_1 s_2^{-1};
\node[font=\large] at (3.0,-1.3) {\(b^{-1}=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (4.0,0.0)
s_2 s_1^{-1};
\node[font=\large] at (6.5,-1.3) {\(bb^{-1}=\)};
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\braid[number of strands=3, width=10pt, height=15pt, line width=1pt] at (7.5,0.0)
s_1 s_2^{-1} s_2 s_1^{-1};
\node[font=\large] at (8.8,-1.3) {\(\simeq\)};
\braid[number of strands=5, width=10pt, height=15pt, style strands={1}{line
width=1pt}, style strands={2}{line width=1pt}, style strands={3}{line width=1pt},
style strands={4}{white}, style strands={5}{white}] at (9.5,0.0)
1 1 1 s_4;
\node[font=\large] at (11.0,-1.5) {\(=e\)};
\end{tikzpicture}

3. Zopf-Relationen:
\begin{tikzpicture}
\braid[number of strands=2, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (0.0,0.0)s_1
s_1^{-1};
\node[font=\large] at (1.0,-1.3) {\(\simeq\)};
\braid[number of strands=4, width=10pt, height=20pt, line width=1pt, style
strands={1}{line width=1pt},
style strands={2}{line width=1pt}, style strands={3}{white}, style strands={4}{white}]
at (1.5,0.0) 1 1 s_3;
\braid[number of strands=4, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (4.0,0.0)
s_1 s_3;
\node[font=\large] at (5.8,-1.3) {\(\simeq\)};
\braid[number of strands=4, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (6.5,0.0)
s_3 s_1;
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=20pt, line width=1pt] at (10.0,0.0)
s_1 s_2 s_1;
\node[font=\large] at (11.3,-1.3) {\(\simeq\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=20pt, line width=1pt] at (12.0,0.0)
s_2 s_1 s_2;
\end{tikzpicture}

4. Zöpfe a = σ1σ2 und a3:
\begin{tikzpicture}
\node[font=\large] at (0.0,-1.4) {\(a=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=30pt, line width=1pt] at (1.0,0.0)
s_1 s_2;
\node[font=\large] at (3.0,-1.3) {\(a^{3}=\)};
\braid[number of strands=3, width=10pt, height=10pt, line width=1pt] at (4.0,0.0)
s_1 s_2 s_1 s_2 s_1 s_2;
\end{tikzpicture}
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\pdfoutput=1
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%
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\newcommand{\supp}{\operatorname{supp}}
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%
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%
% Header fuer 2-teilige Druckausgabe



818 B LYX- und LATEX-Formatierungen
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\pagestyle{scrheadings}
\clearscrheadfoot
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\ihead{}
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\ohead{\pagemark}
\ifoot{}
\cfoot{}
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%
% Kommutative Diagramme mit xymatrix aus Xy-pic
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%
% TikZ-Braids
\usepackage{tikz}
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%
%\usepackage[pdftex]{graficx}
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%
% Mehrfache toc für Druckausgabe
% separate toc für appendix
\usepackage{appendix}
% tocstyle ist seit 2020 obsolet
% \usepackage{tocstyle}
\usepackage{tocbasic}
\usepackage{minitoc}
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%
\usepackage{bookmark}
%
% \usepackage[backref=page%Rueckverweise in Bibl.
% ,pdftex
% ,plainpages=false% Seitenanker=format. SeitenNr.
% ,pdfpagelabels% AcroRead4.0 zeigt log. SeiteNr.
% ,%colorlinks% Links und Anker nicht faerben
% ,bookmarks% erstellt Lesezeichen



B.3 Einstellungen am Dokumentbeginn und Ende 819

% ,pdfpagemode=None
% ,pdfstartview=FitH
% ,allbordercolors={0 0 0}
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% \hypersetup{pdftitle={Festkörperphysik und Topologie - eine Einführung}%
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%---------------------------------------------------------------------
\begingroup
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%---------------------------------------------------------------------
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